A Magyar Tudományos Akadémia Matematikai és Fizikai Osztályának közleményei by unknown
A MAGYAR 
T U D O M Á N Y O S A K A D É M I A 
M A T E M A T I K A I ÉS F I Z I K A I T U D O M Á N Y O K 
O S Z T Á L Y Á N A K 
KÖZLEMÉNYEI 
X I I I . K Ö T E T 
A SZERKESZTŐBIZOTTSÁG TAGJAI: 
CSÁSZÁR ÁKOS, DETRE LÁSZLÓ, GYULAI ZOLTÁN, 
HAJÓS GYÖRGY, NOVOBÁTZKY KÁROLY, 
RÉNYI ALFRÉD, TÚRÁN PÁL 
FŐSZERKESZTŐ: 
A L E X I T S GYÖRGY 
A K A D É M I A I K I A D Ó , B U D A P E S T 
1 9 6 3 
III. OSZT. KÖZL. 

TA RTALOM JEGYZÉK 
Az Osztályvezetőség beszámolója 313—340 
Arató Mátyás: A . N . Kolmogorov akadémikus 60 éves 225—228 
Dénes József és Pásztor Endréné: A kvázicsoportok néhány problémájáról 109 — 118 
Dobó Andor és Szajcz Sándor: A Mikusinski-féle operátorszámítás alkalmazása н-edrendű 
változó együtthatójú lineáris inhomogén differenciálegyenletek közelítő megoldására 355—358 
Fejes-Tóth László: Mi a „diszkrét geometria" 229—238 
Fejes-Tóth László: Újabb eredmények a diszkrét geometriában 341—354 
Frivaldszky Sándor: Néhány megjegyzés a Szoboljev-féle disztribúció elméletéhez . . . . 151 — 156 
Hosszú Miklós: Algebrai rendszereken értelmezett függvényegyenletek, II 1 — 15 
Kovách Ádám: A velencei hegység ólomérceinek izotópanalitikai vizsgálata 239 — 252 
Kovács László Béla: Kvázikonkáv programozási feladat megoldása gradiens vetítési mód-
szerrel '. 157-178 
Merza József: Felületi görbék affin geodetikus görbületének új jellemzése 119 — 124 
Soós Gyula: A Finsler-féle fibrált terek elméletéhez 17-- 64 
Szalay Sándor: A humuszsavak szerepe az uránium geokémiájában és lehetséges szerepük 
más kationok geokémiájában 
Szenthe János: Belső metrikájú homogén terekről 125 — 132 
Tamássy Lajos: Tenzoriálisan összefüggő terek ekvivalencia és görbület elméletéhez . . 359 — 373 
Vekerdi László: Az Euklidész előtti matematika felfedezése 133 — 150 
Vekerdi László: Infinitézimális módszerek Pascal matematikájában 269—285 
A KÜLFÖLDI SZAKIRODALOMBÓL 
G. Fichera: Másodrendű elliptikus-parabolikus típusú egyenletekre vonatkozó perem-
érték-problémák egy egységes elméletéről 375—393 
V.M. Gluskov: Az automaták absztrakt elmélete'(I) 287-309 
A. Sz. Kronrod: Kétváltozós függvényekről (II) 65 — 104 
(III) 179-223 
KÖNYVISMERTETÉSEK 
J. Aczél: Vorlesungen über Funktionalgleichungen und ihre Anwendungen 105 — 107 
G. Szász: Einführung in die Verbandstheorie 311—312 

A MAGYAR 
T U D O M Á N Y O S A K A D É M I A 
M A T E M A T I K A I É S F I Z I K A I T U D O M Á N Y O K 
O S Z T Á L Y Á N A K 
KÖZLEMÉNYEI 
X I I I . K Ö T E T 1. S Z Á M 
A S Z E R K E S Z T Ő B I Z O T T S Á G T A G J A I : 
CSÁSZÁR ÁKOS, DETRE LÁSZLÓ, GYULAI ZOLTÁN, 
HAJÓS GYÖRGY, NOVOBÁTZKY KÁROLY, 
RÉNYI ALFRÉD, TÚRÁN PÁL 
F Ö S Z E K K K S Z T Ö . : 
^ " A L E X I T S GYÖRGY 
A K A D É M I A I K I A D Ó , B U D A P E S T 
1 9 6 3 
III. O S Z T . K Ö Z L . 
A M A G Y A R T U D O M Á N Y O S A K A D É M I A 
MATEMATIKAI ÉS FIZIKAI TUDOMÁNYOK OSZTÁLYÁNAK 
K Ö Z L E M É N Y E I 
A SZERKESZTŐBIZOTTSÁG TAGJAI: 
CSÁSZÁR ÁKOS, D E T R E LÁSZLÓ, G Y U L A I ZOLTÁN, HAJÓS G Y Ö R G Y , 
NOVOBÁTZKY KÁROLY, R É N Y I A L F R É D , T Ú R Á N P Á L 
FŐSZERKESZTŐ 
ALEXITS G Y Ö R G Y 
XIII. kötet 1. szám 
Szerkesztőség: Budapest, V., Nádor utca 7. 
Kiadóhivatal: Budapest, V., Alkotmány utca 21. 
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ALGEBRAI RENDSZEREKEN ÉRTELMEZETT 
FÜGGVÉNYEGYENLETEK, II. 
Az asszociativitás függvényegyenleteinek általánosításai 
írta: HOSSZÜ MIKLÓS 
Binér, ternér stb. rendszereken értelmezett függvényegyenletek szokásos megol-
dási módszereit vizsgálva azonnal szembetűnik, hogy az általános törekvés mindig 
az, hogy az illető albegrai struktúrát valamely speciális tulajdonságú csoport segít-
ségével állítsuk elő, vagyis, hogy az illető függvényegyenletet az asszociativitás 
f [ F ( x , y ) , z ] = F[x, F(y, z)] 
függvényegyenletére vezessük vissza. Példaként a dolgozat első részében [8] felsorolt 
egyenleteket említhetnénk, amelyek megoldásai, mint láttuk, valamely csoport bizo-
nyos izotópjaiként* jelentkeztek. 
Minthogy tehát az algebrai struktúrák között központi szerepet játszanak a 
csoportok, azért az algebrai rendszereken értelmezett függvényegyenletek vizsgálata 
közben is rendszerező elvnek tekinthetjük azt, hogy legfontosabb feladat az asszo-
ciativitás függvényegyenletének „környezetét" felderíteni. E törekvés jegyében alap-
vető lépést tett előre a [4] dolgozat, mely az asszociativitási egyenlet 
(1) F[G(x,y) ,z ] = H[x,K(y,z)] 
általánosítását oldotta meg, a szereplő függvényekről feltételezve, hogy valamennyien 
kvázicsoport műveletek, azaz mindkét változóban invertálhatók. Gyakran van azon-
ban szükség arra, hogy az (1) egyenletet olyan körülmények között vizsgáljuk, midőn 
a szereplő függvények csak részben, nem mindegyik változójukban invertálhatók. 
Erre az esetre vezethető vissza pl. a ternér kvázicsoportokon értelmezhető asszociatív 
törvények vizsgálata ; ezzel a kérdéssel a 4. §. foglalkozik. 
Az invertálhatóság enyhítése mellett a megoldás érdekében bizonyos változók 
szerint az invertálhatóságot célszerű fenntartani. Két fő eset válik szét ilyen szempont 
alapján: a függvények abban a változóban invertálhatók, melyek az (1) egyenletben 
közvetlenül, vagy közvetve az x változót, illetve az y változót tartalmazzák. Az 1. §. 
és 2. §. ezzel a két fő esettel foglalkozik. 
Alkalmazásként a 3. §. a poliadikus csoportokat vizsgálja. 
Végül az 5. §. az (1) egyenlet megoldását mutatja meg az F(x, y) = G(y, x) = 
= H (y, x) = K(x, у) speciális esetben, minden invertálhatósági feltétel nélkül, csupán 
az F(x, y) = z egyenlet x változó szerinti (nem feltétlenül egyértelmű) megoldható-
ságát követeljük meg. Ekkor az (1) egyenlet 
F\_F(x, u), t>] = F[F(x , v), u\ 
* Lásd pl. R . H. B R U C K [3] könyvét az izotopizmus és egyéb fogalmak definíciójára vonatkozó-
lag. 
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-ra redukálódik, tehát az egyenlet azt fejezi ki, hogy az x — Fux !sf F(x, u) leképezések 
összessége, mely az и paraméternek is függvénye, csupa felcserélhető leképezést 
tartalmaz [7]. A megoldási módszer remélhetővé teszi az invertálhatósági feltételek 
enyhíthetó'ségét az általánosított asszociativitás (1) egyenletének egyéb speciális esetei-
ben is. Ezek kivizsgálása további feladat. 
1. §. Az X változót közvetlenül vagy közvetve tartalmazó változókban 
interválható megoldások 
Vizsgáljuk az 
(Г) ^[GC-v, u), v] = H[x, K(u, r)] 
egyenlet megoldását a 
K-.UXV^P, H-.XXP^Q, G:XxU^Yv F.YXV^Q 
ismeretlen függvényekre vonatkozólag. 
Hogy a megoldás gondolatmenetét világosabban áttekinthessük, nem mondjuk 
ki előre az invertálhatósági mellékfeltételeket, amelyek az egyes lépések jogosságát 
majd alátámasztják, hanem utólag foglaljuk össze mindazt, amit a bizonyítás során 
felhasználtunk. 
Rögzítsük (l')-ben u=a-1 és vezessük be a 
(2) yx M G (x, a), x21M К (a, t) 
jelölést, akkor 
F(yx, v) = H(x, x2v), 
tehát az у = yx változóval 
(3) F(y,v) = H{y~ly, x2v). 
Helyettesítsük ezt (l')-be, akkor a kapott 
H\y~lG(x, и), x2(t>)] = H[x, K(u, i;)] 
egyenletből v = b rögzítéssel az előzőkhöz hasonlóan 
G(x, u) = yx~l H(x, x^u), 
(4) yjMH(t,c), y^tMKit,^, 
[c=-K(a, b)} 
adódik, tehát fennáll 
#[*-•#(*, x.u), x2v] = H[x, K(u, »)]. 
Végül x = x~1t-t helyettesítve, xxii és x2v helyett új u, v változót írva és bevezetve a 
T(t,u)£*H(x-1t,u):QXP^Q 
I(u, K(x;lu, x2H):PXP^P 
függvényeket, a transzformáció: 
(6) T\T{x, u), v] = T[x, I{u, i>)]; x 6 Q ; u, v € P 
jól ismert függvényegyenletéhez jutunk [1, 5]. 
ALGEBRAI RENDSZEREKEN ÉRTELMEZETT FÜGGVÉNYEGYENLETEK, II. 3 
Az így nyert egyenletünk azt fejezi ki, hogy az P paramétertől függő 
x^TuxMT(x, u) 
transzformációk sereget alkotnak, azaz két különböző paraméterrel egymásután 
végrehajtott transzformáció helyettesíthető egyetlen olyan transzformációval, melynek 
paramétere csupán az előző két transzformáció paraméterétől függ. Ha effektív transz-
formáció-sereget tekintünk, azaz feltesszük, hogy a paraméterek P értelmezési tar-
tománya csupa lényeges paramétert tartalmaz, azaz 
(7) T(x,u) T(x,v) [H(x,u) Á lí(x, t>)], ha uXv, 
akkor a paraméterek 
uov= I(u, i>) 
kompozíciós törvénye asszociatív : 
(uov)ow — uo(vo w), 
ami nyilván következik a (6) ismételt alkalmazásával nyert 
(u v)w^ TuouTwx TuT„ / H.v TuTvowx Puo(vow)X> € Q 
azonosságból. Tehát P° félcsoport. 
Az eddigieket összefoglalva, (2), (4), (5), (7) alapján a következő tételt lehet 
kimondani: 
1 . T É T E L . Legyenek valamely rögzített udU, b£V és c = K(a, b)£P esetén 
x^-G(x, a), H(x, c), 
t-+y.f*£K(t,b), x2t =K(a, t) 
invertálható leképezések, továbbá 
H(x,u) ^ H(x,v), ha U7±v, 
akkor az 
(1') E[G(x, u), a] = H[x, K{u, a)] ; л: € X, и £ U, v £ V 
függvényegyenletnek minden K:UXV-+P megoldásához található olyan a P-n értelme-
zett asszociatív I{u, v) müvelet, amellyel fennáll: 
K(u, v) = I{npu, x2v). 
Ha pedig P(K) kvázicsoport, akkor természetesen P(I) csoport. Ekkor azonban 
a (6) alatti x — Tux transzformációk ekvivalensek a P(l) csoport valamely S alcso-
portja szerinti Sop (p£P) jobb mellékosztályok [5] 
(8) Sop^Tu(sop)M(Sop)ou, ueP 
tranzlációival, feltéve, hogy az x — Tux transzformáció-sereg tranzitív, azaz fennáll 
(9) TPx=Q, xt.Q. 
Ez utóbbi tranzitivitási feltétel nélkül is megállapítható, hogy Q ilyen tranzitivi-
tási tartományok összege: 
Q={JQh Q i = T p X i , 
4 HOSSZÚ M. 4 
amelyek mindegyikén x-*Tfx ekvivalens valamely hasonló alakú, esetleg más S 
alcsoporttal képezett mellékosztályok tranzlációival. 
Ha speciálisan pl. van olyan x0 érték, hogy //(Á0 , P) = Q, akkor tekintetbe véve 
T (5) alatti értelmezését, a (9) tranzivitási feltétel is teljesül, tehát T(x, u)-hoz lehet 
találni olyan S alcsoportot, hogy T(x, и) minden x £ ß esetén ekvivalens legyen az 
S szerinti jobb-mellékosztályok egyikének (8) tranzlációjával. Ezen S alcsoport, 
konjugáltságtól eltekintve, egyértelműen meg van határozva Г-vel, éspedig valamely 
x0 £ ß elem stacioner operátorainak alcsoportja, melyekre fennáll 
(1 .2 .10) T(x0,S) = x0. 
Könnyen belátható, hogy ezen x0 az Sop mellékosztályok közül éppen magával 
S-sel ekvivalens, ugyanis éppen erre érvényes, hogy 
* 
S — TsS = S о s = s. 
A stacioner operátorok S alcsoportjának (10) értelmezése alapján nyilvánvaló, 
hogy ha megköveteljük az 
(11) и-*• T(x0, u), illetve H(y_~lx0, ú) 
leképezés invertálhatóságát legalább egy x0 £ ß esetén, akkor 5 csak az egységelemből 
fog állni. Ekkor tehát (8)-ból megkapjuk T{x, u) legáltalánosabb alakját: 
t(XO U)= T(TX, U), 
^^ T(x, ü) = x(r~1xoü), 
amely tetszőleges invertálható i függvénnyel és tetszőleges asszociatív uov = I(u, v)-
vel valóban ki is elégíti (6)-ot, vagyis a legáltalánosabb megoldást szolgáltatja a (11) 
alatti leképezések invertálhatósági feltétele mellett. 
Egy (12) előállítást adó т függvény ténylegesen megadható T(x, M)-Val, ehhez 
csupán (6)-ba kell x — x 0 - t helyettesíteni. Ekkor látható, hogy pl. 
(13) г и Г(*0 , и) = Н(х и и), х ^ у - 1х0, и£Р 
megfelel a célnak. 
Megjegyezzük, hogy а (11) alatti leképezések invertálhatósága már maga után 
vonja a (7) effektivitási követelmény teljesülését is. így a (3), (4), (5), (12) (13) formulák 
és az 1. tétel alapján kimondhatjuk a következőt: 
2. TÉTEL. Legyenek valamely rögzített a£U, bdV, с = K(a, b)£P és xvdX 
esetén 
x^yxMG (x, а), ух = H(x, c), 
u-^XiuMKiu, b), 
v-»x2vM К (a, v), 
t t) 
invertálható leképezések. Akkor az (Г) függvényegyenlet legáltalánosabb megoldása 
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felírható 
F(y,v) —z(r~1xy~1y°x2v), 
G(x,u) =yx'1t(x-1xxoy.l u), 
H(x, H') = T (т ~1XX о w), 
А(м, v) = x1uox2v 
alakban, ahol uov a P-n értelmezett tetszőleges asszociatív müvelet, amely az inver-
tálhatósági követelmények folytán rögzített u = c, H(x1, с), illetve v — c esetén a 
második változóban invertálható. 
A (14) megoldást (p — t~lxy~1, i / '=T _ 1 / -ve l kissé rövidebb alakban is í rhatjuk: 
НУ, V) =t(<pyox2v), 
G(x,u) = <р~1(фхох1и), 
H(x, w) = T (фх о w), 
K(u, v) = x^ о x2v. 
A (15) formulában F, G, H, К nyilván tetszőleges cp, ф, т, xv, x2-vei ki is elé-
gíti ( r)-et , ha uov asszociatív: 
(fjxoxxu)ox2v.= <pxo(x1uox2v). 
Következmény. A Q(L) kvázicsoportokon értelmezett (1) asszociativitási egyenlet 
mindegyik L = F, G, H, К megoldása ugyanazon csoportművelet izotópja [4]. 
2. §. Az у változót közvetlenül vagy közvetve tartalmazó változókban 
invertálható megoldások 
Eddig az általánosított 
0 ) F [ G ( x , y ) , z ] = H\x,K{y,z)\ 
egyenletet fokozatosan specializáltuk. Most már ismerve (1) megoldását kvázicso-
portokon, ismét induljunk el az általánosítás útján, az eddigi iránytól azonban elté-
rően. Az eddig használt invertálhatósági feltételekre vezető általánosítás lényege 
abban állt, hogy (l)-ben az x változót közvetlenül vagy közvetve tartalmazó változók 
szerinti invertálhatóságát fenntartottuk, az y, z változót pedig az x-től eltérően más 
értelmezési tartományból választottuk. így lényegében a (6) transzformáció függvény-
egyenlet általánosítását adó egyenletre jutunk. Most az invertálhatósági követel-
ményt enyhítsük olyan módon, hogy (l)-ben az y-t közvetlenül vagy közvetve tartal-
mazó változók szerinti invertálhatóságot követeljük meg, e változó rögzítése mellett a 
másik változóban pedig csupán a tranzitivitást. 
A változók értelmezési tartományát és a függvények értékkészletét is válasszuk 
a lehetőség szerint mind különbözőnek. így az 
F:QXZ-+R, G:XXY-*Q, 
(15) 
H-.XXP-R, K-.YXZ^P 
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függvényekre vonatkozólag felírt (l)-hez jutunk. Az 
и F(u, Z ) , 
v-~H(x,v), y—K(y, z) 
leképezések invertálhatósága folytán (melyek közül elég lenne H, К invertálhatóságát 
és G tranzitivitását kiróni, mert ezekbó'l és (1) fennállásából már következnék a többiek 
invertálhatósága), a Q, P, R halmazok az általánosság sérelme nélkül azonosíthatók 
Y-nal. 
Problémánk tehát az egyszerűbb írásmód kedvéért rögtön egyszerűsíthető' az (1) 
egyenletnek az 
F-.YXZ^Y, G:XXY-*Y, 
H-.XXY^Y, K: YxZ — Y 
ismeretlen függvényekre vonatkozó megoldásává. 
Vezessük be ezután az 
xeXy=*G(x,y0)=y, z£Zy^K(y0, z)=y 
összefüggéssel értelmezett Xy, Zy halmazokat1. A 
G(X, y0) = Y, K(y0, Z) = Y 
tranzitivitási feltétel teljesülése esetén Xy, Zy nyilván minden y £ Y-ra értelmezve van 
és 
X= \JXy, z = uzy. 
yer yer 
Értelmezzük ezután a 
G(t, y) MG(X„y), K(y, 1) MK(y, Zt), 
F(y, t) M F (y, Z,), H{t, y) M H(X,, y) 
függvényeket, melyekről a következő észrevételeket tehetjük: 
I. F, H, G, K: Y X X Y egyértékű függvények; 
II. létezik t0,s0£Y, melyre y — G(?0, y), K(y, s0) invertálhatók; 
III. t^G(t,y0),K(y0,t) invertálhatók; 
IV. y->-F(y, s0), H(t0, y) invertálhatók; 
V. F\G(t, y), s] = H[t, K(y, s)l t,y,sdY. 
Ezek közül I. rögtön belátható, ha pl. alkalmas .v-szel felírjuk az 
F(y, s) = F(y, ZJ = F[G(x, y0), Z j = H[x, K(y0, ZJ] = H(x, s) 
függvényt, mely s-nek valóban egyértékű függvénye s nyilván y-nak is. Hasonló 
érvényes H-ra is. G egyértékűsége pedig y^F(y, z) invertálhatósága alapján abból 
1
 Tehát pl. Xy az X azon x elemeinek összességét jelöli, melyekre G(x, y0) = y teljesül. 
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következik, hogy 
F[G(t, y), z] = F[G(Xt, y), z] = H[Xt, K(y, z)] = H[t, K(y, z)] 
egy-egyértékű függvénye mind t-nek, mind j-nak, s hasonló áll K-ra. is. 
II. Nyilvánvaló az értelmezés és az y-*G(x, y), K(y, z) invertálhatósága alapján. 
III. alatt fennáll 
G(y, y0) = G{Xy,y0)-^y 
és hasonlóan K(y0 , y) = y is. 
IV. úgy mutatható ki, hogy pl. alkalmas x —G(x, y0)-val az 
F(y, s0) = F(y, ZJ = F[G(x, y0), Z J = H [x, K(y0, ZJ] = H{x, s0) 
függvény x változóban való invertálhatóságát felhasználjuk, és hasonlóan járunk el 
H(t0, y)-nal is. 
Végül V. magától értetó'dik, ha l-ben x = Xt, z = Zs-et helyettesítünk. 
Az I—V. észrevételek alapján alkalmazható a 2. tétel, amelyből azt kapjuk, 
hogy pl. 
F(u, t) = F(u, Z,)-
valamely, az F = 7?-en értelmezett а о b asszociatív művelet főizotópja: 
F{u, Z,) = yuoőt. 
Tehát értelmezve a z £ Z, elemekre a nem feltétlen invertálható 
z ez = t, z £ Z r 
leképezést, 
F(u, z) = yuo ősz = yuoxpz 
adódik, és teljesen hasonlóan 
H(x, v) = срхо XV, 
ahol <p szintén nem feltétlen invertálható, de x, éppúgy mint y, biztosan az. 
Végül visszahelyettesítéssel megkapjuk a 
G(x, у) = у~1(срхо<ту) 
K(y, z) = x~1 (oy о \j/z) 
összefüggéseket is. 
Az invertálhatósági követelmények maguk után vonják, hogy a kifejezésben sze-
replő y, x, а leképezések invertálhatók, továbbá a G(x, y0), K(y0, z) tranzivitásából 
következik, hogy cp, ip képtartománya az egész R. Az 
y-G(x,y), K(y,z) 
leképezésekre kirótt invertálhatósági feltételből pedig az félcsoportra vonatkozó-
lag az az invertálhatósági megszorítás következik, hogy 
r cpx о r, roxjjz 
is invertálható, tetszőleges rögzített x, illetve z esetén; vagyis R° csoport, minthogy 
cp, \jj képtartománya az egész R. 
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Végezetül, eltekintve a Q, P, R, Y halmazoknak csupán a könnyebb áttekinthe-
tőség kedvéért történt azonosításától, teljes általánosságban kimondhatjuk a követ-
kezőt : 
3. TÉTEL. Legyenek rögzített x£X, z £ Z esetén 
z), v-*H(x,v) 
invertálható leképezések, és 
G(x, Y) = G(X,y0) = Q, K{y0, Z ) = P. 
Akkor az 
F.QxZ^R, G.XX Y-~ Q, 
H-.XXP-R, K-.YXZ^P 
függvényekre értelmezett 
(1) F[G(x,y),z] = H[x,K(y,z)] 
függvényegyenlet legáltalánosabb megoldása: 
F(u, z) =yu о фг 
G{x,y) = y~1{(pxoay), 
H(x, v) = (pxoy.v, 
K(y, г)-х~1(<туофг), 
ahol R° az R halmazon értelmezett tetszőleges csoport, у, x, о a Q, P, illetve Y halma-
zok tetszőleges 1 — 1 leképezései R-re, <p és ф pedig X, illetve Z tetszőleges leképezései 
R-re. 
Megjegyezzük, hogy a bizonyítás gondolatmenete nyilván megengedi azt az 
általánosítást is, hogy az 
y^K(y, z), v-+H(x,v) 
leképezések invertálhatóságát csak bizonyos rögzített x 0 , z 0 esetén követeljük meg. 
Akkor természetesen R° csupán félcsoport, de a megoldási formulában szereplő 
függvényekre vonatkozó invertálhatósági feltételek nehezen áttekinthetővé válnak. 
3. §. Az asszociativitás függvényegyenletének általánosítása 
multinér kvázicsoportokon 
Maguk a kvázicsoportok is általánosíthatók pl. úgy, hogy binér művelet helyett 
ternér stb. műveletet tekintünk. így a kvázicsoportokon binér műveletekre értelme-
zett függvényegyenletek között központi szerepet játszó (1) egyenletnek megfelelő 
F[G(x, y, z), u, r] = H[x, K(y, z, u), u] = N[x, y, N(z, и, u)] 
általánosításhoz jutunk. Sőt, feladva azt az elvet is, hogy az egyenletben csak azonos 
AZ ACTA PHYSICA ACADEMIAE SCIENTIARUM 
HUNGARICAE-BAN KÖZLÉSRE KERÜLŐ 
DOLGOZATOK KÉZIRATAINAK ELKÉSZÍTÉSÉVEL 
KAPCSOLATOS TUDNIVALÓK 
Az Acta Physica szerkesztőségéhez beküldött dolgozatok megjelentetését rend-
kívül nagy mértékben hátráltatja, hogy idegen nyelven beküldött dolgozatok esetén 
a fordítás általában igen gyenge és a kéziratok kiállítása nem felel meg a kiadó 
és a nyomda által támasztott követelményeknek. A szerkesztőség ezért nyoma-
tékosan kéri a szerzőket, hogy a kéziratok elkészítésénél az alábbi szempontokat 
szíveskedjenek figyelembe venni. 
1. Az Acta Physica angol, német, orosz és francia nyelven közöl dolgozatokat. 
A szerkesztőség kéri a szerzőket, hogy dolgozataikat lehetőleg e nyelvek egyikére 
lefordítva szíveskedjenek a szerkesztőségnek beküldeni. A beküldött cikkeknek 
nyelvi szempontból olyannak kell lenniök, hogy legfeljebb kisebb mértékű nyelvi 
korrekció legyen szükséges. Az idegen nyelvű szöveggel együtt kérjük a dolgozat 
magyar szövegét is a nyelvi lektorálás megkönnyítése céljából. 
2. A dolgozatok kéziratai (a rövid közlemények kivételével) rövid összefogla-
lással legyenek ellátva a cikk nyelvén és orosz nyelven, illetve orosz nyelvű cikkek 
esetén német, angol, vagy francia nyelven. Az összefoglalás szükség esetén magyar 
nyelven is beküldhető, fordíttatását a szerkesztőség vállalja. 
3. A dolgozatokon (a rövid közleményeket kivéve) fel kell tüntetni az akadé-
miai bemutató nevét. 
4. A kéziratokat jóminőségű papíron, két gépelt példányban, csak a papír 
egyik oldalára 2-es sortávolsággal, 20 betűhelyes margóval gépelve kérjük. 
5. Az ábrákat külön lapokon kérjük, nem pedig a szöveg közé beragasztva 
vagy betűzve, minden egyes ábra hátán a szerző nevének és a cikk rövid címének 
feltüntetésével. Az ábrák aláírásait szintén külön lapon kérjük. 
6. Különös figyelmet kell fordítani a képletek olvashatóságára, szem előtt 
tartva, hogy a nyomdai szedőnek nincs matematikai képzettsége. Gondosan meg 
kell különböztetni (lehetőleg különböző színekkel aláhúzva): 
különleges (görög, gót, kurzív, írott, fett stb.) betűket, 
kis és nagy betűket, 
alsó és felső indexeket pl.: x-j, xjj, 
kis /-et és 1-et (egy), 
nullát és O-t, 
kézzel beírt képleteknél ezenkívül e-t és /-et, и-et és и-t, v-t és u-t stb. 
A képleteket és a szövegben előforduló kézzel beírt egyes matematikai jeleket (betű-
ket) a nyomda kurzívval szedi. Ezeket tehát külön aláhúzni nem kell. Kiemelendő 
azonban a képletekben antiqua-val (álló szedéssel) szedendő minden rövidítés, pl. 
exp (log és a trigonometriai függvények kiemelése nem szükséges). 
7. Kis betűvel (petit) szedendő sorok a margón „petit" szó feltüntetésével 
legyenek megjelölve. 
8. Az irodalmi utalások lábjegyzet formájában, vagy a cikk végén összesítve 
legyenek feltüntetve, pl. folyóirat idézése esetén: 
J. Ise and W. D. Fretter, Phys. Rev., 76, 933, 1949. 
Könyvekre való hivatkozás esetén feltüntetendő a könyv címe, a kiadó, a kia-
dás helye és éve, pl.: 
J. C. Slater, Quantum Theory of Atomic Structure I., McGraw-Hill Book Com-
pany, Inc., New York, 1960. 
A fenti szempontoknak meg nem felelő cikkeket a szerkesztőség nem fogad el 
közlésre. 
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váltózószámú függvények forduljanak elő, több változóval mindjárt az 
(16) F\G(x1,x2,...,xp),xp+l,...,xf\ = 
= H[xí,x2, ...,xq, K(xq + 1, ...,x„)], ,(p>q) 
általánosítást tekinthetjük [9]. 
A megoldás érdekében tegyük fel, hogy F, H az első, illetve utolsó változó-
jukban invertálhatók. 
Az egyszerűség kedvéért vezessük be az 
w = (xp+1, ..., xn)(zQn~p, 
változókat, mellyel (16) így írható: 
F[G(u,v),w] = H[u,K(v,w)], 
u£Q*, veQp~q, weQ"-p. 
/ 
Ekkor (17)-ből a w = w0, illetve u = u0 rögzítéssel látható, hogy 
G(u, v) = ot~lH[u, k(v)], 
K(v,w) = ß-1F[g(v), w], 
ahol 
ax <tíF(x, H'o), ßx MH(u0,x), x £ ß , 
k(v)MK(v,w0), g(v)MG(u0,v), v(LQP-q. 
Ezzel (17) а következő alakot ölti: 
F{*-iH[u, k{v)}, w}=H{u, ß~'F[g(v), ír]}, 
uFQ", veO"-", weß"-". 
Az u = u0 , u' = и'0 rögzítéssel (17)-ből 
ßk(v) = ag(v), g(v) = a~lßk(v), 
adódik, tehát egyenletünk az y = k(v) változó bevezetésével és a 
G(u, у)^Га-1Я(м,.у), K(y, lß'^ia-^y, w) 
jelöléssel 
F[G(u,y),w] = H[u,K(y, w)], 
uíQ", y£Q, weQ"-p 
alakot ölt. 
Ha a 3. tétel 
G(u0, Q) = G(Q4,y0) = Q, K(y0, Q"~")=Q 
feltételei, valamint az 
y~K(y,w), H{u,y) 
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függvényre vonatkozó in vertálhatósági feltételek teljesülnek, akkor 
F(x, w) = ухофw, 
H(lt, x) = (fU О XX, 
amelyet (17)-be helyettesítve, a változók alkalmas rögzítése után rögtön megkapjuk a 
G(u, v) = y~1(cpuoav), 
K(v, w) = y.~1 (cvОIpw) 
formulákat is. 
Az eddigi gondolatmenet alapján összefoglalva a felhasznált invertálhatósági, 
illetve tranzivitási feltételeket, kimondjuk a következőt: 
4 . TÉTEL. Ha valamely 
F(x0, vv0) = H(u0, y0) 
összefüggést kielégítő, rögzített x0 € Q, w0 € Qn~p, U0 £ Q", y0 € О elemekre teljesül a 
K(Qp~q, x0) = H(u0, Q) = H(Qq, y0) = (x0, Q"'p) = Q 
feltétel, és ha az 
x -* F(x, w), H(u, x) (Q^Q) 
leképezések tetszőlegesen rögzített и Ç Q", w £ Q"'p esetén invertálhatók, akkor az 
F[G(u,v),w] = H(u, K{v,w)], 
u£Qq, v£Q"~q, w£Q"~p, 
illetve részletezve az 
(16) F \ G ( x i , ..., Xp), xp + 1 , ..., x„] = 
= H[xí, ..., Xq, K(xq+l, ..., x„)], (p>q), 
függvényegyenlet megoldásának legáltalánosabb alakja 
F(x, w) =ухоф-w, 
G (и, v) = y *1 ((pu о av), 
I H(u, x) = (puo XX, 
l K(u, x) = x'1 (av о i/ov), 
F(x, xp+l, ..., х„) = ухоф(хр+1, ...,x„), 
G ( x j , ...,xp) =y~1[q>(x1, ..., xq)oa(xi+1, ...,xj], 
H(xl , ... , Xq f x ) = ( p ( x t , ... , Xq) О XX, 
K(xq+1, ..., xj) = x~1[a(xq+1, ..., хр)оф(хр+1, ..., хл)]; 
ahol x о y tetszőleges csoportmüvelet a Q halmazon, és 
y,x.:Q^Q 
tetszőleges invertálható leképezések, 
cp:Qq^Q, a:Qp'q^Q 
tetszőleges leképezések Q-ra. 
illetve részletesen 
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4. §. Ternér csoportok 
A 4. tételből speciálisan megkapjuk 
(18) F[G{xí,x2,x3), x4, xs] = H\xl,x2, K(x3,x4, x5)] 
megoldását is : 
F(x, x4, xs) = ухоф(х4, xs), 
G(xu x2, х^ = у-1[<р(хи x2)oax3], 
H(xu x2, x3) = (p{xux2)oxx, 
K{x3, x4, х5) = х~1[(гх3оф{х4,х5)]. 
Ha itt további specializálással 
(19) F=G = H = K, 
akkor 
F(x, y, z) = K(x, y, z) = yx о ф (y, z) = f ( x , y)oxz 
folytán 
<p(x,y) = ухоф(у, zo)o(xzo)-1 = yxoyy, 
következőleg 
ф(у,г) = yyoxz. 
Ezekkel az F= G = К egyenlőség ilyen lesz: 
yxoyy о xz= у1 {yxoyy о az) = (ахоуу о y.z), 
tehát a yx = xz = e (ahol e a Q° egységeleme) helyettesítésből nyilvánvalóan 
УУ = У°с^,у.у = c2oy, 
azaz végeredményben 
F(x, y, z) = G — H = К = xocíoyyoc2oz = xoeyoz, 
amely valóban tetszőleges e:Q-*Q leképezéssel ki is elégíti (18)-at és (19)-et. 
A poliadikus (példánkban ternér) csoportok értelmezésében (18) mellett méa 
[3, 10] 
(20) F[F(xx , x2, x3), x4, x5] = F[xx, F(x2 , x3, x4), x 5 ] 
fennállását is meg szokták követelni. Ekkor 
xl о ex2 ox3o ex4 о xs = xl oe(x2 о sx3 о x4) о x5 
csak úgy áll fenn, ha 
(21) Exo£~lyoez = e (xoyoz) , 
vagyis ha teljesül az, hogy 
ex = a oax, 
ahol a a Q° tetszőleges, az 
a a = a, oiax = a~1oxoa 
feltételeket kielégítő automorfizmusa. Ez utóbbi állítások helyességét (21) alapján 
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tudjuk belátni. Helyettesítsük ugyanis ott г helyébe a Q° csoport e egységelemét,, 
akkor azt látjuk, hogy 
(22) e ( x o j ) = ex о ay, 
ahol 
<xy!tÍE~lyoEe, 
vagyis (22)-ben az x=e helyettesítésből nyilván 
ay = (ее) - 1 о :;y, 
amely g°-nak valóban automorfizmusa, amint ezt a (22) egyenlet mutatja, ha mindkét 
oldalt beszorozzuk balról (ee)-1-gyel. Hasonlítsuk most össze az e-ra kapott két 
utóbbi kifejezést, akkor 
ey = aoay = a. ~1(yca), 
ahol 
aM.ee. 
így, minthogy a automorfizmus, rögtön adódik: 
aaoaay = у о a, 
aaу = (aa ) - 1 о у о a. 
Azt kell tehát még kimutatni, hogy aa = a. Ez pedig rögtön következik a és az a 
iménti értelmezéséből: 
я a = e~
1
aoee = e~
1seoa — a. 
Végeredményben tehát /"kifejezhető e helyett a-val: 
F(x, y, z) = xoaoayoz. 
Könnyű meggyőződni arról, hogy az ilyen / a Q° tetszőleges az 
a a = а, XXX = a~1oxoa 
feltételeknek eleget tevő a automorfizmusával ki is elégíti (20)-at. Kimondhatjuk 
tehát a 4. tétel alábbi folyományát: 
5. TÉTEL. Egy Q halmazçn értelmezett 
F-.QXQXQ^Q, 
mindegyik változóban invertálható, asszociatív ternér művelet legáltalánosabb alakja 
F(x, y, z) = x о а о ay о z, 
ahol xoy a Q halmazon értelmezett tetszőleges csoportművelet, melynek a tetszőleges„ 
aa = a, aax = a~~
1
oxoa 
feltételeket kielégítő automorfizmusa, és itt afQ valamely rögzített elem, Ű-1 pedig 
az a elem inverzét jelöli a Q° csoportban. 
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Megjegyezzük, hogy az xoy csoportműveletet és az a automorfizmust az F 
lemér művelet nem egyértelműen határozza meg, hanem csupán az 
xoz = F(x, a"1, z) 
ay=F(a~1,y, e) 
összefüggés alapján, ahol b = e~l, e£ Q tetszőlegesen választható 
Г F(x, b,e) = F(e,b,x) = x, 
( }
 1 F{x,e,b) = F{b,b,x) 
tulajdonságú elemek. Az e és b elemeknek ezek a tulajdonságai az 
(24) x o e = e o x — x, a a x o o - 1 —a~1cx 
egyenletek fennállásához elengedhetetlenek, s ha viszont (23) fennáll, akkor már 
(xoy)oz = xo(yoz), 
a. a~
1
 = a~
l
, а (xoy) = ахоау 
is minden feltétel nélkül teljesül, nemcsak (24). Ilyen speciális a, b elemek létezése 
egyébként a 4. tétel imént leírt következménye alapján biztos. 
5. §. Egy megjegyzés a felcserélhető leképezésekről 
f 
Tekintsük a Q halmaz x-*Fux leképezéseinek összességét, melyek egy м £ F 
paramétertől függnek. A leképezések felcserélhetősége azt jelenti, hogy fennáll 
(25) FuF„x = FvFux, x<íQ;u,ve P. 
Ezen egyenlet legáltalánosabb megoldását fogjuk megadni olyan feltétel mellett, hogy 
az y — Fux egyenletnek tetszőleges, rögzített x, у £ Q esetben van legalább egy (nem 
feltétlen egyértelmű) u£P megoldása, amit röviden úgy fejezhetünk ki, hogy az 
x ->- Fux leképezések összessége tranzitív, azaz 
(9) FPx = Q. 
6. TÉTEL. Egy Q halmaz x — Fux ( Н £ Р ) felcserélhető leképezéseinek tranzitív 
összessége mindig felírható az 
Fux = x + cpu, x £ Q, u£P 
alakban, ahol „ + " a Q halmazon értelmezett Abel-féle csoportmüvelet, cp pedig a 
P-nek Q-ra való leképezése [7]. 
Bizonyítás. Válasszunk egy rögzített x0 £ Q-1 és értelmezzük a Q halmazon az 
x + yMFuy 
műveletet, ahol и a P olyan eleme, amelyre fennáll F„x 0 =x . Az x+y művelet értel-
mezése nyilván független attól, hogy F-nek melyik 
Fux0 = Fu, x0 — x 
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tulajdonságú и, и elemeit választjuk ki, ugyanis ekkor alkalmas y-vely = Fvx0, és így 
a felcserélhetőség miatt 
К У = FUFvx0 = F„Fux0 = FVFU, Xq — FU, Fvx0 = FU, Y 
érvényes bármely у £ О esetén. 
Kimutatjuk, hogy Q+ Abel+é\t csoport. Valóban, alkalmas u, v elemekkel 
x+y = Fuy = FuF„x0 = FvFux0 = Fvx = y + x, 
x + (y+z) = Fu(y + z) = FuFvz = FvFuz = y + (x + z), 
Q+a = FPa = Q, 
amelyekből nyilvánvalóan következik állításunk. 
így végeredményben x+y értelmezése alapján azt kapjuk, hogy 
F(y, u)=x+y-y + x - y+cpu, 
ahol 
x = cpu!+ÍF(x0, u). 
Egyszerű számolással meg lehet győződni arról, hogy az ilyen alakú F tetszőle-
ges x+y kommutatív csoportművelettel és tetszőleges (p:P-+ Q leképezéssel ki is * 
elégíti az eredeti függvényegyenletet.2 1 
Feltételezve, hogy Q topológikus tér, melyen Fux folytonos, x+y az értelmezése 
alapján az y változónak folytonos függvénye, s minthogy x+y kommutatív, ezért 
x-nek is folytonos függvénye; akkor tehát Q+ topologikus csoport. Minthogy egy 
valós intervallumon értelmezett folytonos csoport mindig izomorf a valós additív 
csoporttal [1], abban a speciális esetben, amikor Q egy valós intervallum, a következőt 
nyerjük : 
Következmény: Egy valós intervallumon folytonos és felcserélhető leképezések-
nek tranzitív összessége izomorf a tranzlációkkal, azaz 
x^Fux=f-4f(x) + <p(u)] 
alakban írható, ahol / (x) az adott intervallumot a valós egyenesre leképező folytonos 
1 — 1 függvény. 
Minthogy a tranzláció függvényegyenletének 
F [F (x , w), G] = F(x, u®v), x£Q; u,v£P 
általánosítása kommutatív u®v gruppoidok esetén szintén közvetlenül visszavezethető 
(25)-re, hiszen akkor 
FuFvx = -F„0„x = /-;©ux = FvFux, 
2
 F U C H S LÁSZLÓ megjegyezte, hogy A tranzitivitás helyett elég lenne feltételezni csupán azt, 
hogy Q az Fu leképezésekre nézve irreducibilis, azaz g-nak nincs olyan Q' valódi része, melyre 
FuQ' + Q' teljesül minden u£P-re. Ekkor ugyanis tetszőleges x, y £ g-hoz létezik olyan u, , u2,... 
...,uk£P elemrendszer, hogy y = F„, FU2...FUkx, mert az FulFU1...Fukx alakú elemek nem lehetnek 
benne g egyetlen valódi részében sem, éppen az irreducibilitás miatt. Ezután x + y ugyanúgy értel-
mezhető, mint a tétel fenti bizonyításában, csupán и helyett kell egy Mi, ui, . . . , uk elemrendszert 
tekinteni. 
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ezért a 6. tétel hasznosnak látszik a tranzláció általánosításának megoldásánál is 
[6]. A tranzláció egyenlete pl. fontos szerepet játszik a törtrendű iteráltak értelmezésé-
nél [2]. Az eló'bbi megjegyzés tehát arra világít rá, hogy ekkor is az iteráltak felcserél-
hetősége játszik döntő szerepet. 
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A FINSLER-FÉLE FIBRÁLT TEREK ELMÉLETÉHEZ 
írta: SOÓS GYULA 
Bevezetés 
A differenciálható fibrált terek elmélete (1. pl. [7], [8], [10]) a differenciálgeo-
metria legújabb fejezete. Az elmélet alapja az EHRESMANNtól ([4]) származó, a 
principális fibrált terek felett értelmezett lineáris összefüggés fogalma, amely vissza-
tükrözi, általános formában s szigorú fogalmazásban a CARTAN és más geometerek 
által vizsgált különböző differenciálható sokaságok közös geometriai tartalmát, 
más szavakkal, a differenciálgeometriai struktúrát. 
Ezt az elméletet amiatt, hogy tekintetbe veszi a differenciálgeometriai struk-
túra hordozójának, a bázistérnek topológiai tulajdonságait és eszközeit is ennek 
megfelelően választja meg, szokás globális differenciálgeometriának is nevezni. 
Ez a dolgozat, az EHRESMANN-féle gondolatmenet szellemében a FINSLER-féle 
fibrált terek (1. II. 2. 1. Def.) problematikájával foglalkozik. A globális megalapozást 
megnehezíti ezeknek a tereknek többrétű, specifikus szerkezete. Az EHRESMANN-
módszer formális alkalmazása azzal a veszéllyel járna, hogy elhalványulna, helyeseb-
ben nem domborodnék ki jellegzetesen a mindenek előtt való geometriai lényeg, 
holott az általánossal szemben itt a speciális szerkezeti tulajdonságokban gazdagabb 
voltán van a hangsúly. Ezt szem előtt tartva vizsgálataimban arra törekedtem, hogy 
a rendelkezésre álló lehetőségekkel, a meglevő és megalkotandó módszerekkel úgy 
éljek, hogy az elsődleges cél mindig a geometriai lényeg megragadása legyen és hogy 
ennek elérését másodlagos tényezők előtérbe kerülése ne hátráltassa. 
Ezért az I. fejezetben, minimális méretezésben, csak a legszükségesebb tudni-
valók összefoglalására szorítkozom. Ami az elért eredményeket illeti, a II. fejezetből 
talán elsősorban a lineáris összefüggés új, esetünkben legcélszerűbb bevezetését, az 
érintő terek erre alapuló direkt szétbontását, a FINSLER-nyaláb torzió- és görbület-
elméletének teljesen geometriai (infinitezimális meggondolásoktól mentes) megalapo-
zását emelném ki. 
A III. fejezet a FiNSLER-nyaláb automorfizmusaival (a lineáris összefüggést 
megőrző differenciálható homeomorfizmusaival) foglalkozik módszeresen. E fejezet-
ben a figyelmet az érintő térben operáló endomorfizmus-csoport bevezetésére legyen 
szabad felhívnom. Ez a csoport sajátos módon tükrözi vissza a tér görbületi viszo-
nyait és remélhetően hasznosnak bizonyul bizonyos problémák vizsgálatában. 
A dolgozat felépítése axiomatikusnak tekinthető. A globális megalapozás mesz-
szemenően leegyszerűsített, áttekinthető tárgyalásmódot tesz lehetővé, a klasszikus 
tenzorkalkulus alkalmazására csak ott került sor, ahol ezt a probléma természete 
indokolta. 
A fibrált terek s a rokon területek magyar terminológiája még nem alakult ki, 
ezért elkerülhetetlenné vált egy sor kifejezés magyar megfelelőjének megválasztása 
s további új elnevezések bevezetése. Nem állítom, hogy a javasolt elnevezések meg-
választása minden esetben szerencsés módon történt. 
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I. DIFFERENCIÁLHATÓ SOKASÁGOK 
1. A differenciálható struktúra 
Alapsokaságnak nevezzük az M topologikus teret, ha rendelkezik az alábbi 
tulajdonságokkal : 
В 1.: M Hausdorff-ïé\e, összefüggő topologikus tér, dim M = n, 
В 2. : M lokálisan euklideszi. 
Ez utóbbi tulajdonság annyit jelent, hogy M bármely x pontjának létezik olyan U 
környezete, amely az R" n-dimenziós euklideszi tér K" nyílt egységgömbjével homeo-
morf. (К" helyett természetesen bármilyen vele homeomorf £ c Ä " halmaz is vehető.) 
Jelölje tpy а В 2. alapján létező 
<PV : U-^EYCZ R", EV^KN 
homeomorfizmust. A <pu{x)£Eu pont derékszögű koordinátái legyenek rendre 
(x1, x2, ..., xn) = (x'). Megállapodás szerint az (x') számrendszert az x € U pont 
koordinátáinak nevezzük. Az 
x—x'(x)€R (г = 1, 2, ..., rí) 
leképezés az í-edik koordinátafüggvény. Az {U\ <pv; Ev} hármast lokális koordináta-
rendszernek nevezzük, U a lokális koordinátarendszer tartománya. А В 2. követel-
mény következményeként azt kaptuk, hogy M bármely pontja eleme valamely 
koordinátakörnyezetnek. 
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Ha x £ UnV, a <pv, illetve (pv homeomorfizmusok segítségével az alábbi homeo-
morfizmus értelmezhető: 
<Pv°<Pvl '• fv(UnV)-+cPu(UnV) 
Mivel (pv: U — Ejj, cpv: V — Ev, ezért 
Фи
0
 Ту
1
 '• Ev-+Ev, 
az UnV metszet Ev-be eső képét Ev-ba eső képébe képezi le homeomorf módon. 
Ha xjj(x) az U,x\r{x) а V felett érvényes koordinátafüggvények, UnV felett a 
фи°фу
1
 leképezés az 
(1.1) х'
и
(х) = <р^(ху(х)) 
függvényrendszerrel írható le. Az (1. 1) függvényrendszert lokális koordinátatransz-
formációnak nevezzük. Ez a transzformáció Cr-osztályú, ha f £ Cr és Juv X 0, ahol 
Jvv — det a z (1- 1) rendszer /acoó/-determinánsa. 
Legyen 31 = {Ux; (pvj, EUa\cc(iI} lokális koordinátarendszerek valamely hal-
maza. 3í-t az M alapsokaság C-atlaszának nevezzük, ha 21 kielégíti az alábbi két 
követelményt : 
2tir): Az Ux- к lefedik M-e t: U Ua = M. 
ael 
3l(2r): Ha U„ U„£21 és UxnU„X0, akkor 
Фох ° Фщ Ç C r és J U x U ß X0. 
1.1. DEFINÍCIÓ. Az 3Jc = {M, 2tw} kettőst C-osztályú differenciálható sokaság-
nak nevezzük. Az M alapsokaság a differenciálható sokaság hordozója, az 2l(r) atlasz 
pedig M koordinátarendszere. 
Tekintsük az A = {2l<r), ff£l} halmazt, azaz, az M alapsokaság Cr-osztályú 
atlaszainak rendszereit. 3l?} ~ 3l(;} : 31? ekvivalens 21^-val, (2t?? 31тГ) £ A), ha e két 
atlasz egyesítése ismét A-hoz tartozik. Az 2l(r) = {Ux; (px: Ejy.fi] és az 2l(r)' = 
= {Uß; qji; E'ß\ß£ / '} C-atlaszok egyesítésén az 
{Ua,U'ß; г*, cpß; Ex, E'ß\a£I, ß£E} 
atlaszt értjük. Könnyű igazolni, hogy ez a reláció ekvivalencia-reláció. Jelöljön A(r) 
egy ekvivalencia-osztályt. 
1. 2. DEFINÍCIÓ. Az {M, A(r)} kettőst differenciálható struktúrának nevezzük M 
fölött. Azt mondjuk, hogy {M, 2I(r)} és {M, 3l(r)'} ugyanazt a differenciálható struk-
túrát realizálják, ha 2í(r) £ A^ és 2t(r)' £ A<r>. 
Ugyanaz az M alapsokaság egyidejűleg több, nem-ekvivalens struktúra hordo-
zója lehet. А С-osztály r rendszáma nyilván bármilyen pozitív egész lehet. Ha 
r = vagy r = to, a differenciálható sokaságot korlátlanul differenciálhatónak, vagy 
analitikusnak nevezzük. A továbbiakban megállapodunk abban, hogy a tekintett 
sokaságok általában С-osztályúak. 
2* 
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Az 3DÎ = {M, 3I(r)} differenciálható sokaságot irányíthatónak nevezzük (az 2l(r) 
atlaszra nézve), ha bármely U riV+0 esetén Juv > 0 , (vagy Juv< 0). 
) 
Legyen / valós értékű függvény M fölött : 
/ : M -*R, x~f(x)£R. 
Jelölje fu az / leszűkítését az U koordinátakörnyezetre : fv = f\U. E környezetben 
nyilván 
ahol x'(x) az U feletti /-edik koordinátafüggvény. 
Az / függvény С -osztályú, ha bármely U fölött a (2. 1) előállításban fellépő 
fu függvény az (xj lokális változók С-osztályú függvénye. Nyilvánvaló, hogy ha 
f £ С az 3l(r) atlaszra vonatkozóan, ugyanilyen tulajdonságú bármely, 2[(r)-rel ekviva-
lens atlasz alapulvétele esetén is, azaz, e fogalomalkotás független a koordináta-
rendszer megválasztásától. 
Jelöljük J»M-meI az M sokaság fölött értelmezett differenciálható függvények 
halmazát. J©.0-lal jelöljük az x0 környezetében differenciálható függvények családját. 
3F
 XQ nyilván gyűrű. 
2. 1. DEFINÍCIÓ. Az M sokaság x0 támadó-pontú LXo lokális érintővektora 
leképezés, amelyre az alábbiak teljesülnek : 
LTV 1.: LX0(k)= 0, A: = const., 
LTV 2.: L J k J , +k2f2) = kiLX0(f) + k2LXo(f2), 
LTV 3. : Lxo(fg) = g(x0)LXo(f)+f(x0)LJg), 
(ki, k2 = const., f g,fg £ .FXo). 
7^0-lal jelölve az {Lxo} halmazt, kimutatjuk, hogy Txo vektortér a valós számok 
teste felett, továbbá azt, hogy dim TXo = dim M = n . -ban az additív struktúrát az 
relációkkal értelmezzük. Txo neutráhs eleme a 0 ( / ) = 0 vektor. 
Txo «-dimenziós voltát az alábbiakban bizonyítjuk. Legyen fv £ £FXa. Értelmezzük 
az f függvényeket a következő módon 
2. Lokális érintővektor. Érintőtér, duális érintőtér 
(2.1) fu(x) — fu (x1 (x), X2 (x), . . . , x"(x)), 
olyan 
Lxo : &X0~R, f ^ L x f f ) £ R , 
СLt { L2) - L, + L2 : (L2 + L2) ( f ) = L2(J) + L 2 ( f ) 
(k,L)~kL: (kL) ( / ) = k U f ) 
/Л*1 v ' y i + 1 ., л , л , , . • • ' ^q) , . • • , X' , Xg, . . . , Xq) 
(2.2) ffx\x*,...,xr)={ ha x' XQ, 
ha x1' = Xq, (i= 1, 2, ..., ri) 
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ahol xl az x € U, x'0 pedig az x0 £ [/ lokális koordinátái. Nyilván ftk^xa, 
( / = 1 , 2 , ..., rí). Azonnal látni, hogy az 
fv(x\ ..., x») = 2 / ; ( х ) ( х ' - х - ) + / ( х 0 ) 
i= 1 
előállítás érvényes. Számítsuk ki Lxo(/)-et. Az LTV követelmények alkalmazásával 
L M = ь
Х 0 { 2 Г Л * - х $ ) = 2 ü „ Ü - ( v - x j ) ) ) = 
= 2 [(*' - + Шхо ü o ü ' - 4 ) ] = 
mivel (2. 2) miatt (/;)Xo = és ЕХ0(хг - x{>) = ТХ0(х'). Az 
ü„(/) = 2 ( b í ) LX0(x% 
xo 
kifejezésből, avagy, operátor-írásmódra térve át, az 
д 
5x' (2-3) u = 2 b ü o ü O 
alakból nyilvánvaló, hogy Lxo-t ismerjük, ha ismeretesek az x' koordinátafüggvények 
feletti értékei. Az 
Lx о(*0 = « '€Л 
számokat az LXo vektor ((/-ra vonatkozó) lokális komponenseinek nevezzük. Ezek 
felhasználásával (2. 3) a 
(2-4) L X 0 = Z ? 
alakban írható. Az 
' ô 
{dx) x 
(2-5) ( / = 1 , 2 , . . . , « ) 
(0 
operátorok nyilván lokális érintővektorok az x0 pontban. (2. 4)-ből, továbbá abból, 
hogy ezek a vektorok x0-ban lineárisan függetlenek, következik, hogy a (2. 5) 
rendszer Txo bázisa, azaz, dim Txo — n. Nevezzük a (2. 5) vektorrendszert természetes 
bázisnak, vagy természetes n-élnek. TXo bármely más «-élje, {e j /= 1,2, ...,«}, 
(2.6) e,.= F; {Rj)fGL(n, R), 
alakban adható meg. (GL(H, F) az «-edrendű, valós elemű reguláris mátrixok cso-
portja). Az 
(2-7) teU^Otf) 
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hozzárendelés nyilván kölcsönösen egyértelmű. R^-lal a továbbiakban az x0 támadó-
pontú и-élek halmazát jelöljük. 
T*0 jelölje a Txo vektortér duális terét, azaz, Txo lineáris formáinak terét. Kimutat-
juk, hogy dim Tx„=n, továbbá azt, hogy Txo bármely bázisához kanonikus módon 
L ^ - n a k egy ún. duális bázisa tartozik. ír juk evégből az 
f ~ L ( ß e R , LeTxo,feJêxo 
leképezést </, L> alakban. Ha f-t rögzítjük s L befutja TXo elemeit, az 
co/L) - </, L> = L ( f ) í R 
egyenlettel értelmezett соf lineáris függvény Txo felett, azaz, ojj £ T*0. Ezt a format az 
f ^ ê f x o által indukált lineáris formának nevezzük. Tegyük / helyébe rendre az x' 
koordinátafüggvényeket. Az 
(2. 8) oHL) = coxi(L) = L(x') = " (í = 1,2, ..., rí) 
módon értelmezett formákról kimutatható, hogy T*a bázisát alkotják. (2. 8) szerint 
со' az a forma, amely L-hez annak /-edik lokális komponensét rendeli. (Ez a tulajdon-
ság со"' definíciójaként szolgálhat.) Speciálisan ha L — L, 
(j) 
(2.9) co'(T) = ú'., (<5(=1, ha i = j, egyébként nulla), 
(Л 1 1 
hiszen L lokális komponensei az {L} természetes bázisra vonatkozóan nyilván 
U) . W 
A hagyományt követve megtartjuk az 
(2.10) ojl = {dx%0 
jelölést. (2. 9) így is írható 
(2-11) d x ' ( 4 r k } = % . dx . 
. L 
dxl 
A {dx'}X0 bázist a (2. 11) tulajdonság miatt a | j bázis duális bázisának, kobá-
zisának nevezzük. T f egy tetszőleges со eleme ezek szerint 
СО = S 
alakban írható. Az számok со lokális komponensei. 
2.2 . DEFINÍCIÓ. A TXo, illetve a T*0 vektortér az M sokaság érintő-, illetve 
duális érintőtere az x0 pontban. Txo elemeit kontravariáns, T*„ elemeit kovariáns 
érintővektoroknak nevezzük. 
H a
 Ыхо^Но'
 a 
(2.12) e\eé) = őí, 6>£1% 
relációval értelmezett {0'}Xo rendszert a {е,}хо bázis duális bázisának, duális и-éljének 
nevezzük. A duális я-élek halmazát 7?J0-lal jelöljük. Nyilván 
e
J
=RÍ(dx°)x0, (Ri)eCL(n, R). 
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Ha és (2.12) fennáll, azonnal látni, hogy 
Ri R'm — à j, 
azaz R — R-1, ha R = (Rj)£GL(n, R). 
Az eddigiek során x0 az M sokaság rögzített, egyébként tetszőleges pontja volt. 
A 2. pontban elmondottak röviden így összegezhetők: Az M alapsokaságon a 
differenciálható struktúra az 
х-* Tx, x-*• T*, x-—Rx, x-*Rx 
hozzárendeléseket teszi lehetővé. 
2. 3. DEFINÍCIÓ. A T(M) = (J Tx és T*(M) = (J T$, illetve az R(M) = 
x£M x£M 
= (J Rx és áz R*(M) = U R* halmazokat rendre az M sokaság érintő-, duális 
xем x£M 
érintőnyalábjának, ill. n-él és duális n-élnyalábjának nevezzük. 
Látni fogjuk, hogy ezek a nyalábok egy később értelmezendő általánosabb 
fogalomnak, a differenciálható fibrált térnek számunkra legfontosabb speciális 
esetei. 
I 
3. Vektormező. Differenciálforma. (Pfaff-forma) 
3. 1. DEFINÍCIÓ. Az M sokaság Y vektormezője olyan függvény, amelynek értel-
mezési tartománya M, értékei pedig lokális érintővektorok, pontosabban 
Y : x^Yx, x£M, YX£TX. 
YXo az Y mező „értéke" az x0 pontban. 
Bármely Y vektormezőhöz, illetve függvényhez egyértelműen egy Y ( f ) 
függvény rendelhető az alábbi értelmezés szerint: 
Y ( f ) : x — Y x ( f ) £ R. 
Az У vektormező differenciálható, ha Y ( f ) differenciálható, azaz, ha Y(f)£ J* 
Legyen Y v ( f ) = Y(f)\U, akkor a 2. pontban elmondottak alapján 
m • 
azaz У differenciálhatósága az y' = Y(x') függvények (У komponens-függvényei) 
differenciálhatóságát jelenti.- Ha nem is említjük kifejezetten, a továbbiak során 
vektormezőn mindig differenciálható vektormezőt értünk. 
Az X és Y vektormezők összegén az 
(3. 1) (X + Y ) ( f ) = X ( f ) + У ( / ) £ & m 
relációval értelmezett X+Y mezőt, az У mező rpY skalárszorosán, (cp£^M), a 
(3.2) (q>Y)(J) = <p-Y(J)^m 
tulajdonsággal jellemzett mezőt értjük. 
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Ha 3?w-mel M vektormezőinek halmazát jelöljük, akkor (3. 1) és (3. 2) alapján 
világos, hogy 33M: modulus, pontosabban •CFM-modulus. Ha skaláris szorzóként függ-
vények helyett csak számokat engedünk meg, 33
 M nyilván vektortér, (általában vég-
telen dimenziójú) az R test fölött. 
3. 2. DEFINÍCIÓ. Az X és 7 vektormezők kommutátorán (zárójeles kifejezésen) az 
[X, Y] szimbólummal jelölt s az 
[X, Y ] ( f ) = X{Y{jj)-Y(X{jj) 
módon értelmezett mezőt értjük. [X, Y] tulajdonságai: 
a) [X, Y] = - [X, Y], tehát [X, X] = 0, 
b) [[X, Y], Z ] + [ [7 , Z], X] +[[Z, X], 7 ] = 0. (Jacobi-identitás). 
Az (X , 7 ) — [X, 7] művelet bevezetésével 33
 M az R test felett Lie-algebrát alkot. 
33v, Lie-algebra, illetve modulus-struktúrája között összefüggést a 
(3. 3) [ f X , gY] = fg[X, 7] +f(X-g) Y-g.(Yf)X 
formula adja meg. 
A vektormező értelmezéséhez analóg módon definiálható a formamező, a 
differenciálforma fogalma. Differenciálformának nevezünk minden 
ca:x— a>x£T* 
hozzárendelést. Ha 7£33AÍ, értelmezhetjük az 
(3.4) œ(X):x-~cox(Yx)iR 
függvényt. Megkívánjuk, hogy œ(X)d& r M . Az œ1 és co2 formák о»! +co2 összegét, s. 
m-nak (pco skalárszorosát az 
(3. 5) К +m2)(X) = oJAO + a J Z ) , (cfto)(X) = rm(X) 
definiáló relációkkal értelmezzük. На 33м = {со}, akkor (3.5) alapján 33м 
modulusnak tekinthető. Az œ forma cov leszűkítése nyilván 
m и = 2 o j f d x j 
alakban írható, hiszen a dxl formák (az U koordinátakörnyezet felett) lineárisan 
függetlenek. 
Bármely/£ függvényhez tartozik egy w f £ 33м differenciálforma az 
(3. 6) ojf{X) = X ( f ) 
definíció alapján. Az a>f forma / teljes differenciálja. Bevezetve a hagyományos 
cof = df jelölést, (3. 6) így is írható 
(3. 7) ( d f ) ( X ) = X ( f ) . 
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4. Tenzorok, külső differenciálformák 
Vegyük az M sokaság Tx, illetve Tx érintőtereinek s, illetve r példányát s 
készítsük el a 
%X=TXX...XTXXT*X..,XT*X • • ' 
(r-szer) (s-szer) 
szorzatot. Az M sokaság (s,r)-típusú (másképpen: s-szeresen kovariáns, r-szeresen 
kontravariáns) tx tenzora az x pontban a f x direkt szorzaton értelmezett, valós ér-
tékű multilineáris függvény: 
tx(X2,..., Xr ; со,, ..., (os)£R, 
ahol Aj-d Tx, Wjd Tx. Az (y, r)-típusú tx tenzorok (R fölött) vektorteret alkotnak, 
amelyet Г^-sel jelölünk. Tx, illetve T* elemei nyilván az (0, 1)-, ill. (1, 0)-típusú 
tenzorokkal azonosíthatók. 
4. 1. DEFINÍCIÓ. Az M sokaság (s,r)-típusú tenzormezője olyan t függvény, 
amelynek értelmezési tartománya M, értékei pedig (lokális) tenzorok: 
t: x-~tx£Tsr. 
A t mezőt differenciálhatónak mondjuk, ha t lokális komponensei ( t v kompo-
nensei) a koordináták differenciálható függvényei. 
A külső differenciálforma értelmezéséhez vegyük a 3SM modulus r példányának 
direkt szorzatát: 
Az M tér со r-edfokú külső differenciálformáján, röviden: r-formáján X-nek 
^ M - b e való olyan leképezését értjük, amelyre teljesül 
DF 1 
.: со (A,, ..., X r)£lFm alternáló, azaz 
co(Xa(1), ..., Aff(r)) = (sign er) co(A,, ..., Xr); 
D F 2 . : « ( A j , ..., Ar) multilineáris (r— 1 számú változót rögzítve a leképezés 
Plaff-formát eredményez). 
(A signer a er : (1, ..., r) — (cr(l), ..., cr(r)) permutációk halmazán értelmezett függ-
vény: signer = ± 1 aszerint, hogy er páros, avagy páratlan). 
Az r-formák halmazán az co,+co2,/co műveletek értelmezése nyilvánvaló. 
Ha со, és co2d®s, akkor со, Aco2-vel a két forma (ismert módon értelme-
zett) külső szorzatát jelöljük : со, Aco2d® r + s . A teret ÜÍf-gal, ®°-t J ^ - m e l 
azonosítva, a külső deriválás d operációja az alábbi módon értelmezhető: 
ED 1.: Н а / € ^
М
( = Ф ° ) , akkor df=f teljes differenciálja. 
ED 2.: е/со£фг+1, ha со£Фг; a c/:S)r + leképezés lineáris. 
ED 3. : d{CO,ACO2) = (efeo,) л co2 + ( - l)rco, АС/СО2, (СО, £Ф Г )> co2 € ® S ) , 
ED 4.: d(dw) =0 . 
Ismeretes, hogy az ED követelmények a d operátort egyértelműen meghatároz-
zák. 
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Az /--formákon még az alábbi két operációt szokás értelmezni. 
Ha X£l8M és ш külső forma, co-nak A-re vonatkozó L(X)w ún. Lie-deriváítja 
ismét formát eredményez. Az L(X) lineáris operátor definiáló relációi: 
L D L : L[X)f= A( / ) £ í F m , / € ^ m , 
LD 2. : L (A)(dm) = d(L(X)со), 
LD3. : Ha co1 és сo2 r-, illetve í-forma, L{X){mi л w2) = (L(X)col) л m2 + 
+ CÜ! л (L(A)cü2). 
Az i(X):co — i(X)m lineáris operátort A-re vonatkozó belső szorzásnak s 
/(A)co-t az ш forma s az A mező belső szorzatának nevezzük, ha /(A) eleget tesz az 
alábbi követelményeknek : 
IP1 . : i(X)f=0,fedëM, 
IP 2. : i(X)w=m(X), ha со Plaff-forma (ld. : (3. 4)), 
1P3.: На сol és m2 q-, illetve r-forma, i(X)(coí лсо2) = (i(X)coí)лсо2 +  
+ (-D"œlA(f{X)œ2). 
Felsoroljuk a d, L{A), /(A) operátorok legfontosabb tulajdonságait: 
(4. 1) L([X, Y]) = L(A)L(Y) — L(Y)L(X) 
(4. 2) L(X)i(Y)-i(Y)L(X) = /([А, У]) 
(4.3) L(A) = i(X)d+di(X) 
(ez a reláció L{A) definíciójának is tekinthető) 
(4.4) / (A)/ (A)=0. 
A DF definícióban szereplő m(Xl, ..., Xr) az /'(A) segítségével így írható: 
a>(Xít Xr) = -yy i{Xf)i{X2)... i(Xr)CÜ. 
Ha CÜ PfafT-forma (1-forma), akkor 
(4. 5) {dm)(A,, A 2 ) ^ А 1 ( ш ( А 2 ) ) - А 2 ( ю ( А 1 ) ) - у т([А 1 ; A2]). 
5. Differenciálható leképezések. 
Egyparaméteres globális és lokális transzformáció-csoportok 
5. 1. DEFINÍCIÓ. Legyenek 9)Í = {M, 21} és Ш' = {М', 2Г} differenciálható soka-
ságok. A 
cp : M — M', x — <f'(x)£M' 
leképezést differenciálhatónak nevezzük az x£A/ pontban, ha bármely / ' £ - ^ f f ) 
függvényre fennáll : f'(q>{x))£&x. (J5*, illetve az M sokaság x, illetve az M' 
sokaság <p(x) pontja környezetében értelmezett differenciálható függvények gyűrűje.) 
A <p leképezés differenciálható, ha minden x £ M pontban differenciálható. Ha cp az 
M-et homeomorf módon képezi le M'-re, rp és qs-1 differenciálhatók, (p-t differenciál-
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ható homeomorf izmusnak (diffeomorfizmusnak) nevezzük. (Ekkor nyilván dim M = 
= dim AT.) 
Lokális koordináták bevezetésével a definíció így formulázható: ha (x1) koor-
dinátarendszer x-nek U környezetében és (х'г) a q>(x) valamely U' környezetében, 
akkor az x — cp(x) leképezés az 
(5.1) х'1 = ср1(х\ . . . ,x") 
függvényrendszerrel adható meg. A <p leképezés differenciálható akkor és csak akkor, 
ha a <p'(x) függvények differenciálhatóak az x' változók szerint. 
A cp leképezés, mint látni fogjuk, a Tx érintőtérnek 7^(Х)-Ье való lineáris leképe-
zését indukálja. Legyen YX£TX és f £ У+'Ч(Х> • Az 
(5.2) Y ; ( x ) ( f ) = Y x ( f ocpj 
relációval értelmezett / ' — Y ' ^ ( / ' ) leképezés nyilván lokális érintővektor ç>(x)-ben : 
Y,'l(x) £ T,,ix). Ezt a vektort az Yx vektor 99-képének nevezzük s így jelöljük : 
(5.3) Y^x> = cp'x(Yx) = cp'x-Yx. 
A cp'x : TX-*TÇ(X) leképezés nyilván lineáris, következésképpen Tx-et Т^х)-Ъе 
homomorf módon képezi le. 
A cp leképezés reguláris, ha bármely x pontban cp'x monomorf (kernel cp'x = 0). 
Ha cp diffeomorfizmus, cp/x a megfelelő érintőtereket egymásra izomorf módon 
képezi le. Lokális koordináták felhasználásával (5. 3) így írható: 
d<pi ( i' = l , ..., dim M ' 
( 5
-
4 ) =
 ^ [ .r = 1, ..., dim M, . 
tehát cp'x reguláris, ha a xj^l matrix rangja maximális. 
OyX) 
Szokás a cp' leképezést cp lineáris bővítésének (vagy cp differenciáljának, cp' = dcp) 
is nevezni. 
На со £ T*(X) (duális érintőtér a cp(x) pontban), a cptw £ Tf formát a 
(cplw)(Yx) = (ű(cp'x(Yx)) = (ü(cp'x-Yx) 
relációval definiáljuk. Ez a definíció könnyen kiterjeszthető a>Ç@r esetére is. A cpx: 
'•Tf(X)-*T* lineáris leképezést cp duális bővítésének (cp kodifferenciáljának: cp*=öcp) 
nevezzük. Ha 
cp : M^M' és ф : M'^M", 
akkor ф о <p : M^M""és 
(5.5) (фосрУ = ф'оср', (фоср)* = ср*оф*, 
továbbá 
(5. 6) d-cp* = cp*-d, 
ahol d a külső differenciálás operátora. 
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A fenti fogalomalkotások nyilván érvényesek M = M' esetében is. Különösen 
fontosak azok az (egy paramétertől függő) differenciálható leképezései M-nek, 
amelyek M vektormezőivel állanak szoros összefüggésben. 
5.2. DEFINÍCIÓ. M önmagába való differenciálható leképezéseinek <pt, 
( - o o < í < o o ) serege M egyparaméteres globális transzformáció-csoportja, ha teljesül-
nek az alábbi feltételek : 
GTG 1.: Rögzített t esetén a 99,: M — M, x — 99,(x) leképezés differenciálható 
(cp0 = identikus leképezés). 
GTG 2.: A (f, x)£RX M— 99,(x)£M leképezés mindkét változóban differen-
ciálható. 
GTG 3.: cpt + s = <ptocps, s, t£R. 
A <pt csoporthoz kanonikus módon egy X£33M vektormező rendelhető az 
( X f ) (x) = hm ~ [f(<p,{x)) - / ( x ) ] 
t-*o t 
módon. Azt mondjuk, hogy X-ct 99, indukálja. Az / '£
 M függvény <pt-invariáns, ha 
Xf= 0. 
На X az M tetszőleges vektormezője, nem létezik általában olyan <p, globális-
csoport, amely X-et a fenti értelemben indukálja. Létezik azonban egy egypara-
méteres lokális transzformáció-csoport, amelyet Xgenerál. Pontosabb fogalmazásban: 
az M sokaság bármely X pontjához található egy U környezet és egy E = £(X)>0 
szám, továbbá leképezéseknek egy 99,, | í | <£ serege az alábbi tulajdonságokkal: 
LTG 1.: Rögzített |/| <£ esetén a 99, : U — 99,(17) leképezés differenciálható, 
LTG 2. : A (t, x) — cp,(x) : IE X G — q>,(U) leképezés a változóktól differenciál-
ható módon függ, /£ = (—£, E). 
LTG3. : Ha t,s£IE és / + s £ / c , akkor teljesül <psocpt = cps+t, (feltéve, hogy 
x, (p,(x)£U). 
Ismeretes, hogy ha X\U — Yf'-^r , akkor a 99, sereget a 
(5.7) ^ = / V ( 0 , ' . . . , ? > " ( r t ) 
egyenletrendszer <p'(t, x) megoldása szolgáltatja а <р'(0;х)=х' kezdeti feltételek 
mellett. A {9v'(t; x)} = 99,(x) leképezés lesz a lokális csoport ?-hez tartozó leképezése. 
Ezt a leképezést, nyilvánvaló okokból, szokás 
(5. 8) (p(P,x) = x(t) = exp(/X)x 
módon is jelölni. LTG 3. ezek szerint az 
exp (sX) о exp (tX) x = exp [ (s +1) X] x 
relációval fejezhető ki. Az exp (/X) lineáris folytatásait exp (íX)'-vel, illetve.exp (tX)*-
gal jelöljük. 
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X és Y legyen két vektormező M fölött. Az 
<5. 9) x(t) = exp ( - tY) exp ( - tX) exp (tY) exp (tX)x 
görbét, egy, a Lie-csoportok elméletéből ismert fogalom analogonjaként az (X, 7 ) 
kettőshöz tartozó „kommutátor-görbének" nevezzük. Ismeretes, hogy az (5.9) 
érintővektora a í = 0 pontban: 
(5.10) x 0 = 2([X, 7]0), 
azaz, az X és 7 mezők kommutátor-mezője értékének kétszerese a görbe kezdőpont-
jában. 
II. A FINSLER-FÉLE FIBRÁLT TÉR 
1. Differenciálható fibrált terek* 
Az előző fejezetben a 
T(M) = и Tx  
хем 
halmazt az M differenciálható sokaság érintőnyalábjának neveztük. Most kimutat-
juk, hogy ez a halmaz, természetes módon, differenciálható struktúrával látható el 
s így T(M) differenciálható sokasággá tehető. Értelmezzük evégből a 
(1.1) л : T(M)-*M 
leképezést, az ún. projekciót, az alábbi módon: ha LX£T(M) lokális érintővektor, 
tí(LX) = x £ M , 
azaz, а л leképezés a lokális érintővektorokhoz azok támadási pontját rendeli. 
Nevezzünk két lokális vektort ekvivalensnek, ha projekciójuk azonos: 
(Lx~Yx)o(x = x'). 
Ez a reláció nyilván ekvivalencia-reláció, s azonnal látható, hogy az Lx-et 
tartalmazó ekvivalencia-osztály éppen n~1(x) = Tx, azaz, a lokális érintőtér az x 
pontban. A 7r-1(x) halmazt x feletti fibrumnak nevezzük. Következésképpen T(M) = 
= U я - 1 (х ) , azaz, a T(M) fibrumok egyesítési halmazaként fogható fel s mint 
хем 
ilyen, speciális esete a fibrált tér néven ismert fogalomalkotásnak. Mielőtt ezt a 
fogalmat teljes általánosságban értelmeznénk, mutassunk rá a T(M) halmaz néhány 
fontos tulajdonságára. Legyen í / c M és tekintsük 7"(M)-nek U feletti részét, azaz, az 
í/ ' = 7 t - 1 ( t / ) = (J л - 1 ( х ) с : Г ( М ) 
xeu 
halmazt. Ezt a halmazt koordinátakörnyezetté tehetjük, ha a koordinátafüggvénye-
ket az 
(1.2) Lx — (xl, у1), 
* [7], [14], [5]. 
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hozzárendeléssel értelmezzük. Kissé általánosabb fogalmazással élve, a következőket 
mondhatjuk. Az x és x' feletti fibrumok, mint topologikus terek, nyilván homeomor-
fak, közös homeomorfjuk az F n-dimenziós (absztrakt) vektortér (mint topologikus 
tér). Az F teret fibrum-típusnak nevezzük. Válasszunk ebben a térben egy {г'} bázist. 
Az (1.2) formulában fellépő y' számokkal (x legyen most rögzített) elkészíthetjük 
az / = SJ'£Í vektort. Miközben Lx befutja a n~l(x) = Tx fibrum elemeit, addig az / 
vektorok nyilván kitöltik F-et. Ha most x befutja U-t, nyilvánvaló, hogy n~l{U) az 
UXF direkt szorzattal homeomorf, más szavakkal a T(M), mint topologikus tér, 
lokálisan, (de nem globálisan) direkt szorzatra esik szét, lokálisan triviális. Ha 
{Up, a d / } az M lefedése, akkor a fentiek alapján az {U'x = n~1{Ux)} rendszer lefedi 
T(M)-et. A 
cpx : UxXF-n~\Ux) 
homeomorfizmusokat koordináta-homeomorfizmusoknak nevezzük. Legyen x£Ua, 
akkor a 
<pe,x : (x) XF—n~1(x) [xXF^F] 
homeomorfizmus F-et az x feletti fibrumba viszi át, következésképpen a 
F
r
F> x i u « n u ß 
homeomorfizmus az F fibrum-típus transzformáció-csoportjának valamely eleme 
(esetünkben a GL(n, R) csoport eleme). A T(M) sokaság felépítésében tehát az 
alábbi matematikai elemek fordulnak elő: T{M), M, n, F, GL{n, R), Ф = {<px}. E pél-
dát szem előtt tartva értelmezhetjük a differenciálható fibrált tér fogalmát. 
1.1. DEFINÍCIÓ. A $) = {/?, M, p, F, G, Ф} kollekciót differenciálható fibrált tér-
nek nevezzük M fölött, ha teljesülnek az alábbi követelmények: 
1. В : a fibrált tér, differenciálható sokaság; 
2. M: a bázistér, differenciálható sokaság; 
3. p : a projekció, B-t differenciálható módon képezi le M-re: p: B — M ; 
4. F : a fibrum-típus, differenciálható sokaság; 
5. G : a strukturális csoport, mint F transzformáció-csoportja, Lie-csoport; 
6. Ф : a koordináta-homeomorf izmusok rendszere, Ф = {tpyJU^cz M, a d / } , 
elemei kielégítik а következő kirovásokat : 
a) a <pVx : UxX F-*p~l(U^cz В leképezések differenciálható homeo-
morfizmusok; 
b) ha xd Ux,y£F, akkor {potpvf ( x , y ) = x ; 
c) ha 99^, cpUß dФ, akkor a (pv^x : хХВ^р-к(х) = Fx (fibrum) módon 
értelmezett leképezésekből származtatható <püß, x° (pu*, x'• F—F, 
x£UxnUß transzformációk a G strukturális csoport elemei ; 
d) a p-fUJ-k lefedik B-t. 
Az M sokaság érintővektorainak összessége tehát egy § — {T{M),n, M, F, 
GL(n, R), Ф} szimbólumú fibrált tér. Ugyancsak fibrált tér az и-élek halmaza is. 
Láttuk, hogy egy adott x pontban az n-élek Rx halmaza a GL(n, R) = G„ csoporttal 
állt kölcsönösen egyértelmű kapcsolatban. Az R(M) fibrált tér szimbóluma tehát 
91 = {/?(Л/), M,p,Gn,Gn,V}, 
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ahol R{M) a fibrált tér, az и-élek halmaza, p az a leképezés, amely egy и-élhez annak 
érintési pontját rendeli, fibrumtípusa a Gn, strukturális csoportja ugyancsak G„, 
amely önmagán operál az ismert módon. 
Azokat a fibrált tereket, amelyek fibrum-típusa homeomorf a strukturális cso-
porttal, principális fibrált tereknek szokás nevezni. Ezek a terek, éppen egyszerűbb 
struktúrájuk miatt, fontos szerepet játszanak a fibrált terek elméletében. 
2. Az M sokasághoz rendelt Finsler-féle fibrált tér 
Kiindulásult ekintsük az M differenciálható sokaságot, valamint M felett a 
V=T{M) érintőnyalábot. E paragrafusban a V bázissokaságon egy fibrált teret 
kívánunk értelmezni, amely a továbbiakban fundamentális szerepet játszik. A GL(n,R) 
csoportot röviden G„-nel jelöljük, egy elemét Ä-rel. A V felett értelmezendő ß 
fibrált tér (pontatlan fogalmazásban) úgy áll elő, hogy К minden v = {x, y) pontjához 
fibrumként az л-élek összességét rendeljük. A ß tér tehát principális fibrált tér lesz. 
2. 1. DEFINÍCIÓ. Az ^ = {Q,p, V, G„, G„,y¥} principális fibrált teret az M 
sokaság V érintőnyalábjához tartozó Finsler-féle fibrált térnek, röviden: Finsler-
nyalábnak nevezzük. 
Az M sokaság {Ux} lefedéséből kiindulva az J^-nyaláb (vagy ami lényegében 
ugyanaz), a ß tér konstruálása a következőképpen történik. А {тг- 1(í/a), a £ / } 
rendszer, ezt az előző pontban már láttuk, lefedi V-t. Az = 7i_1(C/or) jelölést hasz-
nálva tekintsük az 
(2.1) v : = p - ' ( n - \ U x ) ) a Q 
halmazt. A ß tér koordinátafüggvényeit a 
Фа : U'aXGn-U:, фя£ф 
homeomorfizmusok segítségével értelmezzük. Ha (x, y)Z Ux, RZG„, a 
(2.2) ф
г
{(х,у),
К
}-(х\у'; R\ 
hozzárendelés, ahol Rsm az Л £ G„ matrix elemei, koordinátarendszer bevezetését 
teszi lehetővé. Ha (x, y)-l rögzítjük s R változik, megkapjuk a ß sokaság (x, y) 
feletti G(X<y) fibrumát. 
A p leképezés a (2. 2) lokális koordinátarendszerben 
(2.3) p(q) = p(x,y;R) = (x,y)íV 
alakú, ahol (bár szabálytalanul), a q = (x ,y; R) jelöléssel ß-nak az (x, j ) £ F , ill. 
R £ G„ adatokkal meghatározott pontját jelöljük. 
A GL(n, R) a ß sokaság transzformáció-csoportjaként fogható fel az alább 
ismertetendő leképezés, az ún. jobboldali eltolás alapján. Legyen ß £ G„. A cpß : ß — ß : 
(2.4) <pß : q — <Pß(q) £ ß , (?€t/«w) 
leképezést а ф
х
 homeomorfizmus segítségével értelmezzük: ha q = ф
х
{(х, y), R}, 
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akkor, definíció szerint, 
?>,(?) = qß = ФЛ(*,у)>Щ> 
vagy lokális koordinátákban 
(2.5) qß = (x,y; R)ß = (x,y; R ß ) ^ , ^ ; R\ß\, ...,R"X). 
Világos, hogy a Gn csoport egyszeresen tranzitív bármely G(xy) = Gv fibrumon 
(azaz, bármely q£GV, q'£GV pár esetén van egy és csak egy olyan ß, hogy q' = qß). 
Szükségünk lesz még a Q tér homogén transzformációinak nevezett leképezé-
seire. Legyen z£R+ zR, (R + a pozitív valós számok halmaza). A 
(2.6) . z: < 2 - 0 , q~zq 
homogén transzformáció, definíció szerint, a q = (x,y;R) pontnak a zq = (x,zy; R) 
pontot felelteti meg. Lokális koordinátarendszerben: z : (x\ yl; R l k ) z y ' ; R'k). 
3. Lineárisan összefüggő Finsler-féle fibrált tér 
Az előző paragrafusban láttuk, hogy a {Q, V,p, Gn, G„} szimbólumú, ún. 
Finsler-féle fibrált tér természetes módon differenciálható struktúrával látható el és 
dim Q=2n + n2. Az I. fejezetben vázolt módon képezhetjük a Q sokaság érintő-
nyalábját: 
(3.0) T(Q) = (J Tq, (dim Tq = 2n + и2). 
«6 Q 
Azon a közvetlenül belátható tényen túl, miszerint a Tq vektortér (algebrailag) 
izomorf bármely Ту-ve 1, a differenciálható struktúra egymagában nem nyújt lehető-
séget a q + q' pontokban értelmezett Tq, ill. Tq. terek egymásra vonatkoztatására. 
A továbbiakban a Q téren egy geometriai természetű struktúrát értelmezünk (a 
lineáris összefüggés struktúráját), amely lehetőséget nyújt arra, hogy a fentebb 
említett egymásra vonatkoztatást (bizonyos feltételek mellett) megvalósítsuk. Mivel 
ez a vonatkozás (párhuzamos eltolás) a V alapsokaság görbéitől függ, térjünk ki 
röviden az idevágó fogalmak ismertetésére. 
Jelentse 7 = { í [ 0 S í S 1} az R tér egységintervallumát. A 
(3.1) с : I— V, í — c ( í ) c V 
leképezést, amely egyrészt topologikus, másrészt (szakaszonként) differenciálható, a 
V sokaság (szakaszonként) sima görbéjének nevezzük. A v0 = c(0), © = c( l ) а с  
görbe kezdő-, ill. végpontja. Lokális koordinátarendszerben a (3. 1) leképezés a 
(3.2) c(í) = (*(')>-КО) = {*ЧО,У(0} 0 = 1 , . . . , " ) 
függvényekkel írható le, s a (szakaszonkénti) differenciálhatóság az x'(t), y'(t) függ-
vények t szerinti differenciálhányadosának létezésével ekvivalens. 
Legyen q0£Q és p(q0) 
(3.3) с : / - Ö , c(0) =
 ? o 
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differenciálható görbét a (3. 1) görbe fedőgörbéjének nevezzük, ha 
(3.4) p(c(t)) = c(t), t a 
teljesül. 
Lokális koordinátarendszerben (3. 3) a 
с(0 = (*(г),Я0; R(t)) = {x\t),y\ty, R[(t)} 
függvényrendszerrel adható meg. 
A fibrált terek homotopia-elméletéből ismeretes*, hogy a c(t)rz V, q0£Q,p(q0) = 
= v0 adatok előírása mellett mindig létezik olyan c(t)a Q görbe, amely a q0 pontban 
kezdődik s a fenti értelemben fedi c(r)-t. A c(t) görbéről azt mondjuk, hogy a c(0)=ço-t 
c( l ) = ^,-gyel összeköti. A c(t)-t fedő c(t) görbe azonban nincs egyértelműen meg-
határozva, pótlólagos feltételek szükségesek tehát, amelyek a (görbétől függő) 
q0— q1 hozzárendelést egyértelművé teszik. Ezt (egyelőre pontatlan fogalmazásban) 
azáltal érjük el, hogy a c(t) fedőgörbéi közül egyet egyértelműen kitüntetünk. Leg-
kényelmesebben ezt oly módon tehetjük, hogy a kitüntetendő fedőgörbe érintővek-
torainak viselkedését alkalmasan korlátozzuk (pl. azzal az előírással, hogy ezek a 
vektorok mindig a megfelelő pontban vett Tq érintőtér bizonyos részterébe essenek). 
Az így kitüntetett görbe qx végpontjáról azt mondjuk, hogy a q0 pontból keletkezett, 
párhuzamos eltolás révén. 
A párhuzamos eltolástól bizonyos feltételek teljesülését követeljük meg, amelyek 
geometriai tartalma nyilvánvaló. Ha az (x(t),y(t)\ R(tj) görbe kitüntetett, megköve-
teljük, hogy vele együtt az (.v(í), y(t); R(t)oc) görbe is legyen kitüntetett, azaz, a 
kitüntetés művelete a G„ csoporttal szemben legyen invariáns. Természetes az is, 
hogy a kitüntetett görbék, differenciálgeometriáról lévén szó, a (szakaszonként) 
sima görbék osztályából legyenek választhatók. 
Ezek után rátérünk a lineáris összefüggés pontos értelmezésére. 
Tekintsük a { 0 V, p, G„, G,,} fibrált tér T(Q) érintőnyalábját, amely a Tq 
érintőterek egyesítési halmaza. A Tq vektortér egy bizonyos részterét értelmezi az 
alábbi meggondolás. A p:Q — V projekció a p(q)=v feletti fibrum minden q pontját 
a К pontba vetíti, azaz, a p leképezés a v feletti fibrumon konstans. Ebből adódik, 
hogy a p' lineáris leképezés a fibrumot érintő vektorokat a 0-ba viszi át. 
3. 1. DEFINÍCIÓ. A Tq vektortér mindazon Xq vektorait, amelyek a p(q)=v 
feletti fibrumot érintik, (más szavakkal: p\Xq)=0) vertikális vektoroknak, ezek °fq 
halmazát pedig Tq vertikális részterének nevezzük. 
Az előző pontban láttuk, hogy a GL(n, R) csoport a Q sokaság transzformáció-
csoportjaként tekinthető a 
<pa : 0 - 0 q - q>fq) = (x,y; Rcc) = qcc 
hatás alapján. Vegyük a (px lineáris bővítést: 
<p.í : T(Q) — T(Q), cp'x : Tq^Tqx. 
3. 2. DEFINÍCIÓ. A Q Finsler-féle fibrált tér h lineáris összefüggésén olyan 
h : 7 X 0 - 7 X 0 
* [14]. 
3 III. Osztály Közleményei XIII/1 
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lineáris és differenciálható leképezést értünk, amelynek bármely hq=h\T4 leszűkí-
tésére az alábbiak teljesülnek: 
LC 1.: a) h\Tq = hq : Tq-Tq, g^Q; 
b) hqohq = hq; 
c) Pq(Xq) = 0 o h q ( X q ) = 0, más szavakkal Kernelp'q = Kernel hq, 
LC 2.: hqxocp'x = y'xohq, ot£GL(n, R). (Invariancia-feltétel.) 
3. 1. Megjegyzés. E két feltétel lényegében a paragrafus elején támasztott 
követelményeket fejezi ki szigorú megfogalmazásban. Az LC 1. feltétel a hq:Tq — Tq 
leképezés természetét határozza meg. Eszerint hq a Tq vektortér olyan önmagába való 
projekciója, amely vertikális résztér vektorait a 0-vektorba, Tq egyéb vek-
torait pedig Tq valamely részterébe vetíti. Különösen fontosak számunkra azok a 
vektorok, amelyeket hq invariánsan hagy. Ezekre vonatkozik a 
3. 3. DEFINÍCIÓ. Az Xq d Tq vektor horizontális, ha 
hq(Xq) = Xq. 
A hq leképezés tulajdonságaiból következik, hogy Tq horizontális vektorai 7^-nak 
egy részterét feszítik ki. A 
%q = {XqíTq\hq(Xq) = Xq} 
vektortér a Tq horizontális résztere. 
3.2. Megjegyzés. Legyen Xq d %q, akkor (<p'x о hq) (Xq) — rpá(Xq). LC. 2 szerint 
viszont (hqxocpx) (Xq) = (<px ohq) (Xq) áll fenn, azaz, hqJ(fj(Xq)) = <p'x{Xq) teljesül, más 
szavakkal, cpx(Xq)£%qx. Tehát LC 2. így is fogalmazható: Xq£%q akkor és csak 
akkor, ha (pá{Xq)^%qx. Ez az invariancia-követelmény szemléletes tartalma. 
3 .3. Megjegyzés. Az LC. 1. b) feltételekből következik^ hogy hq(Xq) = 0 és 
'Vg egyidejűleg csak akkorállhat fenn, ha Xq = 0 . Ez annyit jelent, hogy %q ncfq=0 
(Tq zérusvektora). 
3 .4 . Megjegyzés. A Tq tér dimenziója, dim Tq = 2n +n2, dim ° f q = n2, követ-
kezésképpen y(q=hq(Tq) dimenziója, dim lehet. 
3 .4 . DEFINÍCIÓ: A h lineáris összefüggés reguláris, ha 
á\m%q = 2n, qíQ 
teljesül. 
3. 5. Megjegyzés. E definíció s a 3. 3. Megjegyzés következménye, hogy regu-
láris h esetén 
(3.3) Tq = ЖЧ®УЧ, qíQ, 
következésképpen bármely YqÇ.Tq egyértelműen az 
(3.4) Yq = hq(Y) + vq(Y) 
alakban állítható elő. A hq(Y)£%q az Yq horizontális, vq(Y)£°fq az Yq vertikális 
része, komponense. 
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Az előző pontban értelmeztük a Q nyaláb z homogén leképezését. Emlékez-
tetőül: legyen z £ i î + . A q = (x, y; R)—zq = (x, zy; R) leképezést Q homogén transz-
formációjának nevezzük. Mivel z:Q — Q, azért z': T(Q) — T(Q), speciálisan: 
(3.5) zq=z'\Tq : Tq-Tzq. 
3. 5. DEFINÍCIÓ. A h lineáris összefüggés homogén invariáns, ha 
z'qohq = hzqoz'q, q£Q. 
A Q Finsler-féle fibrált tér h lineáris összefüggései közül a homogén invariáns 
összefüggések a legfontosabbak. 
Felmerül az az (elvileg) fontos kérdés, vajon megadható-e Q felett mindig 
egy, az LC feltételeket kielégítő h összefüggés? Mielőtt erre választ adnánk, bizo-
nyítjuk az alábbi tételt. 
3. 1. TÉTEL. A Q nyaláb homogén invariáns lineáris összefüggéseinek H={h} 
halmaza konvex halmaz. 
Bizonyítás: Ha h1 £ H, h2£H, akkor a 
(h1+h2)(X) = h1(X) + h2(X) 
(3.6) 
(ch){X) = ch(X), cíR 
definiáló relációk alapján beszélhetünk két összefüggés összegéről, egy összefüggés 
skalárszorosáról. Általában 
(3.7) hl+h2$H, ch £ H. 
(A következő pontban látni fogjuk, hogy а Г összefüggési objektum éppen e tu-
lajdonság miatt nem tenzor.) Kimutatjuk azonban, hogy ha h'dH, és = 
yk&0, (z, k = l, ..., N), ykeR, akkor a 
(3.8) h= 2 ykh" 
k = 1 
konvex lineáris kombináció H-hoz tartozik. Igazolnunk kell, hogy a (3. 8) által 
értelmezett h eleget tesz az LC követelményeknek. Legyen hq = h\Tq. Nyilvánvalóan 
(3.9) hkqohlq = hq. 
Ennek felhasználásával egyrészt 
hoh = 2 7khk о 2 7shs = 2 УкУЛ^ ° hs) = 
к s к, s 
= 2 УкУ^к = 2 A 2 7khk = 2yk hk = h, 
másrészt 
hocpí = {2 УкЬк) ° <P« = 2 У к (hk о cp'f) = 2 У к (фа ° hk) = 
= <р*°(2 УкЬк) 
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Továbbá 
hoz' = (2 УХ) oz' — f f yk (hk oz') = yk(z' ohk) = 
— z' о yX = z' О h. 
Ha fennáll hq(X) = Yykhk(X)=0, és Xq<fVq, akkor hkq(A)=0, k = \,2,...,N. 
Tehát Y e = 0 . Ebből következik, hogy Kernel h = Kernel p'. Ezzel viszont bizonyí-
tást nyert, hogy h £ H. 
A dolgozat utolsó fejezetében bizonyítandó egzisztenciatétel szempontjából a 
H halmaznak a 3. 1 Tételben kimondott tulajdonsága döntő jelentőségű. 
3 . 6 . DEFINÍCIÓ. A 
c: I^Q, (c(t) = q(t)<z Q) 
differenciálható görbét horizontálisnak nevezzük, ha ç(t)-vel jelölt érintővektoraira 
q(t)£% q ( ,„ t a 
teljesül. 
E fogalomra épül, amint ezt később látni fogjuk, a párhuzamos eltolásnak 
nevezett konstrukció minden tulajdonsága. E paragrafust a párhuzamosság értel-
mezésével zárjuk. 
3. 7. DEFINÍCIÓ. Legyen q(t) horizontális görbe. Azt mondjuk, hogy q( 1) a 
q(0) pontból párhuzamos eltolással keletkezett. 
4. Kapcsolat a klasszikus elmélettel* 
A II. 2. részben láttuk, hogyan vezethetők be lokális koordinátarendszerek a 
Q differenciálható sokaságban. Emlékeztetőül: ha (x1, ...,x") lokális koordináta-
rendszer U z M fölött, akkor az U' = n~l(U) eV környezetet a 
Q (4.1) v = (x, y) - (x1', у'), У=?-faî 
hozzárendelés koordinátakörnyezetté teszi. Ezt alapul véve az U" =(p~i о л _ 1 ) ( С / ) с 
Q környezeten a 
(4.2) q = (x,y,R)*(x\y-,Rk), R= j ü ; - A , .. . , i Ç - A j 
megfeleltetéssel vezethetünk be lokális koordinátarendszert. A (4. 1) és (4. 2) se-
gítségével értelmezett koordinátákat kanonikus koordinátáknak nevezzük U', ill. 
U" fölött. Ha {Ux} lefedi M-et, nyilvánvaló, hogy [U'x], illetve {U'f} lefedik V-, 
illetve Q-1. 
Az I. fejezet 2. pontja értelmében, mivel (4. 2) koordinátarendszer U" felett, a 
(£).• (£).- Ш , »> 
* [1], [15]. 
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vektorok a q pontban Tq bázisát alkotják. Bármely XqÇ_Tq tehát a 
alakban áll elő. Ha q variál U"-ben, az X — v e k t o r m e z ő lokális koordinátái: 
X', X (", XÙ a q koordinátáinak differenciálható függvényei. A 
p : Q-V, p(x,y\R) = (x,y)=p(q) 
projekciót lokális koordinátákban az 
(Y, У - ( х г , у ) 
leképezés adja. Nyilvánvalóan 
(4.5) mert 
továbbá 
( 4
'
6 ) p p
 — 
А /с : Q — ß leképezés U" felett a 
<px(q) = qcí = (x,y, R)cc = (x,y; Ra) 
(x(, У ; Л | ) - ( Х , У ; ВД, ..., R ^ ) 
hozzárendeléssel adható meg. A leképezés lineáris bővítése a (pá:Tq-»Tqx 
leképezés. (4. 7) alapján 
míg az 
ô 
vertikális vektor cpx-képe: 
Ezen előkészítő megjegyzések után számítsuk ki hq(Xq)-t. LC l.a. és b. alapján 
(4. 5) miatt 
(4. 10) hq(X) = X \ + X«\ ( 4 r ) £ К ôx' Jq dyl « 
д д 
elég tehát a ha összefüggésnek a —. , —-. bázisvektorokon előidézett hatásával 4
 ox' oy' 
foglalkoznunk. Mivel ezért 
<4- '•> Ша-м Ш: 
3 8 SOÓS GY. 
Az LC l.b. alapján 
rendezve 
vagy más alakban 
5 x 7 / 
A zárójelben álló vektor ezért a 3. 3 Megjegyzés, valamint amiatt, hogy 
S ô 
а -r—•: vektorok lineárisan függetlenek, dxl oy' 
(4. 11) szerint tehát 
(4.12) К 
я\дх 
ai-ói, bi = 0. 
t I ' % 
Analóg módon jutunk a 
(4. 13) 
dy' 
képlethez. A h összefüggés tehát U" felett a 
(4.14) q^giM), q-*c°ki(q) 
függvények egzisztenciáját jelenti. A hq differenciálhatósága {U" felett) a (4. 14) 
függvények deriválhatóságát jelenti a lokális koordináták szerint. Megvizsgáljuk, 
hogy az LC 2. invariancia-követelmény milyen feltételt szab ki a (4. 14) függvé-
nyekre. 
Alkalmazzuk a (4. 8) és (4. 9) képleteket. Ezek alapján 
(4. 15) 
\ Sx 
J _ 
cx' 
+ g
«
( q )
 ( m 
Másrészt 
(4.16) {hqx о <j9, 
+r„,(<rt«r[щ)
ю
. («пес.. 
ha 
S 
ôx' 9«_ 
S 
ÔX1 SRI 
к/ qx 
A (4. 15) és (4. 16) egyenlítéséből 
(4.17) g h ^ ) = g U q H k -
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Megismételve ezt az eljárást ~ esetére, a 
<4.18) C'ki(qa) = c*mi(q)aZ 
képlethez jutunk. 
Az invariancia-követelmény tehát a (4. 17) ill. (4. 18) tulajdonságokkal ekvi-
valens. Más szavakkal, ha ismerjük a g és с függvények értékét egy adott q pontban, 
;akkor ismerjük a q feletti fibrum bármely q<x pontjában. 
Válasszuk a q pontot az alábbi módon: 
q=(x,y;R), ahol j - J ^ , . . . , J L 
Számítsuk ki g és с értékét a q pontban: 
gsik(.q)=gsiÁxl,-,xn;y\ -ги(х,у), 
с°1к(я)^с\к{х\ ...,x"-y\ ...,y»;ő\, ...,Sd= - Cl(x,y), 
ahol а Г és С függvények csupán (x, j)-tól függenek. (4. 17) és (4. 18) alapján tehát 
<4.19) qlW. 
<Ъ(?)= -K"Omi(x,y), 
Eddigi eredményeink összefoglalásaként tehát 
д \ ô \ _ , J 8 
< 4 Л 0 ) M v / r l y r ^ ' " ! * , 
4.1. DEFINÍCIÓ. A {Vik(x, y), Cfk(x,y)} függvényrendszert a h összefüggés 
lokális komponenseinek, vagy összefüggési objektumnak nevezzük. 
Érvényes tehát az alábbi 
4. 1. TÉTEL. A Q sokaságon a h lineáris összefüggés megadása a 
Ux—Tt-1 (Uj) — { rffc(x, y), Cfk(x, y} «£/ (Pá) 
hozzárendelés megadásával ekvivalens, ahol а Г (x, у) és C(x, >j fügvénynek az 
Ux r\U'ß = n~l(Ux nUß) közös rész felett az ismert transzformációs törvényeknek 
tesznek eleget. 
Vizsgáljuk meg, milyen további feltételeknek tesznek eleget egy homogén in-
variáns lineáris összefüggés lokális komponensei. A z:q—zq leképezés a 
(4.21) (V, У; Ri)-(x',zyj Rj) 
hozzárendeléssel adható meg U" felett. A z'q =z'\Tq : Tq — Tzq leképezés hatása a 
bázisvektorokon : 
<4.22) . ( £ ) • , ( £ ) _ , ( . £ ) 
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Ezek szerint 
(z'q О hq) 
~гу L \ d y 
Másrészt 
д 
Уу 
KTQJx, у) I , 
dR\ 
к/ 41 
(hzqOZ'q) 
ôy' 
- Csmi(x, zy) R'I 
= zh-a 
5R\ 
dy' 
к/ i<lJ 
d_ 
.W/g 
dy' 
A két egyenlet összevetéséből 
( 4 . 2 3 ) Cf(x,zy) = z-'Cjk(x,y) 
adódik. Hasonló eljárással a Г-függvényekre vonatkozóan a 
( 4 . 2 4 ) Ц
к
(х,гу) = Щх,у) 
relációt kapjuk. Eredményünket összefoglalja a 
4 . 2 . TÉTEL. A h lineáris összefüggés akkor és csak akkor homogén invariáns, 
ha bármely lokális koordinátarendszerben а Г ill. С objektumok az у' változók 0-ad-
fokú illetve ( — \)-edfokú homogén függvényei. 
Ezek az eredmények a kanonikus koordinátarendszerre vonatkoznak. Ha a 
ô 
ox' ox" 
д 
ду> 
Rt-: 5yk 
transzformációval más vonatkoztatási rendszerre térünk át, a (4. 12) ill. (4. 13) 
relációk így változnak: 
(4. 25) 
hq(e,)q = Rthq[~ 
hq(edq=xRthq г 
A (4. 12), ill. (4. 13) vektorok (s természetesen a (4. 25) vektorok is) %q vek-
torai hq0hq=iliq miatt. Ezek száma éppen 2n. Vizsgáljuk meg, milyen feltételek 
mellett lesznek a (4. 25) vektorok lineárisan függetlenek (azaz, mikor tartoznak 
egy reguláris h összefüggéshez). Képezzük a (4. 25) vektorok egy tetszőleges lineáris 
kombinációját a q pontban és tegyük fel, hogy 
2 и'А
в
(е() + уАДв,)]=0, F, p'£R. 
Mint differenciáloperátor, az Zq vektor köteles minden f(q) függvényt annul-
( - 1 ) 
lálni, tehát speciálisan, az x', f — Rlr yr koordinátafüggvényeket is. 
Zq(xj)=0~Áj=0. (j=l, ...,rí) 
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Zq(q'j számítása a 
(-1) 
dRi ( - i ) t - i ) (-1) 
(4.26) ~ d R ° ~ = - R î R l ' ( R Î R Ï = W 
reláció felhasználásával az 
z j n = ( 2 =2 viRï {hq {Jzj)(r) = 
= Z fírÍ R7(trs+ykcrks)=0 
módon történik. Ebből a /<' = 0 következtetésre csak akkor juthatunk, ha 
d e t ( y + / C J ^ 0 , 
azaz, ha a 
(4-27) С = ( Q ) , C; = 5 ;+C ' 0 f , C'0s = Q s / 
matrix reguláris. Ez bekövetkezik triviálisan, ha 
(4.28) C'0l = 0. 
4. 3. TÉTEL. A h lineáris összefüggés reguláris és a (4. 25) vektorok lineárisan 
függetlenek, ha a (4. 27) matrix reguláris, vagy (4. 28) teljesül. 
4. 2. DEFINÍCIÓ. Reguláris h összefüggés esetén a 
l ' f e f h q{e()at q (i = l , 2 , ...,rí) 
vektorokat horizontális bázisvektoroknak nevezzük. Ezek a 
(4-29) = ( * , * = 1, . . . , « ) 
vertikális bázisvektorokkal együtt Tq bázisát adják meg (bármely q £ Q pontban). 
A továbbiakban csak a (4. 28) feltételt kielégítő reguláris összefüggésekre szo-
rítkozunk. Ezeket két további feltétellel kiegészítve Cartan— Varga-féle összefüg-
géseknek* nevezzük. 
5. Párhuzamosság. Az érintőterek direkt szétbontása 
A 3. pontban а с :/— Q görbét horizontálisnak neveztük, ha c(t)=q(t)a Q 
érintővektoraira 
<?( 0 e 3C,<o 
teljesül. Vizsgáljuk meg, mit jelent analitikusan a horizontalitás követelménye. 
Vegyük evégből <7(r)-nek egy koordinátakörnyezetbe eső ívét. A 
(5-1) <70 = (*(?),У(0; Л ( 0 М * | ( 0 , Л ( 0 ; RL(0) 
f
 * Hl, [15]. 
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parameteres előállításból világos, hogy U"-ben 
( 5 . 2 , 
с Rí kJ 9 (0 
A q{í) vektor horizontális, ha h(q) = q. Az előző paragrafus eredményeit fel-
használva, leegyszerűsített írásmóddal: 
+ У Л A « c * — 
<3/ * mi 
tehát a h(q)—q követelés (5.2) alapján 
{Ri + Rp ( 7 , 7 + Q , j / ) } ^ = 0 
alakban fejezhető ki. Mivel а -Д- vektorok lineárisan függetlenek, ezért 
oR 
dRk „ / „ rfx' „ í / y \ /ш л  (5.3)
 + = = 
Igaz tehát az 
5. 1. TÉTEL. A q(f)a Q görbe akkor és csak akkor horizontális, ha érintővekto-
rainak lokális koordinátái az (5. 3) differenciálegyenletrendszert kielégítik. 
Az (5. 3) felépítéséből kitűnik, hogy x(t), y(t) ismeretében az Rk(t)-k egyértel-
műen meghatározhatók az Rk kezdeti feltétel előírása esetén. Más fogalmazásban: 
о 
ha adott az (x(t), y(f)) .c V görbe ( O ^ t á l ) , akkor mindig létezik egy és csak egy 
(x(t),y(t);R(i))c.Q horizontális görbe, amely a q0 = (x0 , y0 ; R0) pontból indul 
ki s fedi (x(t), y(t))-t, azaz 
p(q(t)) = (x(t),y(0) 0*t&l. 
5. 1. DEFINÍCIÓ. A q(t) :p(q(t)) = (x(t), y(t)) horizontális görbe <Y(l) végpont-
járól azt mondjuk, hogy a 9(0) pontból keletkezett az (x(í), j ( 0 ) c У görbe mentén 
történő párhuzamos eltolás révén. 
A lokális bázisokra értelmezett párhuzamossági fogalom módot nyújt az M 
alapsokaság vektorai párhuzamos eltolásának érelmezésére. Legyen x(í) adott ( ô \ ó d —-, ) vektormezőt. Végrehajtva a -r— — R) — transz-
bx'/x(t) ^ CX cx 
formációt s felhasználva az (5. 3) relációt, az 
dy1 /7. dxk dyk (5.4) + 1 ^ - 5 5 - + C i 
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egyenletekhez jutunk. Az összefüggés regularitása miatt y sC^ = 0 s így 
<5-5) Ä
 + 
fejezi ki az y(t) mező párhuzamosságát x{t) mentén. 
5.2. DEFINÍCIÓ. Az x(t)<z.M görbe mentén értelmezett y(t) vektormezőt (vo-
nalelem-mezőt) párhuzamosnak nevezzük, ha (5. 5) teljesül. 
A továbbiakban a %q с Tq horizontális teret két résztér direkt összegére bont-
juk. A szétbontás alapját az alábbi definíció képezi. 
5. 3. DEFINÍCIÓ. A q(t) = (x(t),y(t); R(r)) horizontális görbét főhorizontális gör-
bének nevezzük, ha y(t) eleget tesz az (5. 5) egyenleteknek. 
Legyen q{t) főhorizontális görbe. Számítsuk ki a q(t) érintővektort. (5. 5) 
miatt ] _ ôxl ' Sl ôyk  
Mivel q(t) horizontális, azért h(q) = q, azaz 
őRi' 
v T — Я Т * —
 V<P» (— R'C* — ) 
X
 L dx1 k mi ÖR% У 111 \ dym k rm SRy _ 
Vezessük be, Cartan nyomán, az 
(5.6) Г*,; = T'jk — Cljs Г%кут 
új összefüggési objektumot. Ennek segítségével a főhorizontalitás tulajdonsága vé-
gül is így írható: q(t) főhorizontális, ha 
tett 
(5. 7) 
Jelöljük a zárójelben álló vektorokat Eí-\e 1. Az Ei = R]E's relációval beveze-
8 „ ^ 8 
'
 K\dx° 
Clf 
A„ 
vektorokat Ж
д
 főhorizontális bázisvektorainak nevezzük. 
5. 4. DEFINÍCIÓ. A főhorizontális bázisvektorok által generált = 
teret %q főhorizontális részterének nevezzük. 
Vezessük be az 
(5. 8) F, = RS: Л RmCr J L 8y k ms 8R -) 
к/ 1 
kohorizontális bázisvektorokat. A = {Fi} c ï , vektortér Ж
д
 kohorizontális rész-
iere. 
(5.9) G[ = Rk 
44 soós Gv. 
«Г . . ' 
Könnyű igazolni a fentiek alapján a következő állítást. 
5. 2. TÉTEL. Reguláris h összefüggés esetén a Tq ill. %q vektorterek bármely q fQ 
pontban a 
Tq — ílf q ф К q ф f q, Kq — j(q ф j(q 
direkt összegekre bonthatók. A "1(1, teret az (5. 7), a %'q-t az (5. 8), a *fq vertikális 
teret pedig az 
d__ 
дЩ 
vertikális bázisvektorok feszítik ki. 
KOROLLÁRIUM. Bármely Xq £ Tq vektor egyértelműen az 
= h'(Xq) + h"(Xq)+v(Xq) 
alakban állítható elő. A szétbontásban szereplő vektorokat rendre az Xq vektor 
főhorizontá/is, koliorizontális, illetve vertikális komponensének (részének) nevezzük. 
Nyilván dim %q = dim %'q = n, d im 0 ? , — «2 bármely q£Q pontban. 
Tekintsük most a Q Finsler-féle fibrált tér V bázissokaságát (a vonalelem-
sokaságot). A p\Q-*V projekció p' lineáris folytatása 
P : T(Q)^T(V) 
a Tq vektorteret Tp(q)-ba projiciálja. Ha p(q)=v, akkor a p leképezés tulajdonságai-
ból következik, hogy p'(°fq) = 0, p'(%q) = Tv, hiszen dim 7j, = dim "líq = 2n. A %q 
tér direkt szétbontása a Tv, v=p(q) direkt szétbontását indukálja. 
5.5 DEFINÍCIÓ. Az , illetve az = j 
vektorokat a Tv tér szubliorizontális, illetve szubvertikális bázisvektorainak ne-
vezzük. A H* = {(<?*)}„, illetve a V* = {(е*)„} részterek Tv szubliorizontális, illetve 
szubvertikális része. 
5.6. DEFINÍCIÓ. А V sokaság v pontjában а (^Д-Л , vagy az = 
V ox' Jv \ oxs 
vektorok által generált részteret Minkowski-féle érintőtérnek nevezzük, jelölése: 
TG\ E tér 
Xv = X f x , y ) ( - ^ . j , v = (x,y)íV 
vektorai a Minkowski-vektorok. Az 
Y-.v^Yv = y' 
vektormezőt a V (vonalelem)-sokaság fundamentális vektormezőjének nevezzük. 
A továbbiakban a 7jf s a I d , У* terek kapcsolatával foglalkozunk. 
Tekintsük az 
( d \ / (ef)„ 
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megfeleltetéseket. Ennek alapján bármely X„^T P vektorához egyértelműen egy 
XFCX* és egy XFEУ* vektor rendelhető. Ha XV = Xses, akkor definíció sze-
rint, 
(5.11) XF = Xse*, X™ = XsE*. 
Az Xsh, illetve Xs" vektorok az X Minkowski-vektor szublwrizontális, illetve 
szubvertikáüs fedővektorai. Az 
(5.12) 
( e f W ^ , , 
megfeleltetés alapján viszont bármely szublwrizontális, illetve szubvertikális vektor-
hoz egy főhorizontális, illetve egy kohorizontális vektor rendelhető. Speciálisan, 
ha XV Minkowski-vektor, az 
(5. 13) Xph = XfEs)q, Xf = X f F f , 
vektorokat Xv főhorizontális, illetve kohorizontális, fedővektorainak nevezzük. E két 
vektor nyilván úgy is nyerhető, hogy Xc-t először a 9CÎ, majd a %'q térbe, illetve 
először a °f*, majd a ^ ' - t é rbe „emeljük fel" (lifting). Szemléletesen 
x Xsh -f xph 
( 5 - 1 4 ) P ( q ) = V-
8* 
Végezetül megjegyezzük, hogy az M sokaság Xx = X'(x)~i vektorai is „fel-
emelhetők" mind a V, mind a Q sokaság érintőtereibe oly módon, hogy Xx-et elő-
ször a T p térbe „emeljük fel" az 
(5.15) Ш г Ш » * = «<"> = " < * ' » 
hozzárendelés alapján. 
Könnyű belátni, hogy a fedővektorok egyértelműen vannak meghatározva 
(„alulról felfelé haladva"), ha adott a kiinduló Minkowski-vektor. Az is nyilván-
való, hogy a r-ben vett vektorok csak a p(q)=v tulajdonságú q pontokba, (a v fe-
letti fibrum pontjaiba) emelhetők fel. 
A következő pontban a lineáris összefüggéssel ellátott tér geometriai szerkeze-
tével foglalkozunk. 
6. A lineárisan összefüggő Finsler-féle fibrált tér struktúrája 
(Torzió- és görbületelmélet) 
Tekintsünk a Q tér fölött két horizontális vektormezőt: 
JT: q~Xq<í%q, 
Y : q~Yt€%q, 
Nevezzük az {X, Y}q rendezett vektorpárt horizontális kétélnek (horizontális bi-
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vektornak) a q pontban. Az 1. fejezet 5. pontja szerint az X mező a 
<7(t) = exp (tX)q, M<£i 
az Y mező pedig a 
q(t) = exp(tY)q |í|-=e2 
egyparameteres lokális transzformáció-csoportot generálja. 
A görbületi és torziómennyiségek értelmezésének alapjául a horizontális pa-
ralelogramma fogalma szolgál. Ezt értelmezi a 
6. 1. DEFINÍCIÓ. A q£Q pontból kiinduló t-~q(t) görbét, ahol 
(6.1) q(t) = exp(-tY)exp(-tX)exp(tY)exp(tX)q, | / | < e 
az {X, Y}q horizontális kétélhez tartozó horizontális paralelogrammának nevezzük 
a
 4 £ Q pontban. 
A definíció geometriai tartalma világos. A paralelogramma „oldalai" hori-
zontális görbék, azaz bármelyik oldal kezdőpontjából a végpontba a q pont pár-
huzamos eltolással megy át. A (6. 1) görbe, általában, nem zárul, sőt az sem követ-
kezik be, hogy q és q{t) ugyanazon Gv fibrum pontjai lennének. A paralelogrammá-
nak ez a viselkedése a Q tér szerkezetének tulajdonítható. Célunk az, hogy a tér 
szerkezetét torzió-, illetve görbületi mennyiségekkel jellemezzük. Világos, hogy az 
egyetlen szóbajövő objektum, amelyet a paralelogramma meghatároz és amely-
nek geometriai jelentése van, a q{t) görbe érintővektora a kezdőpontban. 
6. 2 . DEFINÍCIÓ. A z 
vektort a Q nyaláb {X, Y}q horizontális kétéléhez tartozó struktúravektorának 
nevezzük a q pontban. 
Az 5. pont 5. 2 Tétele szerint érvényes az 
S{x,y}q = Sq = h'(Sq) + h" (Sq) + V (S4) 
direkt szétbontás. 
6. 3. DEFINÍCIÓ. Az
 Y I 4 struktúravektor főhorizontális részét A tér torzió-
vektorának nevezzük az {X, Y}q kétélre vonatkozóan. Az Sq kohorizontális, illetve 
vertikális komponensei a tér redukált görbületi, illetve teljes görbületi vektorai az 
{X, Y}q kétélben. 
Az I. fejezet (5. 10.) szerint a q-hó\ kiinduló horizontális paralelogramma 
érintővektora a q kezdőpontban a 2{[X, Y])q vektor. Igaz tehát a 
6. 1. TÉTEL. Az {X, Y}q kétélhez tartozó Sq struktúravektor az 
^(дг,у>в= Xq> Yqe%q 
képlet szerint számítható. 
A Tq érintőtér direkt felbontása alapján bármely [X, Y]q kommutátor ismert, 
ha ismerjük az [£,-,£)], [Eit Fj], [/•",, /•}] kommutátorok értékét, hiszen Et és Ft 
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a %q tér bázisvektorai. Ha tehát e kommutátorokat rendre kiszámítjuk s a 6. 3 
Definíció szerinti szétbontást végrehajtjuk, a szétbontás koefficienseiként olyan 
mennyiségekhez jutunk, amelyek a tér torzió-, illetve görbületi viszonyait vissza-
tükrözik. Ezek lesznek a tér torzió-, illetve görbületi tenzorai. Az [Et, Ej] kommu-
tátor direkt szétbontása az 
(6 . 2) [EH EJ] = TIJES + RHJFS + RLIJGL 
képletet eredményezi. Hasonló módon eljárva jutunk az 
(6 . 3) [EI, EJ] = CIJES + PÔIJFS + PHJ G', 
illetve az 
(6 . 4) [F, FJ] = SOIJFS + SKIJGS 
relációkhoz. 
6. 4. DEFINÍCIÓ. A T f j , Cfj mennyiségek a Q Finsler-nyaláb torziótenzorai. 
Az Rkij, Pkij, illetve SkiJ tenzorok a tér teljes görbületi tenzorai; az Rqij, PqiJ, S^j 
tenzorokat pedig a tér redukált görbületi tenzorainak nevezzük. 
A T, S, P, R tenzorok kiszámítása a h összefüggés Г és С (vagy Г* és C) ob-
jektumaiból az ismert módon történik. Az S, P, R tenzorok ferde szimmetriája 
az (i,j) párban az [X, Y] = — [Y, X] reláció következménye. Megjegyezzük, hogy 
a T, ..., R tenzorok a ( . ) természetes и-él szerinti T, ..., R alakokból származ-
\8x yv 
nak a ^ ^ ^ ^ ^ ' ( j f x * ) végrehajtásával (Beindarstellung). Természetes 
bázisban pl. T f j = Y f f — F f f , a Cjj pedig éppen a h összefüggésben fellépő koeffi-
ciensek. (6. 3) alapján C-j tenzori jellege világos. 
A vonalelem-sokaságok klasszikus elméletében csak olyan reguláris össze-
függéseket szoktak tekintetbe venni, amely a 
(6.5) Tjk = Г jk — Tfej = 0, Sjk = Sojk = 0 
feltételeket kielégíti. Ezeket Cartan-Varga-összefüggéseknek nevezzük. Az S0 
tenzor eltűnése a 
(6.6) Cjk = Ckj 
reláció teljesülésével függ össze. További speciális esetek (így pl. a Minkowski-
féle nyaláb), a strukturális mennyiségekre tett újabb kikötések révén keletkeznek. 
Ezekre itt részletesen nem térünk ki. 
7. Differenciáloperátorok. (Kovariáns deriváltak) 
A Finsler-terek Cartan-féle elméletében három fontos differenciáloperátor 
(kovariáns deriváció) lép fel. Ezeknek közös jellemzője, hogy tenzorokhoz tenzort 
rendelnek, pontosabban: (s, r)-típusú tenzorhoz (í + 1, r)-típusú tenzort, azaz a 
tenzorok kovariáns fokszámát eggyel növelik. 
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Látni fogjuk, hogy ezek a műveletek mind fogalmilag, mind pedig formailag 
igen egyszerűen illeszkednek az általunk követett tárgyalásmód kereteibe. A lényeg 
abban áll, hogy a deriválandó objektumot az es= R's ( j f j j bázisból a Q tér érin-
tőnyalábjába emeljük fel. Ezen a szinten a kovariáns deriválásnak egyszerűen Lie-
deriválás felel meg. 
Az egyszerűség kedvéért a definíciókat egy X = Xs(es)v Minkowski-vektorra 
-
 ( _ 1 ) 
fogalmazzuk meg. (Emlékeztetőül: Xs = RjX', ahol X' az A mező komponensei 
a természetes bázisra vonatkozólag.) 
Vegyük az X vektor Xph, illetve Xch főhorizontális, illetve kohorizontális fedő-
vektorait. Képezzük ezek kommutátorait az £), illetve Ft bázisvektorokkal. 
7. 1. DEFINÍCIÓ. A 
h'([E,, Xph]) = V ((A) (i= 1, 2, ..., rí) 
vektort az X /-edik főhorizontális deriváltjának vagy elsőfajú kovariáns deriváltjá-
nak nevezzük. 
7. 2. DEFINÍCIÓ. A 
h"(ÍFi, A<"]) = v'{(X)£%'f (/= 1, ..., n) 
vektor az X /-edik kohorizontális vagy másodfajú kovariáns deriváltja. 
(A Vi (A), ill. ví '(V) jelölések jogosultak, hiszen az X — Xph, X-+Xch hozzá-
rendelések egyértelműek.) 
Az J. fejezet 3. pontjának (3. 3) képlete szerint 
(7. 1) [Et, A""] = [Ei, X*EJ = Xs[Ei, EJ + E f X f E s . 
Rövid számítás eredményeként 
Е.Ф)=r4 R; tei - r*r+V» r:A= 
(7 2) \
 дх
 8
У / 
pk о s v J V s 
— Ki К jÄ\k — Ä|i. 
A (6. 2) formula szerint EJ főhorizontális része éppen Т^Е
к
, így (7. 1) 
főhorizontális része: 
(7. 3) h\[Ei, A""]) = V((A) = (A|) + TsikXk)Es. 
A (7. 3) összefüggésből látni, hogy Es koefficiensei egy (1, l)-típusú tenzor 
komponensei. Lokális természetes bázisban 
( 7 . 4 ) \71Х' = Х\\ + ГшХт. 
На а Г* mennyiségek szimmetrikusak, akkor a 
(7.5) •
 ( v ( A s = A|S; 
jól ismert formulát nyerjük. 
1 
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Számítsuk ki a másodfajú (kohorizontális) derivált komponenseit. 
<7.6) [Ft, Xch] = [A;, X*FS] = X f F , , Fs] + Ft(XfFs. 
Azonban egyrészt 
(7. 7) Fi(X°) = R- Rj + X'" C'm)j = Rki ~R)X\k =X^, 
másrészt (6. 4) alapján [A;, AJ kohorizontális része: S?sFk. Ezeket (7. 6)-ba helyet-
tesítve a 
(7.8) v'{X° = X;i + SLXm 
formulához jutunk, amely (reguláris összefüggés esetén) a C-k szimmetrikus vol-
tát feltételezve a 
(7.9) = Ár-
képletre redukálódik. 
7 . 3 . DEFINÍCIÓ. A 
h'([Aj, Xph]) = ViAfeXí (1=1,2, ...,ri) 
módon értelmezett vektort az X mezó' (i-edik) harmadfajú kovariáns deriváltjának 
nevezzük. 
Határozzuk meg v t X lokális komponenseit. 
[A(, Xph] = Xs[Ff, AJ] + Ft(X°)Es. 
Azonban (7.7) szerint Fi(Xj=X-i és (6.3) alapján [A;, AJ = -[E„ AJ fő-
horizontális része —CsiEk. Ezek felhasználásával V,-Af a lokális természetes bázis-
ban a 
dX* 
(7.10) V,-Afs = Af;s,- - CsmiX'" = = CiX* 
komponensekkel rendelkezik. 
Az értelmezés módjából közvetlenül adódik a (7. 4), (7. 8) és (7. 10) operációk 
tenzori karaktere. A kovariáns deriválás művelete minden nehézség nélkül kiter-
jeszthető tetszőleges típusú tenzorra is. 
Befejezésül értelmezzük még egy X vektor vonalelem-irányú kovariáns deri-
váltjait. 
7. 4. DEFINÍCIÓ. Az X vektor vonalelem-irányú kovariáns deriváltjain a 
h'([Yph, Xph]) =. VoX, h"([Ych, Xch])= VoAf, h'([Ych,Xph])= V0Af 
a 
vektorokat értjük, ahol Y—y1 a fundamentális mező. 
Azonnal látni, hogy Cartan—Varga-összefüggés esetén 
(7.11) vó X' = Af|'sjs = Af|o, VÓX1 = VoAf'" = 0. 
4 III. Osztály Közleményei XIII/1 
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Nem térünk ki részletesen a kovariáns deriváció műveleti szabályainak bizo-
nyítására. Segítségükkel azonban könnyen bizonyíthatjuk a Finsler-féle fibrált 
terek esetén is a E/cc/'-formulákat, a Bianchi-identitást stb. 
III. A FINSLER-FÉLE FIBRÁLT TÉR 
AUTOMORFIZMUS-CSOPORTJÁNAK GEOMETRIÁJA 
1. Automorfizmusok. Automorfizmus-csoport 
A lineárisan összefüggő Finsler-féle fibrált tér önmagára való diffeomorf le-
képezései közül különös figyelmet érdemelnek azok, amelyek a nyaláb lineáris 
összefüggését megőrzik. Kimutatjuk, hogy ezek a leképezések, a lineárisan össze-
függő struktúra ún. automorfizmusai, csoportot alkotnak, a struktúra A{h) auto-
morfizmus-csoportját. Általánosabb tétel specializálásával adódik, hogy az A{h) 
csoport L/e-csoport. 
Tekintsük a h összefüggéssel ellátott 0 tér 
(1. I) ф : 0 - 0 , q-ip(q) 
diffeomorfizmusát s ennek 
Ф' : T(Q)^T(Q) 
lineáris bővítését. 
1. 1. DEFINÍCIÓ. A I/с 0 — 0 diffeomorfizmust a 0 tér automorfizmusának ne-
vezzük, ha 
(1.2) Ь о ф ' ^ ф ' о Ь 
teljesül. Jelöljük az (1. 2) relációnak eleget tevő ф-к halmazát AQ(h)-val, vagy rö-
viden A(h)-val. 
На ф diffeomorfizmus, nyilván ф~1 is az. А ф1 és ф2 diffeomorfizmusok ф2офi 
szorzata ismét 0 diffeomorfizmusa. 
1. 1 TÉTEL. Az ( 1 . 2 ) feltételnek eleget tevő ф-к A (h) halmaza csoportot alkot„ 
Bizonyítás. Tegyük fel, hogy ф1, ф2 f A(h). Igazoljuk, hogy ф2 ° ф1 £A(h).. 
Valóban, I. (5. 5) alapján (ф2оф1)' = ф2оф{, következésképpen 
h °(ф2 о ф^' = h о (ф2 о ф[) = {h о ф2) о ф[ — (ф2 о h) о ф[ = 
ф =
 2о{коф[) = ф'2о{ф[ oh) — (ф2 о ф^' oh, 
azaz teljesül (1.2). Igazolni kell továbbá, hogy ф~1 €A(h), ha ф £A(h). А ф о ф~} —I 
( = 0 identikus leképezése) relációból ф'оф' = 1 ( = 7 ( 0 ) identikus leképezése),, 
következik s így egyrészt 
1ю(ф'оф') = (коф')о ф' = ф'о(1го ~ф') = hoI' = h, 
másrészt 
- í - í 
(i/ri о ф ') о h — ф' о ( ф ' о h) = Г о h = h 
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áll fenn. A két reláció egyenlítéséből h о ф' = ф' о h adódik, tehát i l /£A(h) . Az I 
identikus leképezés nyilván £A(h). Ezzel az 1.1. Tételt bebizonyítottuk. 
Bonyolult és hosszadalmas annak bizonyítása, hogy A(h) Lie-csoport. Azon-
ban Kobayashi ismert tétele [6] esetünkben is érvényes, tehát ezt a bizonyítást itt 
nem reprodukáljuk. A gondolatmenet a következő: legyen q 0 ^ Q rögzített s tekint-
' Í? : A(h)^Q, ФЫ(К)^ФШ£<2 
leképezést. E leképezés alapján A(h) elemei parametrizálhatók s az így nyert koor-
dinátarendszer bevezetésével A (A) Lie-csoporttá tehető. 
1. 2. TÉTEL. Az A (h) csoport elemei a horizontális (vertikális) vektorokat ismét 
horizontális (vertikális) vektorokba transzformálják, röviden: A(h) megőrzi a Tq 
érintőterek direkt felbontását. 
Bizonyítás. Legyen ф d A (h) és Xq £%q, azaz h(Xq) = Xq. Számítsuk ki (ф' oh) 
cg-t. 
(1. 3) (ф' о h) (Xq) = ФЩХЧ)) = ф\х
ч
). 
Másrészt 
(1.4) ( W ) ( j g = Ä(y(x s ) ) . 
E két egyenlet egybevetéséből h(}p'(Xq)) = ф'(Хд) £ Тф(ч) adódik, azaz ф'(Хч) 
is horizontális. Legyen Wq £ Tq tetszőleges érintővektor: Wq = h ( Wq) + v( Wq). Ennek 
alapján 
V(Wt) = W'oh)(lVq) + Wov)(lVq) = (1юф')ЦГ9) + (ф'ои)(^) 
áll fenn, ami így is írható 
У(И/
в
)- / / (У(И/4)) = Ф'М,)). 
A bal oldalon éppen áll, tehát 
(1.5) ф'оо = ооф'. 
1.1. Megjegyzés. Az (1. 2. Tételből közvetlenül adódik, hogy ha q(t) horizon-
tális görbe és |/<£Л(/г), akkor а ф(р(/)) görbe is horizontális, azaz a párhuzamosság 
invariáns az A(h) csoporttal szemben. 
1. 2. Megjegyzés. Az A(h) csoport megőrzi a %q = ji'q ®%'q direkt felbontást. 
Ugyanis, ha Xq = h'(Xq)+h"(Xq), akkor 
Ф Щ * 9 ) ) = (Ф' о h') (Xq) + ф' о h'\Xq). 
Másrészt 
(ф'оЮ(Х,) = 0(Ф'{Х
Ч
)) = Е(Ф'{Х
Ч
)) + Е'(Ф\Х
Ч
)), 
A fenti két relációból, mivel X tetszőleges és a felbontás egyértelmű, állításunk 
következik. 
1.3. TÉTEL. A Q tér struktúrája (struktúravektora) invariáns az A(h) csoporttal 
szemben. 
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Bizonyítás. A Q tér bármely differenciálható leképezésének lineáris folytatására, 
így tehát ф'-ге is teljesül a 
(i. 6) Ф'([№, z]q) = nzfbw-
Ha tehát W és Z horizontális vektormezó'k, akkor így is írható 
W, z}g) — S{lß'(W), Z)},-
Az (1. 5), valamint az 1. 2. Megjegyzés alapján az is adódik, hogy a Q tér torzió-
és görbületi tenzorai invariánsak az A (h) csoporttal szemben. 
Vizsgáljuk meg, hogyan függnek össze az A(h) transzformációi a cpx jobb oldali 
transzlációkkal, oc£GL(n, R). 
Erre a problémára ad választ az 
1. 4 . TÉTEL. Legyen ф d A (h) és a. £GL(n, R). Tekintsük a 
(1.7) >/r* : q - t y i q a j ) « - 1 q í Q 
leképezést. Állítás: ф*£А (h). 
Az (1. 7) leképezés a szokott jelölésekkel 
alakban írható, tehát 
Innen, mivel horp'x = cpxoh, 
•Aí о A = ! оф'о(ср
х
 oA) = ç J_ i °{Ф' °h)o<p'x = 
= {cpá-1 о h) о Ф' о <p* = h о (ç j_ 1 о ф' о cp'f) = h О ф^, 
s ezzel a tétel bizonyítást nyert. Azonnal látható, hogy ф* = ф akkor és csak akkor, 
ha ф bármely jobb oldali transzlációval felcserélhető'. Jelöljük ezek összességét A* (h)-
val. 
Legyen q0^Q,p(q0) = (xo>>'o) = «V «4(A) azon elemei, amelyek az (x0,y0) 
feletti fibrumot önmagába transzformálják, nyilván A (h) részcsoportját alkotják. 
Jelöljük ezt a részcsoportot A(h; n0)-lal. 
1. 2 . DEFINÍCIÓ. Az A(h;v0) csoportot A(h) izotropia-részcsoportjának nevezzük 
a v0 pontban. 
На ф £A(h;v0) és p(q)=v0, akkor nyilván 
(l/(q)=qa, oíGL(n,R). 
Az izotropia-részcsoport nyilván zárt részcsoportja A (A)-nak. 
Tekintsük a p:M — M diffeormorfizmust. Ennek lineáris folytatása az y-t 
р'(у)-Ъа, az { e j и-élt a {//(e,)}-élbe viszi át. Értelmezhető tehát a fi. Q — Q leképezés 
az alábbi hozzárendeléssel: 
(1.8) fi : q = (x, y; { e j ) - | > ( * ) , вШ M * . ) } ] -
1.3. DEFINÍCIÓ. Az (1. 8) szerint értelmezett Jx: Q — Q leképezést a p\ M — M 
által indukált leképezésnek, vagy bővített transzformációnak nevezzük. 
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Legyen Xx vektormező M fölött. Az I. 5. pontjában láttuk, hogy ez a mező M 
differenciálható leképezéseinek egyparaméteres <pt lokális csoportját generálja. Az 
1. 3 Definíció alapján képezhetjük а ф, bővített transzformációkat. Ezek nyilván Q 
egyparaméteres lokális transzformáció-csoportját szolgáltatják. Nevezzük ezt röviden 
bővített csoportnak. A következő pontban egyparaméteres lokális automorfizmus-
csoportokkal foglalkozunk. 
2. Lokális automorfizmusok. (Affinitások) 
A L/e-csoportok elméletéből ismert az egyparaméteres részcsoportok fontos 
szerepe. Mielőtt részletesebben foglalkoznánk egyparaméteres lokális automorfizmus-
csoportokkal, előkészítésül rámutatunk arra, miként lépnek fel ilyen természetű 
vizsgálatokban geometriai objektumoknak (az adott csoportra vonatkozó) L/c-féle 
deriváltjai. Látni fogjuk, hogy bizonyos objektumok invarianciája Zie-deriváltjuk 
eltűnésével ekvivalens. 
Az M differenciálható sokaságon tekintsük az X vektormező által generált 
(2.1) x(t) = exp(íX)x x ( 0 ) = x 
lokális transzformáció-csoportot. A (2. 1) transzformáció exp (tX)', illetve exp (tX)* 
lineáris bővítései a Tx, illetve T* vektortereken (illetve ezek tenzori szorzatain) 
operálnak. Legyen Ф (az egyszerűség kedvéért) differenciálforma. 
2. 1. DEFINÍCIÓ. А Ф formának a (2. 1) csoportra vonatkozó, /.(áQO-vel jelölt 
Lie-deriváltján az 
(2.2) { В Д ® } , = lim \ [exp (*ЛГ)*Ф
Я(0 - Фя] 
módon értelmezett formát értjük. 
Jelöljük ®(í)-vel a 
Ф (í) = exp (tX)* Ф Ф (0) = Ф 
formát. Ф(0 invariáns a (2. 1) csoporttal szemben, ha Ф (t) = Ф, azaz a (2. 1) trajek-
tóriái mentén Ф(г) nem változik. Állapítsuk meg az invariancia szükséges és elégséges 
feltételét. Számítsuk ki evégből Ф(г) t szerinti deriváltját. 
íW> 1 
— =Ит-
г
[Ф(1+О"Ф(0] = 
at ('_о t 
= lim — {exp [(í +1')]*® - exp (táf)*®} = 
t'->0 t 
= exp {txy lim ~ [exp {р'Х)*Ф — Ф] = exp ЦХ)*Ь{Х)Ф. 
í ' - » 0 t 
с1Ф 
Innen következik, hogy — = 0-<=>Е(А')Ф=0. 
Ahhoz tehát, hogy а Ф forma (vagy általában bármely geometriai objektum) 
invariáns legyen, az Е(А)Ф derivált eltűnése szükséges és elegendő. 
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Az 1. pont végén láttuk, hogy az M-nek bármilyen önmagára való ф leképezése 
a Q tér ф leképezésévé bővíthető. Speciálisan tehát bármely ф, lokális csoporthoz 
ß-nak egy i]/, egyparaméteres lokális transzformáció-csoportja tartozik. На ф,Х az 
Xmező generálja, valamely X fogja generálni а ф, csoportot. Számítsuk ki Xkompo-
nenseit. Általában, ha х'1=ф'(х) а ф: M-+M leképezés egyenletrendszere, akkor а ф : 
ß — ß leképezést az 
rendszer határozza meg. 
Speciálisan, ha a leképezést az 
ß 
x-~x(t) = exp(tX)x, X= Х'(х) -г—7-
ox' 
csoport eleme adja meg, akkor a 
q-+q(t) = exp (tX)q 
bővítés X generáló vektora a ß tér kanonikus koordinátarendszerében így írható: 
v-V д (дХ' \ д e x ' д 
Áttérve főhorizontális és kohorizontális bázisvektorokra, 
( 2 . 3 ) X=XsEs + ( VoXs) F, - V I Z S ) Gl, 
ahol a V j operáció, a 
(2.4) VjX' = - rl'X« +
 Cjm + Г Ь Г ' У 
Tekintetbe véve, hogy az X1 komponensek nem függnek y-tói, a (2. 4) jobb oldala 
igy is írható : 
(2. 5) VjX' = VjX1 + Cjm V0Xm. 
Ha a T*-k, illetve a C-k szimmetrikusak (s ezt a továbbiakban feltételezzük), 
akkor 
(2.6) VjX' = X\j + Cj,X\o • 
2.2 . DEFINÍCIÓ. A (2. 6) segítségével értelmezett v ; műveletet az X mező 
negyedfajú kovariáns deriváltjának nevezzük. 
(A 3. pontban majd megadjuk e deriváció geometriai jelentését.) 
Mindeddig nem foglalkoztunk a Tq érintőtér {Et, Ft, bázisának duális 
bázisával. 
2 . 3 . DEFINÍCIÓ. A 
(2. 7) в'(Е
к
) = ô'k, œ'(Fk) = ôlk, c5*(Gsm) - Slsôkm 
bázisban számítva 
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r e l á c i ó k k a l é r t e l m e z e t t f o r m á k a t r e n d r e a % } * , % q * , f q d u á l i s t e r e k duális bázisainak 
n e v e z z ü k . E g y s z e r ű s z á m í t á s s a l a d ó d i k , h o g y r e g u l á r i s ö s s z e f ü g g é s e s e t é n 
- (-il ( - 1 ) T - I ) 
()'= R'dxs; Œ'= Ris(dys+ymr%kdxk)= R[OJS 
< 2 . 8 ) ( - 1 ) 
®Í = Щ.Щ + + qmœ-)}. 
2 . 4 . DEFINÍCIÓ. A 
< 2 . 9 ) 0 ' W 0 4 y ( 0 k A < Í ) Í ) 
( 2 . 10) Ö.'k = dmk + — (CDl л ms) 
m ó d o n é r t e l m e z e t t f o r m á k a t a ß n y a l á b torzió-, i l l e t v e görbületi formáinak n e v e z z ü k . 
A q(t) = e x p (tX)q e g y p a r a m é t e r e s l o k á l i s t r a n s z f o r m á c i ó - c s o p o r t e l e m e i t 
l o k á l i s a u t o m o r f i z m u s o k n a k , a f f i n i t á s o k n a k , n e v e z z ü k , h a m e g ő r z i k a ß t é r l i n e á r i s 
ö s s z e f ü g g é s é t . P o n t o s a b b a n f o g a l m a z z a ez t m e g a 
2 . 5. DEFINÍCIÓ. A Z X m e z ő á l t a l g e n e r á l t l o k á l i s t r a n s z f o r m á c i ó k l o k á l i s a u t o -
m o r f i z m u s a i ß - n a k , h a 
( 2 . 1 1 ) L(X)ő)j = 0 (оЕ(А)Г?* = Е(А)Сд = 0 ) 
t e l j e s ü l , a z a z , h a a z coj f o r m a i n v a r i á n s . 
2 . 1 . Megjegyzés. A 2 . 3 . D e f i n í c i ó b ó l v i l á g o s , h o g y h a Z = Zjfil v e r t i k á l i s 
v e k t o r , ő>l(Z) = Zl, t e h á t cöj- z é r u s é r t é k e t v e s z f e l b á r m e l y Xq£%q h o r i z o n t á l i s 
v e k t o r o n : 
( 2 . 1 2 ) ü 2 ( A ' ) = 0 , h a X<j%g. 
2. 1. TÉTEL. Az X vektormező lokális automorf izmus-csoportot generál akkor és 
csak akkor, ha bármely Wq £ %q horizontális vektormező esetén 
[X, W]= 0 . 
Bizonyítás. Az I . f e j e z e t (4 . 3) k é p l e t e , v a l a m i n t a f e n t i 2 . 1. M e g j e g y z é s a l a p j á n , 
•{cőj h e l y e t t r ö v i d s é g k e d v é é r t ô>-t í r v a ) : 
i([X, W])m = L(X){i(W)m} —i(W)-L(X)œ= -i{W)L{X)m, 
t e h á t [ X , W ] = 0-*L ( X ) w = 0 . 
A f o r d í t o t t á l l í t á s s z i n t é n k ö n n y e n b e l á t h a t ó . 
2. 2. TÉTEL. Bármely lokális automorf izmus megőrzi a tér torzió-, illetve görbületi 
formáit. 
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Bizonyítás. ( 2 . 9 ) , i l l . ( 2 . 1 0 ) a l a p j á n a dL(X) = L(X)d f e l c s e r é l é s i f o r m u l a , 
v a l a m i n t a t r i v i á l i s L ( X ) 6 = 0 r e l á c i ó m i a t t 
L (X) ©•' = d(L (X) 00 + \{{L ( X ) вк) л œk + 9k л L (X) œk} = 0, 
L (X) h'j, = d(L (X) ml) + y {(L (À) ш|) л ä>, + wk л L (X) mj} = 0. 
A z Ь(Х)ш) = 0 r e l á c i ó b ó l L ( A ) j ' = 0 m i a t t Е ( А ) с 5 г = 0 a d ó d i k . E z e k e t f e l h a s z -
n á l v a a z a l á b b i k ö v e t k e z m é n y a z o n n a l b e l á t h a t ó . 
4 
Következmény. A k l a s s z i k u s e l m é l e t b ó ' l * i s m e r t 
&=-2 fi,dk A~0'+Cl,~0k л w1, 
П) = I S'jklœk л ш' + Pjk,wk Af>+ 2 a 0' 
f e l b o n t á s b ó l k i i n d u l v a a ( f e n t i t é t e l t f e l h a s z n á l v a ) r e n d r e a L(X)Sjkl = L(X)P'jkl = 
= L(X)R}kl = 0 r e l á c i ó k a d ó d n a k . * * 
3. Endomorfizmus-csoport az érintőtérben 
A (2 . 6 ) p o n t b a n é r t e l m e z e t t , n e g y e d f a j ú k o v a r i á n s d e r i v á l t n a k n e v e z e t t V i X ' 
t e n z o r n a k é r d e k e s g e o m e t r i a i i n t e r p r e t á c i ó j a a d h a t ó m e g . L á t n i f o g j u k , h o g y b á r m e l y 
X v e k t o r m e z ő (2 . 6 ) k ö z v e t í t é s é v e l a % ' q , , i l l . а v e k t o r t e r e k e g y - e g y £ " ( A ) , 
E"(X), E(X) e n d o m o r f l e k é p e z é s é t i n d u k á l j a . 
3 . 1. DEFINÍCIÓ. L e g y e n f V £ T " , X p e d i g M v a l a m e l y v e k t o r m e z ő j e . J e l ö l j e X 
a ( 2 . 3 ) v e k t o r t , V „Xs e n n e k v e r t i k á l i s k o m p o n e n s é t . A %'q, %'q, i l l e t v e а 
v e k t o r t e r e k X á l t a l g e n e r á l t E'(X), E"(X), E(X) endomorf leképezésein r e n d r e a z 
a l á b b i m e g f e l e l t e t é s e k e t é r t j ü k : 
E'(X) : Wph - - ( Wk <7kXs) Es € 4' 
E"(X) : Wch-+ — (JVk 4kX")Fs € 
ВД: И ^ - ( И 
Az E'(X), E"(X), i l l . E(X) l e k é p e z é s e k e t r e n d r e főhorizontális, kohoi izontális, 
i l l e t v e Minkowski-endomorfizmusnak n e v e z z ü k . 
* [1]. 
* * [13] . 
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A z a l á b b i a k b a n m e g a d j u k a z E(X){ = E{ = — VtXJ o p e r á t o r n a k , a m e l y 
t e h á t a z 
(3.1) E(X) : W-*E(X)W, Wi-^Ei]Wj= - №VsXl 
m ó d o n h a t , g e o m e t r i a i s z á r m a z t a t á s á t . E m l é k e z t e t ó ' ü l : 
( 3 . 2 ) V i X J ^ X l i + d s X | 0 . 
V e g y ü k a z M s o k a s á g o n a z 
( 3 . 3 ) x(t) = exp(tX)x0, | í | < £ l 
c s o p o r t n a k a z x0 p o n t b ó l k i i n d u l ó t r a j e k t ó r i á j á t . J e l ö l j ü k a t r a j e k t ó r i á n a k a z t a z 
í v é t , a m e l y e t a m o z g ó p o n t a O í í < £ < £ , i n t e r v a l l u m b a n l e í r , / £ - n a l . A z / £ m e n t é n 
v a l ó p á r h u z a m o s e l t o l á s o p e r á t o r á t j e l ö l j ü k r ( / £ ) - n a l . A z x 0 p o n t b a n t e k i n t s ü k a z 
( л ' 0 , Y 0 ) : (д-'о, уó) v o n a l e l e m e t . A z 
( 3 . 4 ) У(£) = т ( / £ ) У 0 
m e n n y i s é g n y i l v á n v o n a l e l e m a z x ( e ) = e x p (eX)x0 p o n t b a n . H a j t s u k v é g r e a ( 3 . 3 ) 
l e k é p e z é s i n v e r z é t . E n n e k e r e d m é n y e k é n t a z x0 p o n t b a n a z 
(3.5) Y0(s) = ехр(-бУ)'.т(/Е)У0  
v o n a l e l e m h e z j u t u n k . A z 
( 3 . 6 ) s — У 0 ( е ) 
h o z z á r e n d e l é s a 
(3.7) Ae = (x0, Y0(e))czV . 
g ö r b é t é r t e l m e z i . S p e c i á l i s t e r m é s z e t e a l a p j á n а Л £ g ö r b e n y i l v á n s z u b v e r t i k á l i s . 
А Л £ f o n t o s s z e r e p e t f o g j á t s z a n i a k ö v e t k e z ő ' k o n s t r u k c i ó b a n . 
T e k i n t s ü k a z (x0, Y0) v o n a l e l e m h e z t a r t o z ó T(''X[h уп) Minkowski-tér lV0(x0, Y0) 
v e k t o r á t . A W 0 v e k t o r o n e g y m á s u t á n h á r o m o p e r á c i ó t h a j t u n k v é g r e . 
1. E l t o l j u k W0-1 a z / £ t r a j e k t ó r i a m e n t é n p á r h u z a m o s a n ú g y , h o g y k ö z b e n Y0 
v o n a l e l e m e i s p á r h u z a m o s a n e l t o l ó d i k . J e l ö l j ü k e m ű v e l e t o p e r á t o r á t t * ( / £ ) - n a l . A z 
e r e d m é n y ü l k a p o t t 
( 3 . 8 ) lV'(s) = t * ( / £ ) 1 E 0 
v e k t o r t á m a s z t ó e l e m e n y i l v á n [ a (e ) , T ' ( e ) ] > a z a z , W f e ) £ T ^ e ) , тчю) • 
2 . A ( 3 . 8 ) v e k t o r r a a l k a l m a z z u k a (3 . 3 ) t r a n s z f o r m á c i ó i n v e r z é n e k e x p (—sx)r 
l i n e á r i s b ő v í t é s é t . A 
(3. 9) W0{e) = exp (-еХ)'х*(1 е) W0 
v e k t o r t á m a s z t ó e l e m e ( x 0 , Y0(e)) l e s z (3 . 5 ) a l a p j á n , t e h á t Wó(e) 6 T(XOt 
3 . A v é g b ő l , h o g y a k i i n d u l á s i ( x 0 , У 0 ) v o n a l e l e m b e n é r t e l m e z e t t v e k t o r h o z 
j u s s u n k , t o l j u k e l p á r h u z a m o s a n a ( 3 . 9 ) v e k t o r t ( r ö g z í t e t t x0 c e n t r u m m e l l e t t ) a 
( 3 . 7 ) a l a t t é r t e l m e z e t t A £ s z u b v e r t i k á l i s g ö r b e A £ _ 1 i n v e r z g ö r b é j e m e n t é n . M i v e l 
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Л £
 1
 v é g p o n t j a У 0 , a z é r t a 
( 3 . 1 0 ) Wo(e) = T ( A J * ) e x p ( — eX)'t* (le) Wo 
v e k t o r t á m a s z t ó e l e m e a z ( x 0 , Y0) v o n a l e l e m , a z a z , W0(e) £ T(XO,Yo)- E z e k u t á n 
l e h e t ó ' s é g n y í l i k W0 é s W0(e) ö s s z e h a s o n l í t á s á r a , h i s z e n m i n d k é t v e k t o r a T,"XOir0) 
v e k t o r t é r e l e m e . 
J e l ö l j ü k S £ - n a l a 
2 e : Wo - 2 г ( Wo) = Wo (e) = т ( Л Г l ) e x p ( - eX)' r* ( /£) W0  
h o z z á r e n d e l é s t , a h o l 
Z0(W0) = W0 ( i d e n t i k u s l e k é p e z é s ) . 
K é p e z z ü k a 
l im — [(2г - 2o)(Wo)] = l im — { W0(e) - W0} = W0 
£-.0 E £—. 0 £ 
h a t á r é r t é k e t . N y i l v á n W0 £ T(X(j, y0 . . 
3. 1. TÉTEL. A W0 vektor nem más, mint 
д \ , , ' ..„• ( 3 
Wo =E(X) Wo=E)Wi ^ ^
 у ( Г -(V,Af.) W ^ d x i J o . 
tehát az a vektor, amelyet az E(X) Minkowski-endomorf izmus rendel a W0 vektorhoz. 
Bizonyítás: A t é t e l l o k á l i s j e l l e g e m i a t t l e g y e n s z a b a d e z ú t t a l a z i g a z o l á s t i s 
k l a s s z i k u s e s z k ö z ö k k e l v é g r e h a j t a n i , i s m e r e t e s , h o g y a p á r h u z a m o s e l t o l á s d i f f e r e n -
c i á l e g y e n l e t e a z ( x ( í ) , t ( 0 ) g ö r b e m e n t é n 
« i n DW> dW'\wsír*idx" мг> n 
M á s r é s z t a ( 3 . 3 ) l e k é p e z é s l o k á l i s k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n 
( 3 . 1 2 ) e x p (tX)xo : xl(г) = .то +1X4*0(0, 
t e h á t a z i n v e r z t r a n s z f o r m á c i ó : 
( 3 . 1 3 ) x o ^ x f O - t X ' + t O i t ) . 
Az 1. l é p é s ( a n a l i t i k u s a n ) a b b a n á l l , h o g y m e g o l d j u k a (3 . 11) e g y e n l e t e t a z 
oá = 0 f e l t é t e l m e l l e t t . ( E z u t ó b b i a n n y i t j e l e n t , h o g y a v o n a l e l e m p á r h u z a m o s a n e l t o -
l ó d i k x ( f ) m e n t é n . ) A W'(e) l o k á l i s k o m p o n e n s e i 
[ » " ( e ) ] ' = Wo-eWStttXk + tíO(s). 
A (3 . 13) i n v e r z é n e k l i n e á r i s b ő v í t é s é t a l k a l m a z v a : 
= Wlo-E ( j ^ + r t i - A ^ Wo+ г о ( e ) = 
= Wo — eX\m Wo +e0(e). 
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A h a r m a d i k l é p é s b e n a c e n t r u m r ö g z í t e t t , = 0 , a n ö v e k m é n y k i s z á m í t á s a 
а - г С Ж х \ о . . . m e n n y i s é g e t e r e d m é n y e z i . í g y t e h á t 
[ Wo(fi)]' = [ T ( A ; 1 ) W'o(£)]'• = (Wo- sX\mIVo + e0(«)) -
- ECLWŐXfo + eO(e) =Wo- E{X\„ + cLx|o} Wo + £0( f i ) . 
K ö v e t k e z é s k é p p e n 
[ (Ко(fi) - WoY = - E [X{m + CLX|o} Wo + fiO(fi). 
V é g ü l i s 
lim — [ (Ко(fi) - WoY = - (X\m + C'nkX,*o) Wo = (E(X) WoY, 
s->o £ 
s e z z e l t é t e l ü n k b i z o n y í t á s t n y e r t . 
V i z s g á l j u k a ï s : (K 0 — W0(e) e n d o m o r f i z m u s - s e r e g e t a z e s e t b e n , h a a z X v e k t o r -
m e z ő e g y p a r a m é t e r e s l o k á l i s a u t o m o r f i z m u s - c s o p o r t o t g e n e r á l . E b b e n a z e s e t b e n 
l á t n i f o g j u k , h o g y a X e m a g a i s e g y p a r a m é t e r e s l o k á l i s e n d o m o r f i z m u s - c s o p o r t a 
T<%, y0) t é r b e n . 
A b i z o n y í t á s a z a l á b b i l e m m á r a t á m a s z k o d i k . 
3 . 1. LEMMA. Ha Y0 a kezdő-vonalelem, akkor 
( 3 . 14 ) Y0(E + E') = e x p ( - E ' X ) ' t ( / , - ) • 7 0 ( E ) . 
V a l ó b a n , 
7 0 ( £ + £ ' ) = e x p [ — ( f i + £ ' ) Х ] ' т ( / £ + £ . ) Y 0 . 
A p á r h u z a m o s e l t o l á s t u l a j d o n s á g a m i a t t 
( 3 . 15 ) Y0(E + s ' ) = e x p ( - e ' X ) ' - e x p ( - е Х ) ' т [ е х р ( е Х ) / £ . ] т ( / е ) 7 0 . 
M i v e l X l o k á l i s a u t o m o r f i z m u s , a z e x p (— EX)' é s a t o p e r á c i ó k f e l c s e r é l h e t ő k , 
t e h á t 
e x p ( — f i X ) ' r [ e x p ( e X ) / £ . ] = т ( / £ . ) e x p ( - e X ) ' . 
E z t ( 3 . 1 5 ) - b e h e l y e t t e s í t v e , é p p e n ( 3 . 1 4 ) - e t k a p j u k e r e d m é n y ü l . E z z e l a l e m m á t 
b e b i z o n y í t o t t u k . M á s m e g f o g a l m a z á s b a n 
( 3 . 1 6 ) Л £ + £ , = Л ; О Л ; . , 
a z a z a z e - f e ' — A £ + £ . s z u b v e r t i k á l i s g ö r b é t ú g y k a p j u k , h o g y e l ő s z ö r A £ - t í r j u k l e s 
e n n e k v é g p o n t j á b ó l k i i n d í t j u k A £ . - t . 
A l e m m á r a t á m a s z k o d v a m o s t m á r k ö n n y e n b i z o n y í t h a t ó a 
( 3 . 1 7 ) 2 « = т ( А ' Г e x p ( — e X ) ' t (/„) 
e g y p a r a m é t e r e s e n d o m o r f i z m u s - s e r e g c s o p o r t - t u l a j d o n s á g a . A z ( e g y é b k é n t f o r m á l i s ) 
b i z o n y í t á s t m e l l ő z z ü k . 
E d d i g i e r e d m é n y e i n k e t f o g l a l j a ö s s z e a 
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3. 2 . TÉTEL. Ha az X vektormező lokális automorfizmusok egyparaméteres cso-
portját generálja, akkor a (3. 17) alatti X,. leképezések, (bármely Minkowski-érintő-
térben) egyparaméteres lok ális csoportot alkotnak. 
E z t a c s o p o r t o t a z X m e z ő h ö z t a r t o z ó e g y p a r a m é t e r e s e n d o m o r f i z m u s - c s o p o r t -
n a k n e v e z z ü k . A 3 . 2 . T é t e l a l a p j á n e c s o p o r t o t a z E ( X ) o p e r á t o r s e g í t s é g é v e l a 
W0(e) = X , , ( (T 0 ) = е х р [ е В Д ] Wü 
a l a k b a í r h a t j u k . 
L e g y e n e k e x p (tXx)x, i l l e t v e e x p (tXf)x l o k á l i s a u t o m o r f i z m u s - c s o p o r t o k . A k k o r , , 
t e r m é s z e t e s m ó d o n , a z x{t) = e x p (t[Xl, X2])x c s o p o r t is l o k á l i s a u t o m o r f i z m u s o k b ó l 
á l l . ( A L i e - f é l e c s o p o r t o k á l t a l á n o s e l m é l e t é b ő l i s m e r e t e s , h o g y e z e k a z e g y p a r a m é t e -
r e s a u t o m o r f i z m u s - c s o p o r t o k a z A(h) a u t o m o r f i z m u s - c s o p o r t o t generálják, h a A(h) 
ö s s z e f ü g g ő , e g y é b k é n t A(h) e g y s é g e l e m é n e k k o m p o n e n s é t . ) J e l ö l j ü k a l o k á l i s a u t o -
m o r f i z m u s o k a t g e n e r á l ó X v e k t o r m e z ő k E / e - a l g e b r á j á t A - s a l , s t e k i n t s ü k a z SA — 
= {E(X), XeA} h a l m a z t . É r t e l m e z z ü k e b b e n a h a l m a z b a n a z E(X1), E(X2) e l e m e k 
k o m m u t á t o r á t a z 
( 3 . 18) [ Д А Д £(X2)]JV= ( В Д О В Д - В Д ) О В Д } W 
m ó d o n , a h o l a z E ( X 2 ) о E ( X l ) k a p c s o l á s ú g y é r t e n d ő , h o g y e l ő s z ö r a W v e k t o r 
E(Xl) W k é p é t , m a j d e n n e k E ( A 2 ) - k é p é t v e s s z ü k . A z iA h a l m a z t e h á t Lie-algebrát 
a l k o t . A L i e - c s o p o r t o k a l a p t é t e l e i s z e r i n t e L i e - a l g e b r á h o z e g y , ^ - v a l j e l z e t t , L i e -
c s o p o r t t a r t o z i k , a m e l y n e k e g y p a r a m e t e r e s r é s z c s o p o r t j a i n y i l v á n a 3 . 2 . T é t e l b e n 
s z e r e p l ő e x p (tE(Xj) s z i m b ó l u m ú l e k é p e z é s e k . 
3 . 2 . DEFINÍCIÓ. A z S
л
 L i e - c s o p o r t o t a z A - a l g e b r á h o z t a r t o z ó endomorfizmus-
csoportnak n e v e z z ü k . 
A z & A c s o p o r t v i s e l k e d é s e s z o r o s a n ö s s z e f ü g g a F i n s l e r - n y a l á b g ö r b ü l e t i v i s z o -
n y a i v a l . C s u p á n t e c h n i k a i p r o b l é m á t j e l e n t a k ö v e t k e z ő t é t e l b i z o n y í t á s a . 
3 . 3. TÉTEL. Legyen X, Y^A. Akkor 
(3. 19) Q{X, Y) = E(X)oE(Y)-E(Y)oE(X)-E([X, У]), 
ahol E(X),E(Y), E{[X, Y])íSA és 
{Q{X, Y)}) = R)klXkYl + SjkiX[oT|о + Pуы(XkY'o - YkX{b). 
A (3. 18) jelöléssel (3. 19) így is írható: 
(3. 20) Q(A, Y)-ЩХ), E(J)] +E([X, Y]) = 0. 
A r é s z l e t e s b i z o n y í t á s t , a n n a k v i s z o n y l a g e g y s z e r ű v o l t a m i a t t m e l l ő z z ü k . 
4. Automorfizmusok Finsler-féle metrikus terekben 
4 . 1. DEFINÍCIÓ. A Q F i n s l e r - f é l e fibrált t e r e t Finsler-féle metrikus térnek* 
n e v e z z ü k , h a a Q t é r V b á z i s t e r é n a d o t t a z £ ( x , У ) > 0 , a z £ ( x , yz) = z £ ( x , y)„ 
z£R+, f e l t é t e l t k i e l é g í t ő f ü g g v é n y , a z ú n . alapfüggvény, a m e l y e l e g e t t e s z a z i s m e r t 
* П]. 
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U a r t a n - f é l e k ö v e t e l m é n y n e k : a z F= - f 2 f ü g g v é n y b ő l s z á r m a z t a t o t t 
82F 
< 4 Л > 
k o e f f i c i e n s e k k e l k é p z e t t k v a d r a t i k u s f o r m a pozitív définit. 
A (4 . 1) á l t a l é r t e l m e z e t t m e t r i k á h o z kanonikus módon t a r t o z i k a Q n y a l á b n a k 
e g y l i n e á r i s ö s s z e f ü g g é s e . A z ö s s z e f ü g g é s Г * , i l l . С ö s s z e f ü g g é s i o b j e k t u m a i n a k a 
g t j m e n n y i s é g e k b ő l v a l ó s z á r m a z t a t á s a C a r t a n a l a p v e t ő m u n k á j a a l a p j á n j ó l i s m e r t . 
4. 2. definíció. A z M s o k a s á g <p:M — M d i f f e o m o r f i z m u s á t mozgásnak n e v e z -
z ü k , h a a V-n i n d u k á l t cp' l e k é p e z é s r e 
<4.2) F(T(x), cp(y)) = F(x, y) 
t e l j e s ü l . A m o z g á s o k a F i n s l e r - t é r a u t o m o r f i z m u s a i . 
K ö n n y ű k i m u t a t n i , h o g y h a a Finsler-féle t e r e t a k a n o n i k u s l i n e á r i s ö s s z e f ü g g é s -
s e l l á t j u k e l , a k k o r b á r m e l y m o z g á s e g y ú t t a l a z A{h) c s o p o r t e l e m e i s , t e h á t a f f i n i t á s . 
I s m e r e t e s , h o g y a <p, l o k á l i s c s o p o r t lokális mozgásokból á l l , h a 
<4. 3) L(X)gij = 0 
t e l j e s ü l , a h o l A a q>,-t g e n e r á l ó v e k t o r m e z ő . L o k á l i s k o o r d i n á t á k b a n a ( 4 . 3 ) f e l t é t e -
lek, (az ún. Killing-egyenletek*) a 
(4.4) Anj-f Xj\i + 2C,;,„A|o = 0 
a l a k b a n í r h a t ó k . A z e l ő z ő p o n t b a n b e v e z e t e t t V ; n e g y e d f a j ú k o v a r i á n s d e r i v á c i ó 
s e g í t s é g é v e l e z e k a z e g y e n l e t e k a z a l á b b i , i g e n e g y s z e r ű f o r m á r a h o z h a t ó k : 
(4.5) VjAj- + VjA; = 0. 
U g y a n ú g y , a h o g y a n e z t a 3 . p o n t b a n t e t t ü k , é r t e l m e z h e t j ü k , l o k á l i s m o z g á s o k 
e s e t é n i s a z é r i n t ő t é r e n d o m o r f i z m u s a i t a 
W-E{X) W : fVi - - ( VmA;) Wm 
s e g í t s é g é v e l . A z E(X)tj k o m p o n e n s e k b e v e z e t é s é v e l á t í r h a t j u k a K i l l i n g - e g y e n l e t e k e t 
a z 
(4.6) E(X)u + E(X)ß = 0 
a l a k b a . I g a z t e h á t a z a l á b b i 
4 . 1. TÉTEL. A Minkowski-féle érintőtér Killing-vektorokhoz tartozó endomor-
f izmusainak E( A);j- operátorai ferdén szimmetrikusak. 
B i z o n y í t j u k a z a l á b b i á l l í t á s t . 
4 . 2 . TÉTEL. Legyen ij/t lokális affinitás és tegyük fel, hogy az (x0, y0) fix vonal-
elemben teljesül a (4. 6) reláció. (Azt mondjuk, hogy a \j/t leképezés izometrikus az (xQ, y0) pontban.) Akkor (4. 6) mindenütt teljesül, következésképpen ф, a tér lokális 
mozgása. 
* ИЗ]. 
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Bizonyítás: J e l ö l j e £ j a l o k á l i s a f f i n i t á s h o z t a r t o z ó E(X) e n d o m o r f i z m u s k o m -
p o n e n s e i t . K i s z á m í t v a Е{Х)) = E\ i n v a r i á n s d i f f e r e n c i á l j á t , a z ( x ( f ) , y ( í ) ) g ö r b e 
m e n t é n a 
DE) i dxh : . dxh 
~~dT = RjhsXS ~df + PjhsX]° ~dt " 
( 4 . 7 ) 
Dyh i
 s Dyh 
— PjSkXs —j- + S jshX\o — 
ö s s z e f ü g g é s t k a p j u k . E z a r e l á c i ó e g y s z e r ű k ö v e t k e z m é n y e a z L(X)â>) = 0 d e f i n i á l ó 
e g y e n l e t n e k . M i v e l — = 0 , a z é r t ( 4 . 7 ) b a l o l d a l a a l a k b a n i s í r h a t ó . E z t 
DE-
f e l t é t e l e z v e a d j u k ( 4 . 7 ) b a l o l d a l á h o z a k i f e j e z é s t . A R i j s h , s t b . t e n z o r o k 
f e r d e s z i m m e t r i á j a m i a t t a j o b b o l d a l o n z é r u s t k a p u n k , t e h á t 
14 8T DE» + DE» - D (F 4-F \ — D H i j - 0 ( 4 . 8 )  ( £ . . +
 E j i ) ^ ~ i r - 0 , 
F e l h a s z n á l v a a z t , h o g y + Eß = 0 a z ( x 0 , y 0 ) v o n a l e l e m b e n , t o v á b b á a z t , 
h o g y a ( 4 . 8 ) e g y e n l e t r é s z l e t e s e n k i í r v a a Hij i s m e r e t l e n f ü g g v é n y e k b e n l i n e á r i s , 
e z é r t H , j = 0 . E z z e l a t é t e l b i z o n y í t á s t n y e r t . 
5 . Z á r ó m e g j e g y z é s e k 
T á r g y a l á s a i n k a t k é t p r o b l é m a f e l v e t é s é v e l z á r j u k . A z e g y i k a l i n e á r i s ö s s z e f ü g g é s 
e g z i s z t e n c i á j á v a l , a m á s i k a h o l o n o m i a - c s o p o r t f o g a l m á v a l k a p c s o l a t o s . 
5 . 1 TÉTEL. Bármely Q Finsler-féle fibrált tér ellátható lineáris összefüggéssel, 
ha Q a II. megszámlálhatósági axiómának eleget tesz. 
E z t a t é t e l t t e l j e s r é s z l e t e s s é g g e l , t ö b b o k m i a t t , n e m b i z o n y í t j u k . A d ö n t ő o k 
a z , h o g y a b i z o n y í t á s s o r á n s z ü k s é g v a n a fibrált t e r e k á l t a l á n o s e l m é l e t é n e k m o n d -
h a t n i t e l j e s a p p a r á t u s á r a , b e l e é r t v e a fibrált t e r e k h o m o t o p i a - e l m é l e t é t i s . A I I . f e -
j e z e t e l e j é n a fibrált t e r e k n e k c s u p á n a z é r t e l m e z é s é r e t é r t ü n k k i , m e l l ő z n ü n k k e l -
l e t t a r é s z l e t e s e b b b e v e z e t é s t . É p p e n e z é r t a z a l á b b i a k b a n v á z o l t heurisztikus g o n -
d o l a t m e n e t , h a n e m i s t e k i n t h e t ő 5. 1. s z i g o r ú b i z o n y í t á s á n a k , a k ö v e t e n d ő e l j á -
r á s l é n y e g é r e t ö b b é - k e v é s b é r á m u t a t . 
A Q s o k a s á g l i n e á r i s ö s s z e f ü g g é s e i n e k H={h} h a l m a z á r ó l k i m u t a t t u k , h o g y 
k o n v e x h a l m a z . J e l ö l j e Hq a hq=h\Tq l e s z ű k í t é s e k h a l m a z á t : Hq = {hq}. E h a l m a z t 
k í v á n j u k e l ö l j á r ó b a n k i s s é r é s z l e t e s e b b e n t a n u l m á n y o z n i . L e g y e n hq, hq£Hq. A k k o r , 
h a q fix, 
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A z á r ó j e l b e n á l l ó m e n n y i s é g e k n y i l v á n t e n z o r o k , j e l ö l j ü k e z e k e t r e n d r e Gyr 
v e l , i l l e t v e # j ; - v e l . A k k o r n y i l v á n 
( 5 . 1 ) Г = Г + G , C = C + H . 
E b b ő l a r e l á c i ó b ó l t e h á t a z t k a p j u k , h o g y a hq l o k á l i s Г , i l l . С k o m p o n e n s e i n e k 
i s m e r e t é b e n b á r m e l y m á s hq^Hq ú g y á l l e l ő , h o g y hq m e g f e l e l ő k o m p o n e n s e i h e z 
a G , i l l e t v e H t e n z o r o k k o m p o n e n s e i t a d j u k . A 
(5.2) Aq : Hq — R2ni (q fix) 
l e k é p e z é s t í g y é r t e l m e z z ü k : 
hq — {T'sjRk, CsjRk}, 
a z a z hq-nak a z R2n> t é r n e k a z t a p o n t j á t f e l e l t e t j ü k m e g , a m e l y n e k d e r é k s z ö g ű 
k o o r d i n á t á i é p p e n a z á r ó j e l b e n á l l ó 2 n 3 s z á m ú ( v a l a m i l y e n s o r r e n d e t e g y s z e r s m i n -
d e n k o r r a r ö g z í t v e ) m e n n y i s é g e k . A z (5 . 2 ) l e k é p e z é s t e h á t / / 4 - n a k R2n> v a l a m e l y 
r é s z h a l m a z á t f e l e l t e t i m e g , t e h á t a l e k é p e z é s a l a p j á n Hq t o p o l o g i k u s t é r r é t e h e t ő . 
H a Aq(hq)dR2"3 i s m e r t , a k k o r ( 5 . 1) a l a p j á n b á r m e l y m á s hq k é p é t ú g y k a p j u k , 
h o g y a Aq(hq) v e k t o r h o z h o z z á a d j u k a {G, H) k o o r d i n á t á j ú v e k t o r o k a t . E z a n n y i t 
j e l e n t , h o g y a Aq(Hq) h a l m a z o n e g y a d d i t í v t r a n s z f o r m á c i ó - c s o p o r t ( j e l ö l j ü k A N -
n e l ) o p e r á l . H a hq^Hq, j e l e n t s e p a p:hq—q p r o j e k c i ó t . Ö s s z e f o g l a l v a : a Q t é r 
l i n e á r i s ö s s z e f ü g g é s e i n e k H h a l m a z a { # , Q, p, Hq, AN} s z i m b ó l u m ú fibrált t é r r é 
t e h e t ő . N e v e z z ü k e z t összefüggés-nyalábnak. E b b e n a t e r m i n o l ó g i á b a n a k k o r Q 
v a l a m e l y h ö s s z e f ü g g é s e n e m m á s , m i n t e g y 
(5.3) h : Q-H, q —hq£Hq 
ú n . keresztmetszet [14] . A z e g z i s z t e n c i a - p r o b l é m a t e h á t a z (5 . 3 ) a l a k ú k e r e s z t -
m e t s z e t e k l é t e z é s é v e l e k v i v a l e n s . E z e k ( h a n g s ú l y o z z u k , nagybani) l é t e z é s e a fibrált 
t e r e k e l m é l e t é n e k e g y i k k ö z p o n t i p r o b l é m á j a . I s m e r e t e s a z o n b a n e g y e l é g á l t a l á n o s 
t é t e l [14] , a m e l y h o m o t o p i a i l a g e g y s z e r ű e n v i s e l k e d ő fibrum e s e t é n a z e g z i s z t e n c i á t 
b i z t o s í t j a . S z e r e n c s é r e a m i a t t , h o g y a Hq h a l m a z a z ( 5 . 2 ) a l a p j á n v a l a m e l y e u k l i -
d e s z i t é r k o n v e x h a l m a z á v a l á l l k a p c s o l a t b a n , a z e m l í t e t t á l t a l á n o s e g z i s z t e n c i a -
t é t e l k ö v e t e l é s e i t e l j e s ü l n e k , h a c s a k a Q b á z i s t é r a 11. m e g s z á m l á l h a t ó s á g i a x i ó -
m á n a k e l e g e t t e s z . E z v i s z o n t b e k ö v e t k e z i k , h a M r e n d e l k e z i k e z z e l a t u l a j d o n s á g g a l . 
A m á s i k f o n t o s p r o b l é m a a h o l o n o m i a - c s o p o r t t a l k a p c s o l a t o s . L e g y e n Q 
l i n e á r i s a n ö s s z e f ü g g ő F i n s l e r - n y a l á b . 
5 . 1. DEFINÍCIÓ. A Q t é r Ф,( ( h o m o g é n ) holonomia-csoportja a q p o n t b a n 
m i n d a z o n aZGL(n, R) e l e m e k h a l m a z a , a m e l y e k r e a q é s qa. p o n t o k horizontális 
úttal ö s s z e k ö t h e t ő k . 
K ö n n y ű i g a z o l n i , h o g y а Ф | ; h a l m a z v a l ó b a n c s o p o r t . 
A d e f i n í c i ó e g y s z e r ű s é g e e l l e n é r e e f o g a l o m m a l k a p c s o l a t o s a n p r o b l é m á k n a k 
e g é s z s o r a v e t ő d i k f e l . E z e k e g y r é s z e i n t e r p r e t á c i ó s j e l l e g ű , s a k k o r l é p n e k f e l , h a 
a Q t e r e t X - r e , s e n n e k m e g f e l e l ő e n T(Q)-t a M i n k o w s k i - é r i n t ő t é r r e s z ű k í t j ü k l e . 
E l e s z ű k í t e t t v á l t o z a t b a n b o n y o l u l t n a k l á t s z i k а Ф
ч
 h o l o n o m i a - c s o p o r t L i e - a l g e b -
r á j á n a k e l ő á l l í t á s a , e n n e k ö s s z e f ü g g é s e a z ê A e n d o m o r f i z m u s - c s o p o r t L i e - a l g e b -
r á j á v a l s t b . E z e k r e v o n a t k o z ó a n c s a k n é h á n y s p e c i á l i s t e r m é s z e t ű r é s z e r e d m é n y t 
e m l í t h e t n é n k m e g . 
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A KÜLFÖLDI SZAKIRODALOMBÓL 
KÉTVÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEKRŐL (II)* 
í r ta : A. SZ. K R O N R O D 
3. §. Monoton függvények 
A m o n o t o n f ü g g v é n y f o g a l m á n a k i n t u i t í v t a r t a l m a a b b a n á l l , h o g y a z a r g u -
m e n t u m o t „ b i z o n y o s i r á n y b a n " m e g v á l t o z t a t v a a f ü g g v é n y n ö v e k s z i k ( i l l e t v e f o g y ) . 
E g y e n e s v o n a l o n é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y e k e s e t é n l é t e z i k i l y e n „ t e r m é s z e t e s i r á n y " . 
M á r a k ö r v o n a l o n , v a g y m o n d j u k , e g y o l y a n k o n t i n u u m o n é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y e k 
e s e t é b e n a z o n b a n , a m e l y e g y k ö z ö s v é g p o n t t a l r e n d e l k e z ő h á r o m s z a k a s z b ó l á l l , 
b e k e l l v e z e t n ü n k a pontra vonatkozó m o n o t o n i t á s f o g a l m á t . U g y a n e z a h e l y z e t 
a n é g y z e t e n v a g y k é t d i m e n z i ó s g ö m b f e l ü l e t e n m e g a d o t t f ü g g v é n y e k n é l ( é s a k k o r 
i s , h a a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y d i m e n z i ó j a m é g n a g y o b b ) . 
E b b e n a z e s e t b e n t e r m é s z e t e s d o l o g a z t m o n d a n i , h o g y a z F(q) f ü g g v é n y a 
( p o n t r a n é z v e m o n o t o n n ö v e k e d ő , h a a z rj p o n t £ - t ő l v a l ó „ t á v o l o d á s a k o r " a z 
F(r\) m e n n y i s é g n ö v e k s z i k . M i n d e n a z o n m ú l i k , h o g y a n v e z e t j ü k b e a z rj p o n t ç - t ô l 
v a l ó t á v o l o d á s á n a k f o g a l m á t . 
1 2 . d e f i n í c i ó . A z F(rj) f o l y t o n o s f ü g g v é n y t ( a ( p o n t r a n é z v e ) monoton növe-
kedőnek n e v e z z ü k , h a m i n d e g y i k n í v ó h a l m a z á n a k m i n d e g y i k r e g u l á r i s k o m p o n e n s e 
n ö v e k e d é s i k o m p o n e n s , k i v é v e e s e t l e g a ( p o n t o t t a r t a l m a z ó t . 
A z F(rj) f o l y t o n o s f ü g g v é n y t ( a ( p o n t r a n é z v e ) monoton fogyónak n e v e z z ü k , 
h a m i n d e g y i k n í v ó h a l m a z á n a k m i n d e g y i k r e g u l á r i s k o m p o n e n s e f o g y á s i k o m p o -
n e n s , k i v é v e e s e t l e g a ç p o n t o t t a r t a l m a z ó t . 
A m e g a d o t t d e f i n í c i ó m a g á n a k a z F ( f ) f ü g g v é n y n e k a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y á -
b a n b e v e z e t h e t ő k ö v e t k e z ő „ f ö l d r a j z n a k " f e l e l m e g : a z /; p o n t „ k ö z e l e b b " v a n 
£ - h e z , m i n t (-hoz, h a a z rj p o n t o t t a r t a l m a z ó n í v ó h a l m a z - k o m p o n e n s a ( , ( p o n t o k a t 
e l v á l a s z t j a . M a g á t ó l é r t e t ő d ő e n e l ő f o r d u l h a t , h o g y a z rj, (• p o n t o k „ ö s s z e h a s o n l í t -
h a t a t l a n o k " . A k ö v e t k e z ő s e g é d t é t e l i g a z o l j a a z e l m o n d o t t a k a t : 
16. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(if) folytonos, a ( pontra nézve monoton növekedő 
(illetve fogyó) függvény. Akkor F(rf) bármelyé reguláris komponensének belső karak-
terisztikája az F*(t]) függvény abszolút minimumot (illetve maximumot) szolgál-
tató komponense. 
BIZONYÍTÁS. T e g y ü k f e l a z á l l í t á s e l l e n k e z ő j é t . A z F(t]) f ü g g v é n y m e g h a t á r o -
z o t t s á g k e d v é é r t l e g y e n n ö v e k e d ő . L e g y e n К a t n í v ó o l y a n r e g u l á r i s k o m p o n e n s e , 
a m e l y r e a K* b e l s ő k a r a k t e r i s z t i k a a z F" (r j ) f ü g g v é n y n e k n e m a b s z o l ú t m i n i m u m o t 
* Успехи математических Наук , Том V, Выпуск 1 (35), 24—134. A fordítás első része 
a MTA III. Osztály Közleményei 13 (1962) 361 — 386. oldalán jelent meg, és tartalmazza a Függelék 
című fejezetet és a teljes irodalomjegyzéket, valamint az eredeti cikk I. fejezete 1—2. §-át. 
A most közölt rész az I. fejezet 3 — 5. §-át és teljes II. fejezetét öleli fel. 
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s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s e . L e g y e n Jx é s J2 az a k é t t a r t o m á n y , a m e l y r e К s z é t v á l a s z t j a 
J-t, é s l e g y e n ÇZJi- A k k o r t a l á l h a t ó o l y a n £ p o n t J2-ben, h o g y F ( £ ) < / . O l y a n 
k o m p o n e n s e k , a m e l y e k a J t a r t o m á n y t k e t t ő n é l t ö b b r é s z r e o s z t j á k , l e g f e l j e b b 
m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k n í v ó h a l m a z b a n f o r d u l n a k e l ő , t e h á t v á l a s z t h a t u n k o l y a n 
t' s z á m o t ( F ( £ ) < í ' < t ) , h o g y a z Er n í v ó h a l m a z n e t a r t a l m a z z o n i l y e n k o m p o n e n s t . 
А £ p o n t o t a t' n í v ó e l v á l a s z t j a A - t ó l é s í g y Et. b i z o n y o s k o m p o n e n s e i e l v á l a s z t j á k 
a £ p o n t o t A - t ó l . L e g y e n L az E,. h a l m a z e m l í t e t t k o m p o n e n s e i k ö z ü l a A - h o z 
l e g k ö z e l e b b i ( e n n e k l é t e z é s é t a 9 . s e g é d t é t e l b i z t o s í t j a ) . A t' é r t é k m e g v á l a s z t á s a 
f o l y t á n a z L k o m p o n e n s r e g u l á r i s . T e k i n t s ü k a z L k o m p o n e n s L** k ü l s ő k a r a k -
t e r i s z t i k á j á t . A z 1. t é t e l s z e r i n t L** v a g y f é l m a x i m u m o t s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s 
v a g y f é l m i n i m u m o t s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s , v a g y p e d i g k o n c e n t r i k u s s z i n g u l a r i -
t á s ú k o m p o n e n s . A m á s o d i k é s h a r m a d i k e s e t e t k i z á r j a a z a f e l t e v é s , h o g y a z F(r\) 
f ü g g v é n y m o n o t o n n ö v e k e d ő . 
T e h á t L * * f é l m a x i m u m o t s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s . D e a A - h o z m e g s z e r k e s z -
t e t t F* (//) f ü g g v é n y t' n í v ó j á n a k a £ , £ p o n t o k a t e l v á l a s z t ó k o m p o n e n s e i k ö z ü l L a 
£ - h e z legközelebbi, é s a 10. s e g é d t é t e l s z e r i n t a z L * * k ü l s ő k a r a k t e r i s z t i k á n a k f é l -
m i n i m u m o t s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s n e k k e l l l e n n i e , m e r t t' < t = F ( £ ) . 
A n y e r t e l l e n t m o n d á s s a l a s e g é d t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
A b i z o n y í t á s t a r r a a z e s e t r e , a m i k o r F(rf) m o n o t o n f o g y ó f ü g g v é n y , a — F ( / / ) 
f ü g g v é n y v i z s g á l a t á v a l k a p j u k . 
A 16 . s e g é d t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y h a F{rj) a £ p o n t r a n é z v e m o n o t o n n ö v e -
k e d ő f ü g g v é n y é s a £ p o n t a f e n t b e v e z e t e t t é r t e l e m b e n m e s s z e b b v a n £ - t ő l , m i n t 
a z t] p o n t , a k k o r F ( £ ) s F ( / / ) . S ő t , a s e g é d t é t e l t é l e s í t e n i is l e h e t a n n a k m e g m u t a t á -
s á v a l , h o g y e b b e n a z e s e t b e n F ( £ ) > F(rf). V a l ó b a n , l e g y e n A az: /7 p o n t o t t a r t a l m a z ó 
k o m p o n e n s , é s t e g y ü k f e l , h o g y a £ £ A p o n t o t К e l v á l a s z t j a £ - t ő l . 
H a F ( £ ) = t = F{rf), a k k o r a 11. s e g é d t é t e l s z e r i n t t a l á l h a t ó v a l a m e l y t'Xt 
n í v ó h o z t a r t o z ó K ' k o m p o n e n s , a m e l y a £ p o n t o t e l v á l a s z t j a / / - t ó i é s u g y a n a k k o r 
£ - t ő l i s . D e a 16. s e g é d t é t e l f o l y t á n f ' < í l e h e t e t l e n . T o v á b b á , h a a k k o r a 16 . 
s e g é d t é t e l b e n a A ' k o m p o n e n s t v á l a s z t v a A g y a n á n t , i s m é t e l l e n t m o n d á s r a j u t u n k , 
u g y a n i s F(() = t <t'. E n n é l f o g v a F(t)Xt, é s í g y b e b i z o n y í t o t t u k a k ö v e t k e z ő t : 
1 6 ' . SEGÉDTÉTEL. A 16. segédtétel feltételei mellett az F* (//) függvény bármely 
belső karakterisztikán kívül határozottan nagyobb (illetve kisebb), mint magán a 
karakterisztikán. 
Az e g y d i m e n z i ó s f a s e g í t s é g é v e l e g y s z e r ű e n l e l e h e t í r n i a z a d o t t £ p o n t r a n é z v e 
m o n o t o n f ü g g v é n y f o g a l m á t . N y i l v á n v a l ó , h o g y az F(r]) függvény a £ pontra nézve 
monoton növekszik (fogy), ha bármely TF-beli és f végpontú egyszerű íven az F* (/) függvény f felől tekintve monoton növekszik (illetve fogy). 
A 1 . t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y e z a m e g f e l e l é s k ö l c s ö n ö s . 
B e b i z o n y í t u n k e g y t é t e l t , a m e l y e g y s z e r ű s z ü k s é g e s é s e l é g s é g e s f e l t é t e l t a d 
a z F(rf) f ü g g v é n y m o n o t o n i t á s á r a . 
E t é t e l k i m o n d á s á é r t k ö s z ö n e t t e l t a r t o z u n k A . F i l i p p o v n a k . 
8 . TÉTEL. Az F(rj) függvény monoton voltának szükséges és elégséges feltétele: 
A) Monoton növekedő F(q) esetén az Mlu = 2 G Lebesgue-halmaz összefüggő 
FSÍO 
volta minden érték mellett. 
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В) Monoton fogyó Fit]) esetén az M,0 = Z Lebesque-halmaz összefüggő 
tsto 
volta bármely t0 értékre. 
BIZONYÍTÁS. E l ő s z ö r b e b i z o n y í t j u k a z A ) f e l t é t e l s z ü k s é g e s s é g é t . T e g y ü k f e l , 
h o g y a z F(ji) f ü g g v é n y m o n o t o n n ö v e k s z i k a j p o n t r a n é z v e . A k k o r a TF f á n a z 
F* ( / ) f ü g g v é n y m i n d e n / , v é g p o n t ú a e g y s z e r ű í v e n m o n o t o n n ö v e k s z i k lg-re n é z v e . 
M i n d e n i l y e n a í v e n a xF(Mt0) h a l m a z e g y v é g p o n t ú a' e g y s z e r ű í v e t a l k o t . A z 
ö s s z e s a' í v e k ö s s z e g e e g y R,0 k o n t i n u u m . A k k o r r - 1 ( F , 0 ) k o n t i n u u m a J t é r b e n 
é s a z M , 0 = т - 1 (Rta) h a l m a z t e t s z é s s z e r i n t i t0 m e l l e t t ö s s z e f ü g g ő . 
M o s t b e b i z o n y í t j u k , h o g y a z A ) f e l t é t e l e l é g s é g e s . T e g y ü k f e l , h o g y a £ p o n t -
b a n a z F ( i j ) f ü g g v é n y m i n i m u m o t é r e l . L e g y e n К X K i o l y a n r e g u l á r i s k o m p o n e n s , 
a m e l y n e m n ö v e k e d é s i k o m p o n e n s £ - r e n é z v e . A k k o r v a n o l y a n f , v é g p o n t o k -
k a l r e n d e l k e z ő a e g y s z e r ű ív , a m e l y n e k a z / 0 = T f ( F ) p o n t b e l s ő p o n t j a é s a m e l y e n 
l0 a z F* ( / ) f ü g g v é n y n e k n e m n ö v e k e d é s i p o n t j a . E z e k s z e r i n t v a g y a z Ll0 í v e n t a -
l á l h a t ó o l y a n / j p o n t , a m e l y r e F * ( / J > F * ( / 0 ) , v a g y a z / 0 / ç í v e n t a l á l h a t ó o l y a n 
l2 p o n t , a m e l y r e F * ( / 2 ) < F* ( / 0 ) . A z e l s ő e s e t b e n a Kl=x~1(ll) k o m p o n e n s e l -
v á l a s z t j a a £ é s a x £ К p o n t o t é s a z MFhalmaz n e m ö s s z e f ü g g ő ( u g y a n i s í , x £ M F J , 
a m á s o d i k e s e t b e n a F k o m p o n e n s e l v á l a s z t j a a £ é s a Á £ T - 1 ( / 2 ) p o n t o t é s a z MF(X) 
h a l m a z n e m ö s s z e f ü g g ő . I ly m ó d o n a z A ) f e l t é t e l s z ü k s é g e s é s e l é g s é g e s v o l t á t b e -
b i z o n y í t o t t u k . A z F(q) f ü g g v é n y r ő l á t t é r v e a — F(q) f ü g g v é n y r e n y e r j ü k a B ) f e l -
t é t e l s z ü k s é g e s s é g é t é s e l é g s é g e s s é g é t . A 8 . t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
A 8 . t é t e l b ő l s p e c i á l i s a n k ö v e t k e z i k a z o n n í v ó h a l m a z o k ö s s z e f ü g g ő v o l t a , 
a h o l a m o n o t o n n ö v e k e d ő ( f o g y ó ) f ü g g v é n y m i n i m u m o t ( i l l e t v e m a x i m u m o t ) é r 
e l . A 8 . t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k t o v á b b á , h o g y h a a z F(q) f ü g g v é n y m o n o t o n n ö v e k s z i k 
a £ p o n t r a n é z v e és u g y a n a k k o r m o n o t o n f o g y а Ç p o n t r a n é z v e , a k k o r e f ü g g v é n y 
m i n d e g y i k n í v ó h a l m a z a ö s s z e f ü g g ő . V a l ó b a n , h a a t n í v ó t a r t a l m a z k é t k ü l ö n b ö z ő 
F j , F 2 k o m p o n e n s t , a k k o r a l l . s e g é d t é t e l s z e r i n t e z e k e t v a g y a t + <5, v a g y а t — ő 
( ú > 0 ) n í v ó n a k v a l a m e l y i k k o m p o n e n s e e l v á l a s z t j a . A z e l s ő e s e t b e n M t , a m á s o -
d i k b a n p e d i g M, n e m ö s s z e f ü g g ő . 
4. §. A Hausdorff-féle lineáris mérték. 
Nívóhalmazok hosszúsága 
H a a s í k b e l i P k o n t i n u u m e g y s z e r ű í v , a k k o r P h o s s z ú s á g á n a k a f o g a l m á t 
n e h é z s é g n é l k ü l b e v e z e t h e t j ü k : f e l v e s z ü n k a P í v e n t e t s z é s s z e r i n t i o l y a n a0, ay, ..., an 
v é g e s p o n t s o r o z a t o t , h o g y as a P í v e n t e k i n t v e e l v á l a s z t j a a z as+1 p o n t o k a t . 
T o v á b b á k é p e z z ü k a z t a p o l i g o n t , a m e l y n e k e g y m á s u t á n k ö v e t k e z ő s z ö g p o n t j a i 
a0, ax, ..., a„, é s a z ö s s z e s i l y e n p o l i g o n o k h o s s z ú s á g á n a k f e l s ő h a t á r á t v á l a s z t j u k 
P h o s s z ú s á g á n a k . T o v á b b á , h a F v é g e s s z á m ú e g y s z e r ű í v b ő l á l l ó k o n t i n u u m , a k k o r 
k ö n n y e n e l ő á l l í t h a t ó v é g e s s z á m ú k ö z ö s p o n t t a l r e n d e l k e z ő о
 1 , . . . , a „ e g y s z e r ű 
í v e k ö s s z e g e k é n t . E b b e n a z e s e t b e n t e r m é s z e t e s d o l o g а a,,..., a„ í v e k h o s s z ú s á -
g á n a k ö s s z e g é t t e k i n t e n i P h o s s z ú s á g á n a k . H a a P k o n t i n u u m l o k á l i s a n ö s s z e f ü g g ő , 
a k k o r P h o s s z ú s á g á n a k v e h e t j ü k P m i n d a z o n P' r é s z k o n t i n u u m a i h o s s z ú s á g á n a k 
f e l s ő h a t á r á t , a m e l y e k v é g e s s z á m ú e g y s z e r ű í v b ő l á l l n a k . H a a k o n t i n u u m n e m 
l o k á l i s a n ö s s z e f ü g g ő , a k k o r m e g k e l l v á l t o z t a t n u n k a h o s s z ú s á g d e f i n í c i ó j á t . 
A j e l e n n e h é z s é g e k a z o n b a n c s a k a k k o r m e r ü l n e k f e l , a m i k o r á t t é r ü n k a n e m 
ö s s z e f ü g g ő h a l m a z o k h o s s z ú s á g á n a k b e v e z e t é s é r e . A m i f e l a d a t u n k h o z n e m t a r -
5* 
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t o z i k h o z z á a h o s s z ú s á g f o g a l m á n a k á l t a l á n o s v i z s g á l a t a . A z e k é r d é s i r á n t é r d e k -
l ő d ő o l v a s ó n a k figyelmébe a j á n l j u k p é l d á u l A . N . KOLMOGOROV [5] m u n k á j á t . 
S z á m u n k r a a h a l m a z o k h o s s z ú s á g a k i s e g í t ő , d e s z ü k s é g e s f o g a l o m a k é t v á l t o z ó s 
f ü g g v é n y e k é s n í v ó h a l m a z a i k t a n u l m á n y o z á s á n á l . E z é r t e b b e n a r é s z b e n k i s s é l e -
r ö v i d í t j ü k a t á r g y a l á s t é s n e m i s m é t e l j ü k el n é h á n y f o n t o s , d e j ó l i s m e r t , é s k ö n y -
n y e n h o z z á f é r h e t ő t a n k ö n y v e k b e n k i f e j t e t t t é t e l b i z o n y í t á s á t . 
A z Rn e u k l i d e s z i t é r b e n Carathéo dory-féle k ü l s ő m é r t é k n e k n e v e z ü n k m i n d e n 
o l y a n v(E) ( A c R „ ) h a l m a z f ü g g v é n y t , a m e l y r e t e l j e s ü l a z a l á b b i h á r o m f e l t é t e l : 
1. v ( £ ) & 0 ( e s e t l e g v ( £ ) = - t -
2 . H a a z Ek,E2 h a l m a z o k e g y m á s t ó l í / > 0 t á v o l s á g r a v a n n a k , a k k o r 
V ( A X + A 2 ) - v(E1) + V(E2). 
3. T e t s z é s s z e r i n t i E„ (n = 1 , 2 , . . . ) h a l m a z o k r a 
n n 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y s o k k a l á l t a l á n o s a b b t e r e k h a l m a z a i r a i s l e h e t Carathéo-
dory-féle k ü l s ő m é r t é k e t é r t e l m e z n i , d e s z á m u n k r a t e l j e s e n e l e g e n d ő k a s í k b e l i h a l -
m a z o k o n é r t e l m e z e t t k ü l s ő m é r t é k e k . 
1 3 . d e f i n í c i ó . A z E h a l m a z t v-mérhetönek n e v e z z ü k , h a t e t s z é s s z e r i n t i 
£ > 0 é s N é r t é k h e z v ( £ ) < e s e t é n t a l á l h a t ó o l y a n F с E z á r t h a l m a z , h o g y 
v ( £ ) — V ( A ) < £ , V ( A ) = + O ° e s e t é n p e d i g o l y a n FezE z á r t h a l m a z , a m e l y r e v(F)>N. 
A Borel-halmazok b á r m e l y Carat héodory-fé\c k ü l s ő m é r t é k r e n é z v e m é r h e t ő k 
a 13 . d e f i n í c i ó s z e r i n t i é r t e l e m b e n . A A o r e / - h a l m a z o k ö s s z e s s é g é n b á r m e l y Carathéo-
dory-féle k ü l s ő m é r t é k t e l j e s e n a d d i t í v . E z e n t é t e l e k b i z o n y í t á s á t a z o l v a s ó m e g t a -
l á l h a t j a SAKS „Theory of the integral" c í m ű [6] k ö n y v é b e n . 
M i e g y k o n k r é t Carathéodory-mértéket f o g u n k h a s z n á l n i , a Hausdorff-féle 
l i n e á r i s m é r t é k e t . 
1 4 . d e f i n í c i ó . L e g y e n E v a l a m e l y s í k b e l i p o n t h a l m a z é s l e g y e n <re £ - n á l n e m 
n a g y o b b s u g a r ú k ö r ö k b ő l á l l ó é s a z E h a l m a z t l e f e d ő r e n d s z e r . J e l e n t s e v (ac) a 
o y h o z t a r t o z ó k ö r ö k á t m é r ő i n e k ö s s z e g é t . L e g y e n v c (E) = i n f v(oc), a h o l a z a l s ó 
h a t á r a z ö s s z e s l e h e t s é g e s <r£ r e n d s z e r e k r e k é p e z e n d ő . A v(E) = l i m v f E ) s z á m o t 
£->0 
a z E h a l m a z H a u s d o r f f - f é l e k ü l s ő l i n e á r i s m é r t é k é n e k n e v e z z ü k ( e l ő f o r d u l h a t , h o g y 
v ( E ) = + 
A v e ( E ) s z á m o t a v ( E ) Hausdorff-féle k ü l s ő l i n e á r i s m é r t é k £ - k ö z e l í t é s é n e k 
n e v e z z ü k . H a a z E h a l m a z m é r h e t ő e z e n k ü l s ő m é r t é k s z e r i n t , a k k o r a v(E) s z á m o t 
e g y s z e r ű e n E (Hausdorff-féle) l i n e á r i s m é r t é k é n e k n e v e z z ü k . A l i n e á r i s m é r t é k e t 
n é h a a h a l m a z h o s s z ú s á g á n a k f o g j u k n e v e z n i . 
A Hausdorff-féle k ü l s ő l i n e á r i s m é r t é k r e m a j d n e m t r i v i á l i s a n t e l j e s ü l a Carathéo-
dory-féle m é r t é k m i n d h á r o m d e f i n i á l ó t u l a j d o n s á g a . 
T e h á t minden Borel-halmaz lineárisan mérhető Hausdorff szerint, és ha El,E1, ... 
egymást páronkint nem metsző Borel-halmazok, akkor 
V ( Z £ „ ) = 2 V ( £ „ ) . 
n n 
M o s t a n t ó l k e z d v e v ( £ ) - v e l a s í k b e l i E h a l m a z Hausdorff-féle l i n e á r i s m é r t é k é t 
f o g j u k j e l ö l n i . 
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T e g y ü n k n é h á n y e g y s z e r ű m e g j e g y z é s t a z á l t a l u n k b e v e z e t e t t l i n e á r i s m é r t é k r e 
v o n a t k o z ó a n . 
17. SEGÉDTÉTEL. Legyen К valamely cl átmérőjű kontinuum. Akkor v(K)^d, 
sőt, v, (K) s d tetszés szerinti e>0 értékre. 
A b i z o n y í t á s a b b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y а К k o n t i n u u m n a k k ö r ö k k e l v a l ó 
b á r m e l y er l e f e d é s é n é l a z á t m é r ő k ö s s z e g e s d, m e r t h a a é s b a Ä" k o n t i n u u m p o n t j a i 
é s \a, b\=d, a k k o r a c r -hoz t a r t o z ó k ö r ö k n e k a z [a, b] s z a k a s z r a v a l ó v e t ü l e t e e z t 
a z e g é s z s z a k a s z t l e f e d i . 
9 . TÉTEL. Egyszerű ív vagy topológikus kör Hausdorff-féle lineáris mértéke egyenlő 
közönséges értelemben vett hosszúságával. Lokálisan nem összefüggő kontinuum Haus-
dorff-féle lineáris mértéke végtelen. 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n a0, ax, ..., a„ a z L e g y s z e r ű ív p o n t j a i n a k o l y a n s o r o z a t a , 
h o g y as e l v á l a s z t j a a z < 7 s _ l 5 e ? s + 1 p o n t o k a t . A k k o r a z L e g y s z e r ű í v ü s - t ő l a s + 1 - i g 
n 
t e r j e d ő s z a k a s z á n a k á t m é r ő j e l e g a l á b b | a s , ű s + 1 | , t e h á t il> a m i b ő l 
S=1 
k ö v e t k e z i k , h o g y a H a u s d o r f f - f é l e l i n e á r i s m é r t é k n e m k i s e b b , m i n t a z L ív s z o k á s o s 
é r t e l e m b e n v e t t \L\ h o s s z ú s á g a . 
M á s r é s z t l e g y e n L h o s s z ú s á g a t o v á b b á l e g y e n £ = > 0 t e t s z é s s z e r i n t i 
s z á m , a z n t e r m é s z e t e s s z á m p e d i g o l y a n n a g y , h o g y V á l a s s z u n k a z L í v e n 
и 
o l y a n a0,a1, •••,a2n p o n t o k a t , h o g y L h o s s z ú s á g a as é s as+2 k ö z ö t t — l e g y e n . 
A z a1,a3,as,... p o n t o k m i n t k ö z é p p o n t k ö r ü l r a j z o l j u n k ^ s u g a r ú k ö r ö k e t . 
2 N 
E k ö r ö k ö s s z e g e l e f e d i a z L í v e t , m i n d e g y i k ü k s u g a r a < £ , é s á t m é r ő i k ö s s z e g e 
/(. E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y ve(L) = \L\ t e t s z é s s z e r i n t i £ - r a , é s í g y v(L) = \L\. 
M o s t m e g m u t a t j u k , h o g y h a К l o k á l i s a n ö s s z e n e m f ü g g ő k o n t i n u u m , a k k o r 
v ( Ä ) = - b o o . V a l ó b a n , t e g y ü k f e l , h o g y a z a£K p o n t b a n К n e m l o k á l i s a n ö s s z e -
f ü g g ő . A k k o r t a l á l h a t ó o l y a n a k ö z é p p o n t ú 5 k ö r , h o g y a b á r m e l y k ö r n y e z e t é n e k 
l e g a l á b b e g y p o n t j a a z S[)K h a l m a z n a k m á s k o m p o n e n s é b e n f e k s z i k , m i n t a. 
I n n e n k ö v e t k e z i k , h o g y t a l á l h a t ó a z S í ) К h a l m a z p á r o n k i n t k ü l ö n b ö z ő k o m p o -
n e n s e i b ő l á l l ó K X , K 2 , . . . s o r o z a t , a m e l y n e k e l e m e i b ő l a l k a l m a s a n k i v á l a s z t v a 
e g y - e g y p o n t o t , a k a p o t t p o n t s o r o z a t o - h o z t a r t . JANISZEWSKI t é t e l e s z e r i n t m i n d -
e g y i k K s k o m p o n e n s n e k v a n t o r l ó d á s i p o n t j a S h a t á r á n , é s í g y e l é g n a g y s 0 i n d e x t ő l 
k e z d v e m i n d e n Ks k o m p o n e n s á t m é r ő j e m e g h a l a d j a a z S k ö r á t m é r ő j é n e k e g y -
h a r m a d á t . 
A 17. s e g é d t é t e l b ő l é s a l i n e á r i s m é r t é k a d d i t í v v o l t á b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y 
M o s t á t t é r ü n k a f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k n í v ó h a l m a z a i h o s s z ú s á g á n a k a v i z s g á -
l a t á r a . v(Et) h e l y e t t g y a k r a n a v ( f ) j e l ö l é s t f o g j u k h a s z n á l n i . A l a p v e t ő f e l a d a t u n k 
a n n a k a m e g m u t a t á s a , h o g y m a j d n e m m i n d e n t n í v ó r a a v(t) n í v ó h a l m a z - h o s s z ú -
s á g e g y e n l ő e n í v ó r e g u l á r i s k o m p o n e n s e i h o s s z ú s á g á n a k ö s s z e g é v e l . 
18. SEGÉDTÉTEL. Legyen MczJ zárt halmaz. Legyen M' azoknak a pontoknak 
a halmaza, amelyek az M halmaznak valamelyik, a J tartományt szét nem választó 
komponenséhez tartoznak. Az M ' halmaz Gö típusú. 
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BIZONYÍTÁS. J e l ö l j ü k M e - n a l m i n d a z o n K c M k o m p o n e n s e k p o n t j a i n a k h a l -
m a z e l m é l e t i ö s s z e g é t , a m e l y e k m i n d e g y i k é h e z t a l á l h a t ó k é t e s u g a r ú , а К k o m p o n e n s 
á l t a l e g y m á s t ó l e l v á l a s z t o t t é s a z M h a l m a z t n e m m e t s z ő n y í l t k ö r , Qy é s Q2. Az MF 
h a l m a z z á r t . T o v á b b á m i n d e n a J t a r t o m á n y t s z é t v á l a s z t ó К k o m p o n e n s e l é g k i s e 
é r t é k m e l l e t t h o z z á t a r t o z i k Mc-hoz. K ö v e t k e z é s k é p p e n M' = M —У,М\ , e b b ő l 
И
 IT 
v i s z o n t k ö v e t k e z i k , h o g y a z M h a l m a z Gö t í p u s ú . 
19 . SEGÉDTÉTEL. Legyen F(iJ) folytonos függvény, E, e függvény valamely nívó-
o + -
halmaza és M, M, M az E, halmaz összes koncentrikus szingularitású komponenseihez, 
összes félmaximumot szolgáltató komponenseihez, illetve összes félminimumot szol-
o + -
gáltató komponenseihez tartozó pontok összessége. Akkor M, M és M Borel-mérhető 
halmazok. 
о 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n M(ö, o) a z o n Ke E, k o m p o n e n s e k e g y e s í t é s e , a m e l y e k 
m i n d e g y i k é h e z t a l á l h a t ó e g y K ' e E , k o m p o n e n s ú g y , h o g y K' e l v á l a s z t j a a 
v i z s g á l t К k o m p o n e n s t а К k o m p o n e n s ő - k ö r n y e z e t é n e k k i e g é s z í t ő h a l m a z á t ó l , é s 
а К, K' k o m p o n e n s e k e t a z Et + 0 h a l m a z e l v á l a s z t j a e g y m á s t ó l ; l e g y e n t o v á b b á M a 
J t a r t o m á n y t s z é t n e m v á l a s z t ó F t - b e l i k o m p o n e n s e k e g y e s í t é s e . 
о 
M e g m u t a t j u k , h o g y M ( 3 , q ) t e t s z é s s z e r i n t i «5 0 é s < ? > 0 é r t é k m e l l e t t z á r t 
о 
h a l m a z . V a l ó b a n , l e g y e n K„eM(ô, д), n = 1, 2 , . . . . L e g y e n a z a p o n t a {Kn} s o r o z a t r a 
n é z v e t o r l ó d á s i p o n t . L e g y e n К Э а a z E, n í v ó h a l m a z k o m p o n e n s e . M i n d e n K„-hez 
t a l á l h a t ó e g y Kh k o m p o n e n s . V á l a s s z u k k i a t e r m é s z e t e s s z á m o k o l y a n { n s } r é s z s o r o z a -
t á t , h o g y l t Kns + 0 . A k k o r а К = I t K'„s h a l m a z k o n t i n u u m . M e g m u t a t j u k , h o g y a 
s s 
K'e> К k o m p o n e n s e l v á l a s z t j a а К h a l m a z t К ő - k ö r n y e z e t é n e k k i e g é s z í t ő h a l m a z á t ó l . 
L e g y e n U а К h a l m a z ő - k ö r n y e z e t e é s b£CU. L e g y e n Ljb а К h a l m a z t m e t s z ő k o n -
Q ^ 
t i n u u m . F e n n á l l д ( Ь , K ) = 0 <5. V e z e s s ü k b e a <5t = — - — j e l ö l é s t . E l é g n a g y j - r e 
m i n d e n K„s b e n n e v a n а К k o m p o n e n s с^ - k ö r n y e z e t é b e n . E n n é l f o g v a b i z o n y o s s - t ő l 
k e z d v e q(Kn,b)>ô é s í g y KfOL+O. D e a k k o r I t Á ^ H i Á O is f e n n á l l , v a g y i s 
b á r m e l y L k o n t i n u u m m e t s z i a KeK' h a l m a z t , a z a z K' e l v á l a s z t j a e g y m á s t ó l а К 
é s a CU h a l m a z t , e b b ő l p e d i g k ö n n y e n k ö v e t k e z i k , h o g y K' e l v á l a s z t j a K-t é s CU-t is . 
T e g y ü k f e l , h o g y a tn + g n í v ó K',i k o m p o n e n s e e l v á l a s z t j a a Kn, K'„ k o m p o n e n s e -
k e t . L e g y e n a t e r m é s z e t e s s z á m o k {ns} r é s z s o r o z a t a m á r o l y a n r i t k a , h o g y l t Kf +0. 
s 
L e g y e n K" az Et+„ h a l m a z n a k a z l t K'f h a l m a z t t a r t a l m a z ó k o m p o n e n s e . A k k o r 
t e l j e s e n h a s o n l ó a n a h h o z , a h o g y a z i m é n t e l j á r t u n k , b e l e h e t b o z o n y í t a n i , h o g y K" 
о 
e l v á l a s z t j a a К és a K' k o m p o n e n s t . T e h á t M(ö, g) z á r t h a l m a z . N y i l v á n v a l ó a z o n -
b a n , h o g y 
ù
= n z Т ) П Л Г + П 2 - } ) ( W , 
о 
v a g y i s M l e g f e l j e b b a m á s o d i k B o r e l - o s z t á l y b a t a r t o z i k . 
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+ + 
M o s t b e b i z o n y í t j u k , h o g y M i s Borel-halmaz. J e l ö l j e E(r,9,e) a z o n KaE, 
k o m p o n e n s e k e g y e s í t é s é t , a m e l y e k m i n d e g y i k é h e z t a l á l h a t ó a z a l á b b i t u l a j d o n -
s á g o k k a l r e n d e l k e z ő ' L k o n t i n u u m : 
a ) F (íj) ^ / — £ h a rj^L; 
b ) L m e t s z i a z Ur h a l m a z t , a h o l Ura К k o m p o n e n s / - - k ö r n y e z e t e ; 
c ) L t a r t a l m a z o l y a n b p o n t o t , h o g y F(b)^t — 9. 
+ 
A z E(r,9,e) h a l m a z o k b á r m e l y r > 0 , 0 > O , m e l l e t t z á r t a k . V a l ó b a n , 
+ 
l e g y e n a a z E(r, 0, e) h a l m a z b ó l v e t t {a„} p o n t s o r o z a t t o r l ó d á s i p o n t j a . L e g y e n K„ 
a z E,n h a l m a z n a k a z a„ p o n t o t t a r t a l m a z ó k o m p o n e n s e . L e g y e n Ln a Kn - n e k m e g -
f e l e l ő k o n t i n u u m . A z á l t a l á n o s s á g m e g s z o r í t á s a n é l k ü l f e l t e h e t j ü k , h o g y l t £ „ ^ 0 . 
n 
L e g y e n L = l t Ln. A z L k o n t i n u u m r a n y i l v á n v a l ó a n t e l j e s ü l n e k a z a ) , b ) , c ) t u l a j d o n -
n 
s á g o k ( а К Э а k o m p o n e n s r e v o n a t k o z ó a n ) . V e z e s s ü k b e a z 
i к m \ к / m J 
j e l ö l é s t . 
+ + + + 
M e g m u t a t j u k , h o g y E* =E. A z EaE* t a r t a l m a z á s n y i l v á n v a l ó . 
+ + + 
B e b i z o n y í t j u k , h o g y E * a E . L e g y e n ( £ £ * é s К a z a k o m p o n e n s , a m e l y b e n ( 
f e k s z i k . T a l á l h a t ó o l y a n /, h o g y a 90=~ j e l ö l é s s e l 
^•П^Лт-О-т)-
T o v á b b á t a l á l h a t ó a k o n t i n u u m o k n a k o l y a n {Lk} s o r o z a t a , h o g y L t - n a k v a n o l y a n 
bk p o n t j a , a m e l y r e F(bk)^t — 90, e z e n f e l ü l Lk m e t s z i a £ k o m p o n e n s ~ - k ö r n y e z e t é t , 
К 
é s a z Lk k o n t i n u u m o n m i n d e n ü t t f e n n á l l F(rj)<t. L e g y e n {tjk} a z Lk h a l m a z o k 
p o n t j a i b ó l á l l ó s o r o z a t , a m e l y t a r t e g y p o n t h o z . A ijk p o n t o k k ö z ö t t v a g y 
t a l á l h a t ó o l y a n , a m e l y e t a z Et — К h a l m a z t n e m m e t s z ő L k o n t i n u u m ö s s z e k ö t K-\al, 
v a g y m i n d e g y i k ( k p o n t o t e g y CkcE, — K k o m p o n e n s e l v á l a s z t j a / f - t ó l . A z e l s ő 
e s e t b e n К d e f i n í c i ó s z e r i n t f é l m a x i m u m o t s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s . A m á s o d i k e s e t 
n e m l e h e t s é g e s . V a l ó b a n , a {Ck} s o r o z a t r a C o í í í Q - А С = l t Ck t o p o l ó g i a i l i m e s 
к к 
s u p e r i o r ö s s z e f ü g g ő , e z é r t С а К . D e h a í g y á l l a d o l o g , a k k o r t e t s z é s s z e r i n t i <5 > 0 
s z á m h o z t a l á l h a t ó o l y a n n a g y N s z á m , h o g y CNczUö, a h o l Us а К k o m p o n e n s Q 
ő - k ö r n y e z e t e . L e g y e n a ő > 0 s z á m o l y a n k i c s i n y , h o g y a z Uâ h a l m a z o n F(rj) ё / — у 
é s Uö n e m v á l a s z t j a s z é t a z E,_0o h a l m a z p o n t j a i t (K n e m v á l a s z t j a s z é t a J t a r t o m á n y t , 
m e r t K a M'). A k k o r CN, a m e l y e l v á l a s z t j a a ÇN p o n t o t é s а К h a l m a z t , а К h a l m a z t 
bN-tői i s e l v á l a s z t j a . D e Uö é s a f o r t i o r i a CNa Uô h a l m a z n e m v á l a s z t j a s z é t a 
bN, bs p o n t o k a t e g y e t l e n s - r e s e m . E n n é l f o g v a a CN k o m p o n e n s m i n d e g y i k Ls k o n -
í i n u u m o t e l v á l a s z t j a / f - t ó l . E z a z o n b a n e l é g n a g y j é r t é k e k r e e l l e n t m o n d a n n a k a 
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1 + + 
f e l t é t e l n e k , h o g y L s m e t s z i a A k o m p o n e n s - - k ö r n y e z e t é t . E z z e l a z E = E* e g y e n l ő -
+ 
s é g e t é s e g y b e n M B o r e l - m é r h e t ő s é g é t b e b i z o n y í t o t t u k . 
О + 
V é g ü l M — M ' — M — M , és í g y M s z i n t é n B o r e l - h a l m a z . 
A t o v á b b i a k b a n a z Et n í v ó h a l m a z a z o n r é s z h a l m a z a i r a , a m e l y e k a f é l m a x i m u -
m o t s z o l g á l t a t ó , f é l m i n i m u m o t s z o l g á l t a t ó , i l l e t v e k o n c e n t r i k u s s z i n g u l a r i t á s ú k o m -
+ - О 
p o n e n s e k h e z t a r t o z ó p o n t o k b ó l á l l n a k , r e n d r e a z Et, Et, i l l . E, j e l ö l é s t f o g j u k h a s z -
n á l n i . 
' о 
M o s t b e b i z o n y í t j u k , h o g y h a a z a d o t t E , n í v ó n a k m e g f e l e l ő E , p o n t h a l -
m a z l i n e á r i s m é r t é k e k ü l ö n b ö z i k n u l l á t ó l , a k k o r e z e n E , n í v ó s z é t v á l a s z t ó k o m p o n e n -
s e i n e k ö s s z h o s s z ú s á g a + E h h e z fe l f o g j u k h a s z n á l n i a d o t t h a l m a z pszeudo-átmérő-
jének k i s e g í t ő f o g a l m á t . 
15. d e f i n í c i ó . L e g y e n E a s í k v a g y a g ö m b f e l ü l e t t e t s z é s s z e r i n t i h a l m a z a , 
c{E) p e d i g k ö r ö k n e k o l y a n r e n d s z e r e , a m e l y l e f e d i a z E h a l m a z t . J e l ö l j ü k a a{E) 
r e n d s z e r h e z t a r t o z ó k ö r ö k á t m é r ő i n e k ö s s z e g é t v [ < r ( £ ) ] - v e l . L e g y e n v(E) = 
= i n f y [ c r ( F ) ] , a h o l a z a l s ó h a t á r a z összes lehetséges <т(Е) r e n d s z e r e k r e k é p e z e n d ő . 
A y(E) s z á m o t a z E h a l m a z pszeudo-átmérőjének n e v e z z ü k . 
Megjegyzés. H a v(E) > 0 , a k k o r v(E) ^ у ( E ) =>0. I t t v ( £ ) a H a u s d o r f f - f é l e külső 
l i n e á r i s m é r t é k e t j e l e n t i . E m e g j e g y z é s b i z o n y í t á s a n y i l v á n v a l ó . 
2 0 . SEGÉDTÉTEL. Legyen M és N két J-be/i ponthalmaz és P valamely őket elvá-
lasztó zárt halmaz. Legyen L{P) a P halmaz J-t szétválasztó komponensei hosszúságá-
nak összege. Akkor L(P') — m i n [ v ( A / ) , y ( A ' ) ] . 
BIZONYÍTÁS. M i n t h o g y a P h a l m a z M m i n d e g y i k p o n t j á t e l v á l a s z t j a N m i n d e g y i k 
p o n t j á t ó l , e z e k e t a p o n t o k a t v a l a m e l y KczP k o m p o n e n s is e l v á l a s z t j a , é s í g y К 
s z é t v á l a s z t j a a J t a r t o m á n y t . F e l e l t e s s ü n k m e g m i n d e n a J t a r t o m á n y t s z é t v á l a s z t ó 
KczP k o m p o n e n s n e k e g y o l y a n O(K) n y í l t k ö r t , a m e l y n e k k ö z é p p o n t j a A - b a n 
f e k s z i k é s s u g a r a К á t m é r ő j é n e k k é t s z e r e s e . A z t á l l í t o m , h o g y a z ö s s z e s i l y e n k ö r ö k 
ö s s z e g e a z M, N h a l m a z o k k ö z ü l l e g a l á b b a z e g y i k e t t a r t a l m a z z a . V a l ó b a n , 
l e g y e n a z á l l í t á s s a l e l l e n t é t b e n H M — 2 , f f . A £ é s a z q p o n t o t a P h a l m a z 
К k o m p o n e n s e e l v á l a s z t j a . A k k o r a z O(K) k ö r b i z t o s a n t a r t a l m a z z a a Ç, rj p o n t o k 
k ö z ü l l e g a l á b b a z e g y i k e t . A b b a n a z e s e t b e n , a m i k o r J a g ö m b f e l ü l e t , e z n y i l v á n v a l ó , 
u g y a n i s v a l a m e l y k ö r ö n k í v ü l f e k v ő k é t p o n t o t a k ö r n e m v á l a s z t e l , m é g k e v é s b é 
e g y a k ö r ö n b e l ü l f e k v ő h a l m a z . T e k i n t s ü k a z t a z e s e t e t , a m i k o r J n é g y z e t . A z O(K) 
k ö r а IJ, 9 p o n t o k e g y i k é t s e m v á l a s z t j a e l a n é g y z e t h a t á r á t ó l , t o v á b b á e g y i k ü k e t 
s e m v á l a s z t j a el l e g a l á b b k é t s z o m s z é d o s o l d a l t ó l é s a z e z e k k ö z t f e k v ő c s ú c s t ó l . 
K ö v e t k e z é s k é p p e n а К k o m p o n e n s n e k v o l n á n a k p o n t j a i a J n é g y z e t h a t á r á n , m é g -
h o z z á l e g a l á b b k é t o l y a n o l d a l á n , h o g y e z e k a z o l d a l a k v a g y á t e l l e n e s e k , v a g y O(K) 
a r] p o n t o k k ö z ü l l e g a l á b b a z e g y i k e t n e m v á l a s z t j a el a s z ó b a n f o r g ó o l d a l a k k ö z t 
f e k v ő a c s ú c s t ó l . M e g h a t á r o z o t t s á g k e d v é é r t t e g y ü k fe l , h o g y O(K) n e m v á l a s z t j a 
el a 7 et p o n t o k a t . A z e l s ő e s e t b e n a z O(K) k ö r b e f e d i a z e g é s z n é g y z e t e t , a m á s o d i k -
b a n p e d i g a k ö z ö s a c s ú c s o t é s а ^ p o n t o t . T e h á t a z O(K) k ö r ö k ö s s z e g e b e f e d i v a g y 
M-et, v a g y A - e t . D e a k k o r á t m é r ő i k ö s s z e g e d e f i n í c i ó s z e r i n t l e g a l á b b m i n [ v ( M ) , 
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y ( A ) ] . M i n d e g y i k К k o m p o n e n s h o s s z ú s á g a n a g y o b b v a g y e g y e n l ő , m i n t AT á t m é r ő j e , 
a m e l y 0 ( K ) á t m é r ő j é n e k • - s z e r e s e . E b b ő l k ö v e t k e z i k a s e g é d t é t e l á l l í t á s a . 
21. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(rj) a szokásos J tartományon megadott folytonos függ-
o 
vény, E, e függvény valamely nívóhalmaza, E, с E, pedig a koncentrikus szingularitású 
о 
komponensek pontjainak halmaza. Ha v(Et) > 0 , akkor az Et halmaz J tartományt 
szétválasztó komponensei hosszúságának L(E,) összege végtelen. 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n M0 a z Et h a l m a z t n e m m e t s z ő z á r t k ö r . V á l a s s z u k A g y a n á n t 
О 1 ° ° 
E, o l y a n z á r t r é s z h a l m a z á t , a m e l y r e v(Et). F e l e l t e s s ü k m e g m i n d e n KczEt 
k o m p o n e n s n e k a z E, h a l m a z v a l a m e l y , A - t ó l k ü l ö n b ö z ő é s a K, M0 h a l m a z o k a t 
e g y m á s t ó l e l v á l a s z t ó K'(K) k o m p o n e n s é t . A ' ( A ) n e m t a r t a l m a z z a а К k o m p o n e n s t , 
és í g y a n n a k e g y UX(K) k ö r n y e z e t é t i s e l v á l a s z t j a M0-tói. A H e i n e — B o r e l - t é t e l s z e r i n t 
v é g e s s z á m ú K-hoz t a r t o z ó U f K ) k ö r n y e z e t e k b e f e d i k A - e t . T e k i n t s ü k a z e z e n К 
k o m p o n e n s e k n e k m e g f e l e l ő К ( К ) h a l m a z o k a t . A z u t ó b b i a k h o s s z ú s á g a i n a k ö s s z e g é t 
L , - g y e l j e l ö l v e a z e l ő z ő s e g é d t é t e l a l a p j á n k a p j u k : L 1 f e m i n [ y ( A ) , у ( Л / 0 ) ] = d>~0. 
M o s t l e g y e n т 1 = — g(Sí,N), a h o l Sx a v á l a s z t o t t A ' ( A ) k o m p o n e n s e k ö s z -
A о 
s z e g e . K é p e z z ü n k e g y S2 h a l m a z t a k ö v e t k e z ő k é p p e n : m i n d e n А с A , k o m p o n e n s n e k 
f e l e l t e s s ü n k m e g e g y K"(K) k o m p o n e n s t , a m e l y а К k o m p o n e n s t e l v á l a s z t j a К 
г , - k ö r n y e z e t é n e k k i e g é s z í t ő h a l m a z á t ó l (és s p e c i á l i s a n M 0 - t ó l ) . A - v a l e g y ü t t a K'\K) 
k o m p o n e n s v a l a m e l y t / 2 ( A ) r > A k ö r n y e z e t e t i s e l v á l a s z t M 0 - t ó l . A H e i n e — B o r e l -
t é t e l a l a p j á n v á l a s s z u n k k i v é g e s s z á m ú K"(K) k o m p o n e n s t ú g y , h o g y a m e g f e l e l ő 
U 2 ( K ) k ö r n y e z e t e k b e f e d j é k A - e t . E k o m p o n e n s e k ö s s z e g é t n e v e z z ü k S 2 - n e k . L e g y e n 
L2 a z ö 2 - h ö z t a r t o z ó k o m p o n e n s e k h o s s z ú s á g a i n a k ö s s z e g e . A z e l ő b b i e k s z e r i n t 
L2=d>0. F o l y t a t v a u g y a n e z t a z e l j á r á s t , e g y m á s t n e m m e t s z ő é s a z Et n í v ó 
k o m p o n e n s e i t s z é t v á l a s z t ó S x , S 2 , ... h a l m a z o k a t k a p u n k , a h o l b á r m e l y i k 5 , , - h e z 
t a r t o z ó k o m p o n e n s e k h o s s z ú s á g a i n a k ö s s z e g e n a g y o b b v a g y e g y e n l ő , m i n t e g y k ö -
z ö s 0 s z á m . E b b ő l k ö v e t k e z i k a s e g é d t é t e l á l l í t á s a . 
A 2 1 . s e g é d t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y a v ( í ) függvény nem függ attól, hogy az 
egész Et nívóhalmaz Hausdorff-féle lineáris mértékét tekintjük v(t)-nek, vagy elhagyjuk 
belőle azokat a pontokat, amelyek koncentrikus szingularitású komponenshez tartoznak. 
T o v á b b i c é l u n k a n n a k a m e g m u t a t á s a , h o g y a félmaximumot vagy félminimumot 
szolgáltató komponensek szintén nem befolyásolják lényegesen a nívóhalmazok hosz-
szúságát, kivéve esetleg megszámlálhatóan sok nívót. 
16. d e f i n í c i ó . A z F(q) f ü g g v é n y Et n í v ó h a l m a z á n a k a J t a r t o m á n y t s z é t n e m 
v á l a s z t ó К k o m p o n e n s é t h-félmaximumot (h-félminimumot) s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s -
n e k n e v e z z ü k , h a v a n o l y a n L k o n t i n u u m , h o g y L f l Á ^ O , t í l ( £ ' , - Á ) = 0 é s 
t a l á l h a t ó o l y a n ridL p o n t , a m e l y r e F(q)St — h ( i l l e t v e F(p)^t+h). 
22. SEGÉDTÉTEL. Az F(rj) folytonos függvény E, nívóhalmazának h-félmaximumot 
+ 
szolgáltató komponenseihez tartozó pontok M,(h) halmaza és a h-félminimumot szol-
gáltató komponensekhez tartozó pontok M,(h) halmaza Borel-halmaz. 
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BIZONYÍTÁS. L e g y e n E(r,0,e) j e l e n t é s e u g y a n a z , m i n t a 19. s e g é d t é t e l b e n . 
L e g y e n 
+ 
M e g m u t a t j u k , h o g y E(h) é p p e n a t n í v ó / / - f é l m a x i m u m o t s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s e i h e z 
+ + + 
t a r t o z ó p o n t o k M,(h) h a l m a z a . A z Mt(h) с E(h) ö s s z e f ü g g é s n y i l v á n v a l ó . F o r d í t v a , 
+ 
l e g y e n £ £ £ ( / i ) é s ff a £ p o n t o t t a r t a l m a z ó k o m p o n e n s . A k k o r m i n d e n t e r m é s z e t e s 
A - h o z t a l á l h a t ó e g y Lk k o n t i n u u m , a m e l y m e t s z i a ff k o m p o n e n s - s u g a r ú k ö r n y e -
K. 
z e t é t , a z Ui(Kj) h a l m a z t , t o v á b b á t a r t a l m a z o l y a n bk p o n t o t , a m e l y r e F(bk)^t — h, 
T 
v é g ü l p e d i g m i n d e n q(iLk p o n t r a f e n n á l l a z F(r[)^t e g y e n l ő t l e n s é g . L e g y e n 
W(A) 
{ £ t } o l y a n p o n t s o r o z a t , a m e l y n e k e l e m e i r e n d r e a z Ui ( f f ) П Lk h a l m a z h o z t a r t o z n a k . 
к + 
H a l e g a l á b b e g y £fc p o n t o t a z E , — К j h a l m a z n e m v á l a s z t e l ff-tői, a k k o r a £ £ M , ( h ) 
ö s s z e f ü g g é s a B ' t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k . H a v i s z o n t a z Et — K\ h a l m a z b á r m e l y i k £fc 
p o n t o t e l v á l a s z t j a ff-tői, a k k o r t e t s z é s s z e r i n t i A - h o z t a l á l h a t ó a £k p o n t o t é s a ff 
h a l m a z t e l v á l a s z t ó C t c £ ( - ff k o m p o n e n s . H o g y e z a z e s e t l e h e t e t l e n , a n n a k b i z o -
n y í t á s a s z ó r ó l s z ó r a m e g e g y e z i k a 19. s e g é d t é t e l b i z o n y í t á s á n a k v é g é v e l . M e g m u -
+ + (\ 1 
t a t t u k , h o g y M,(h) Borel-halmaz ( u g y a n i s a z M' h a l m a z Gö t í p u s ú , a z FI — , h, — \k m 
h a l m a z o k p e d i g z á r t a k ) . A z F(ij) f ü g g v é n y A - f é l m i n i m u m o t s z o l g á l t a t ó p o n t j a i n a k 
Mt(h) h a l m a z a a z o n o s a — F(q) f ü g g v é n y h e z t a r t o z ó Л / _ , ( Л ) h a l m a z z a l é s í g y s z i n t é n 
B o r e l - h a l m a z . 
A t o v á b b i a k b a n a t n í v ó / / - f é l m a x i m u m o t é s A - f é l m i n i m u m o t s z o l g á l t a t ó k o m p o -
+ - + 
n e n s e k h e z t a r t o z ó p o n t j a i n a k h a l m a z á t M,(h) é s M,(h) h e l y e t t r e n d r e F , ( / ? ) -va l é s 
F,(h)-val f o g j u k j e l ö l n i . 
17. d e f i n í c i ó . K é t k o r l á t o s p o n t h a l m a z , M és N Hausdorff-féle távolságán a 
ö ( M , iV) = m a x { s u p [ i n f | w , и | ] ; s u p [ i n f \m, /г |]} 
M£M N£JV N£:V M£AF 
s z á m o t f o g j u k é r t e n i , a h o l m i n t m i n d i g , | m , n\ a z m, n p o n t o k k ö z ö n s é g e s t á v o l s á g a . 
18. d e f i n í c i ó . L e g y e n { M ( í ) } / - b e l i h a l m a z o k n a k v a l a m e l y n e m m e g s z á m l á l -
h a t ó r e n d s z e r e ( a £ - k v a l ó s s z á m o k ) . A z t f o g j u k m o n d a n i , h o g y .<V/íín) kétoldali kon-
denzációs halmaz, h a t e t s z é s s z e r i n t i , e > 0 e s e t é n m e g s z á m l á l h a t ó n á l t ö b b o l y a n 
£ < £ o é s m e g s z á m l á l h a t ó n á l t ö b b o l y a n £ > - £ 0 i n d e x v a n , a m e l y r e ő(M^o), 
2 3 . SEGÉDTÉTEL. Legyen \M{')} síkbeli korlátos halmazokból álló rendszer. 
Legfeljebb megszámlálhatóan sok kivételtől eltekintve mindegyik M(tJ kétoldali kon-
denzációs halmaz. 
BIZONYÍTÁS. N e v e z z ü k a z A / ( í ) h a l m a z г - h á l ó j á n a k a z MC !>-beli p o n t o k v a l a m e l y 
v é g e s h a l m a z á t , h a i / £ M ( í ) e s e t é n q ( t ] , Á ? ' ) < e . H a a s e g é d t é t e l n e m i g a z , 
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a k k o r t a l á l h a t ó o l y a n s > 0 s z á m é s a z h a l m a z o k n a k o l y a n n e m m e g s z á m l á l h a t ó 
P r e n d s z e r e , h o g y M^°>£P e s e t é n v a g y l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k o l y a n 
£ x í ; o v a n , v a g v l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k o l y a n v a n . a m e l y r e 
<5(M«>, M ( W ) < £ . 
£ r 
V e g y ü k fe l m i n d e g y i k M ( ? ) - b e n e g y - - h á l ó t ; f e l t e h e t j ü k , h o g y m i n d e g y i k h á l ó 
О 
u g y a n a n n y i p o n t b ó l á l l ( v a l a m i l y e n /г-re a z o k n a k a P r e n d s z e r h e z t a r t o z ó 
h a l m a z o k n a k a P ' ö s s z e s s é g e , a m e l y e k n e k v a n // p o n t b ó l á l l ó h á l ó j u k , n e m m e g s z á m -
l á l h a t ó , é s s z o r í t k o z h a t u n k P ' - r e ) . S z á m o z z u k m e g m i n d e g y i k h á l ó p o n t j a i t 1 - t ő l 
n - i g . N e v e z z ü k - n e k a v i z s g á l t h á l ó k e l s ő p o n t j a i n a k v a l a m e l y k o n d e n z á c i ó s p o n t -
j á t . L e g y e n P 2 a P ' r e n d s z e r a z o n M ( Ç ) h a l m a z a i n a k ö s s z e s s é g e , a m e l y e k h e z t a r t o z ó 
£ 
h á l ó k e l s ő p o n t j a a z o^ p o n t - - s u g a r ú k ö r n y e z e t é b e n f e k s z i k . H a a P ; r e n d s z e r t 
О 
m á r m e g s z e r k e s z t e t t ü k , a k k o r v á l a s s z u k a ; + 1 g y a n á n t a P r b e l i M ( í ) h a l m a z o k h á l ó i 
( / ' + l ) - e d i k p o n t j a i n a k v a l a m e l y k o n d e n z á c i ó s p o n t j á t , é s Pi+1 g y a n á n t a P , r e n d s z e r 
a z o n h a l m a z a i n a k ö s s z e s s é g é t , a m e l y e k h e z t a r t o z ó h á l ó k ( / ' + l ) - e d i k p o n t j a a z 
£ 
a f + 1 p o n t — - s u g a r ú k ö r n y e z e t é b e n f e k s z i k . T e k i n t s ü k m o s t a P„ r e n d s z e r t . P„ n e m 
О 
m e g s z á m l á l h a t ó , í g y t a l á l h a t ó k o l y a n ^ < £ 2 < s z á m o k , h o g y M ( ? l ) , é s 
M(^3> b e n n e v a n P „ - b e n é s h o g y P„ m e g s z á m l á l h a t ó n á l t ö b b o l y a n M{i-] h a l m a z t 
t a r t a l m a z , a m e l y r e О é s m e g s z á m l á l h a t ó n á l t ö b b o l y a n ) h a l m a z t , 
a m e l y r e K ö n n y e n l á t h a t ó a z o n b a n , h o g y h a M(9cP„ é s М(ч)сР„, 
a k k o r M ( , ) ) < £ . E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y a z M ° 2 > h a l m a z h o z m e g s z á m l á l -
h a t ó n á l t ö b b o l y a n ^ < <^2, é s m e g s z á m l á l h a t ó n á l t ö b b o l y a n £ > i n d e x v a n , a m e l y r e 
M ( 0 t á v o l s á g a M ( Í 2 ) - t ő i k i s e b b £ - n á l . E z e l l e n t m o n d f e l t e v é s ü n k n e k é s í g y b i z o n y í t j a 
a s e g é d t é t e l h e l y e s s é g é t . 
2 4 . SEGÉDTÉTEL. Legyen Á j és A j az F(rf) függvény E, nívójának két különböző, 
h-félmaximumot szolgáltató komponense. Legyen К ugyanennek a nívónak egy, a Áj , K2 
halmazokat elválasztó komponense. Legyen a d> 0 szám olyan kicsiny, hogy a\£,rf\Sd 
egyenlőtlenség biztosítsa | F(t]) — F(f)\ <A fennállását. Akkor а К komponens átmérője 
1 * 
legalább — d. 
О 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n a J é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y a g ö m b f e l ü l e t . L e g y e n K0 o l y a n 
k ö r , a m e l y n e k k ö z é p p o n t j a а К h a l m a z t e t s z é s s z e r i n t i p o n t j a é s a m e l y n e k s u g a r a 
e g y e n l ő К á t m é r ő j é v e l . A K0 k ö r b i z t o s a n t a r t a l m a z z a b e l s e j é b e n v a g y Á j - e t é s e g y 
o l y a n L k k o n t i n u u m o t , a m e l y m e t s z i Á j - e t , n e m m e t s z i a z F ( — Á j h a l m a z t , é s 
l e g a l á b b e g y p o n t j á b a n F(ri)^t — h, v a g y a K2 k o m p o n e n s t é s v a l a m e l y n e k i m e g -
f e l e l ő L2 k o n t i n u u m o t . E b b ő l k ö v e t k e z i k á l l í t á s u n k . A n é g y z e t e s e t é b e n a b i z o n y í t á s 
u g y a n í g y t ö r t é n i k , c s a k a K 0 k ö r t k é t s z e r a k k o r a s u g a r ú n a k k e l l v á l a s z t a n i . 
F e l h a s z n á l v a a b e v e z e t e t t f o g a l m a k a t é s a b e b i z o n y í t o t t 2 2 — 2 4 . s e g é d t é t e l e k e t , 
m e g k a p j u k a / / - f é l m a x i m u m o t ( / / - f é l m i n i m u m o t ) s z o l g á l t a t ó p o n t o k r a v o n a t k o z ó , 
f e n t e b b m e g f o g a l m a z o t t e r e d m é n y t . 
2 5 . SEGÉDTÉTEL. Legyen a J tartományon megadott F(ij) folytonos függvénynek 
+ -
megszámlálhatónál több olyan nívója, amelyre az E, (illetve EJ halmaz lineáris mértéke 
nullától különböző. Mindegyik ilyen nívóra, kivéve legfeljebb megszámlálhatóan sokat, 
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az illető nívónak a J tartományt szétválasztó komponensei hosszúságainak összege 
végtelen. 
BIZONYÍTÁS. T e k i n t s ü k a z t a z e s e t e t , a m i k o r a n í v ó k v a l a m e l y n e m m e g s z á m l á l -
+ + , + / 1 \ 
h a t ó 21 r e n d s z e r é r e v(E,)>0. N y i l v á n v a l ó , h o g y Et = 2 ЕЛ — 1 . T o v á b b á m i n d e n 
í £ 2 l é r t é k h e z t a l á l h a t ó o l y a n n , h o g y v Et , 1
 n 
sn 
1 ' " 
0 . V á l a s s z u k a ( 1 > 0 é s а Л > 0 
s z á m o t o l y a n k i c s i n y n e k , h o g y m e g s z á m l á l h a t ó n á l t ö b b t é r t é k r e f e n n á l l j o n a 
+ + 
v [ i í ( ( A ) ] > 2 0 > 0 e g y e n l ő t l e n s é g . M i n d e n i l y e n E,{h) h a l m a z h o z v á l a s s z u n k e g y 
+ 
P,(zE,(h) z á r t h a l m a z t , a m e l y r e у(P,)>6. I l y e n v á l a s z t á s a 2 2 . s e g é d t é t e l é s a Borel-
h a l m a z o k v - m é r h e t ő s é g e m i a t t l e h e t s é g e s . A 2 3 . s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n l e g f e l j e b b 
m e g S z á m l á l h a t ó a n s o k k i v é t e l t ő l e l t e k i n t v e m i n d e g y i k P , k é t o l d a l i k o n d e n z á c i ó s 
h a l m a z ( a t i n d e x r e v o n a t k o z ó a n ) . M e g m u t a t j u k , h o g y h a Pt0 a P, h a l m a z o k r a n é z v e 
k é t o l d a l i k o n d e n z á c i ó s h a l m a z , a k k o r a z Et0 n í v ó Hausdorff-féle l i n e á r i s m é r t é k e 
m á r a J t a r t o m á n y t s z é t v á l a s z t ó k o m p o n e n s e k r é v é n v é g t e l e n . 
T e g y ü k f e l , h o g y e z n i n c s í g y . M i n d e n e k e l ő t t m e g j e g y e z z ü k , h o g y a k k o r £ ) 0 - n a k 
l e g f e l j e b b v é g e s s z á m ú o l y a n k o m p o n e n s e v a n , a m e l y s z é t v á l a s z t j a a P,0 h a l m a z n a k 
a s z ó b a n f o r g ó k o m p o n e n s h e z n e m t a r t o z ó p o n t j a i t . E z a 2 4 . s e g é d t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k . 
L e g y e n e k e z e k a k o m p o n e n s e k K x , . . . , K „ . A z á l t a l á n o s s á g m e g s z o r í t á s a n é l k ü l 
f e l t e h e t j ü k , h o g y m i n d e g y i k Ks k o m p o n e n s p o n t o s a n k é t r é s z r e o s z t j a J-t, u g y a n i s 
„ n y o l c a s " t í p u s ú k o m p o n e n s e k l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k n í v ó n f o r d u l n a k 
e l ő . í g y a Kt, ...,K„ k o m p o n e n s e k a J t a r t o m á n y t и + l s z á m ú Jlt ...,Jn+1 t a r t o -
m á n y r a o s z t j á k f e l , é s k é t , a JSC\P,0 h a l m a z h o z t a r t o z ó K',K" k o m p o n e n s t E,0 
e g y e t l e n t ő l ü k k ü l ö n b ö z ő k o m p o n e n s e s e m v á l a s z t e l , t e h á t n e m v á l a s z t j a e l ő k e t 
Et0-K'-K" sem. 
M e g m u t a t j u k , h o g y t e t s z é s s z e r i n t i ú > 0 s z á m h o z t a l á l h a t ó E ^ - n a k v é g e s 
s z á m ú , a J t a r t o m á n y t s z é t v á l a s z t ó é s a P,0 h a l m a z Ő - k ö r n y e z e t é t m e t s z ő k o m p o n e n s e , 
a m e l y e k n e k ö s s z h o s s z ú s á g a l e g a l á b b 0. L e g y e n Я a K y , . . . , K n k o m p o n e n s e k h o s z -
n 
s z ú s á g a i k ö z ü l a l e g k i s e b b . A Pt0 é s 2 Ks k ö z ö t t i t á v o l s á g o t j e l ö l j ü k g - v a l . L e g y e n 
<5= 2 Q• A k é t o l d a l i k o n d e n z á c i ó s h a l m a z d e f i n í c i ó j a é r t e l m é b e n v a n o l y a n t i > t 0 , 
h o g y Pu с UÓ(P,0) ( a h o l UfM) a z M h a l m a z ú - k ö r n y e z e t e ) , s ő t , а д(P,o, Pti) Haus-
dorff-íé\e t á v o l s á g n e m n a g y o b b , m i n t - - b. 
M i n d e n qdP,, é s Ç£P,0 p o n t h o z t a l á l h a t ó a z E,0 h a l m a z n a k ő k e t e l v á l a s z t ó 
é s a Pt0 h a l m a z t n e m m e t s z ő К k o m p o n e n s e . V a l ó b a n , e l l e n k e z ő e s e t b e n v o l n a 
o l y a n L k o n t i n u u m , a m e l y t a r t a l m a z z a a £ £ P,0 é s q £ Pu p o n t o t , t o v á b b á n e m m e t s z i 
a z Et — K; h a l m a z t , a h o l K( a £ - t t a r t a l m a z ó k o m p o n e n s . D e a k k o r a z L — K( h a l -
m a z o n m i n d e n ü t t a m i n e m l e h e t s é g e s , m i v e l K, félmaximumot szolgáltató 
k o m p o n e n s . T e h á t l é t e z i k e m l í t e t t t u l a j d o n s á g ú К k o m p o n e n s . M i n d e n f]dPtl C\JS 
p o n t h o z r e n d e l j ü n k h o z z á e g y , a z ц p o n t o t é s a Js П P,0 h a l m a z v a l a m e l y p o n t j á t 
e l v á l a s z t ó K(t])aE,0 k o m p o n e n s t . A k k o r К e l v á l a s z t j a a z q p o n t o t P,0 bármely 
p o n t j á t ó l , m e r t e l l e n k e z ő e s e t b e n К s z é t v á l a s z t a n á a P,a h a l m a z t . А К k o m p o n e n s : 
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17-val e g y ü t t i / - n a k e g y e g é s z k ö r n y e z e t é t is e l v á l a s z t j a A , 0 - t ó l . E n n é l f o g v a t a l á l h a t u n k 
v é g e s s z á m ú i l y e n t í p u s ú K!A\...,K(m) k o m p o n e n s t , a m e l y e k ö s s z e g e e l v á l a s z t j a 
e g y m á s t ó l a P,0,PU h a l m a z o k a t . M i n d e z e k a k o m p o n e n s e k m e t s z i k a P,0 h a l m a z 
ő - k ö r n y e z e t é t , é s h o s s z ú s á g u k ö s s z e g e a 20 . s e g é d t é t e l s z e r i n t l e g a l á b b в . M i n t h o g y 
a ú > 0 s z á m t e t s z é s s z e r i n t i , i n n e n k ö n n y e n l e v e z e t h e t ő , h o g y a t0 n í v ó J - t s z é t v á l a s z t ó 
k o m p o n e n s e i h o s s z ú s á g á n a k ö s s z e g e v é g t e l e n . 
F é l m i n i m u m o t s z o l g á l t a t ó k o m p o n e n s e k e s e t é r e a b i z o n y í t á s a z F(t]) f ü g g v é n y r ő l 
a — F ( q ) f ü g g v é n y r e v a l ó á t t é r é s s e l a d ó d i k . 
A 2 1 . s e g é d t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y mihelyt a koncentrikus szingularitású kom-
ponensekhez tartozó pontok halmazának lineáris mértéke nullától különböző, az adott 
nívón már a szétválasztó komponensek ( k ö z ö n s é g e s é r t e l e m b e n v e t t ) összhosszúsága 
végtelen. A 2 5 . s e g é d t é t e l ugyanezt az eredményt a d j a arra az esetre, amikor a fél-
extrémumot szolgáltató pontok halmazának lineáris mértéke pozitív, de már nem min-
den nívóra, hanem esetleg megszámlálhatóan sok kivétellel minden nívóra. A m e g f e l e l ő 
h a l m a z o k n a k a 2 1 . s e g é d t é t e l b e n k i m u t a t o t t Borel-mérhetősége, é s a 5 o r e / - h a l m a -
z o k n a k a (Hausdorff-féle l i n e á r i s m é r t é k r e v o n a t k o z ó ) m é r h e t ő s é g e a l a p j á n i n n e n a 
k ö v e t k e z ő k a d ó d n a k : 
10. TÉTEL. Legyen F(rj) a J négyzeten vagy gömbfelületen értelmezett folytonos 
függvény. Akkor legfeljebb megszámlálhatóan sok t érték kivételével minden Et nívó-
halmaz Hausdorff-féle lineáris v(t) mértéke egyenlő e nívó teljesen reguláris komponensei 
hosszúságának összegével. Speciálisan (esetleg megszámlálhatóan sok kivételtől elte-
kintve) minden véges hosszúságú nívó csak egy pontból álló komponenseket tartalmaz 
nem szétválasztó komponensként. 
BIZONYÍTÁS. A 3 . t é t e l é r t e l m é b e n n e m r e g u l á r i s k o m p o n e n s e k , a m e l y e k J - t 
k e t t ő n é l t ö b b r é s z r e o s z t j á k , t o v á b b á r e g u l á r i s , d e n e m t e l j e s e n r e g u l á r i s k o m p o n e n -
s e k l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k n í v ó n f o r d u l n a k e l ő . E z e k e t a n í v ó k a t figyelmen 
k í v ü l f o g j u k h a g y n i . A 2 1 . é s 2 5 . s e g é d t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y m i n d e n n í v ó r a , 
e s e t l e g m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k t ó l e l t e k i n t v e , a m e l y e k e t e l h a n y a g o l u n k , f e n n á l l : 
v(t) = v(Et —E, — Et — Et). 
K ö v e t k e z é s k é p p e n l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k k i v é t e l l e l m i n d e n t n í v ó r a 
t e l j e s ü l a v ( í ) = v ( E j ) e g y e n l ő s é g , a h o l E* a t n í v ó t e l j e s e n r e g u l á r i s k o m p o n e n s e i -
n e k e g y e s í t é s e . H a Ej megszámlálhatónál több k o m p o n e n s b ő l á l l , a k k o r n y i l v á n 
v ( A * ) = + 0= és e k o m p o n e n s e k h o s s z ú s á g á n a k ö s s z e g e s z i n t é n v é g t e l e n . H a v i s z o n t 
E( = 2 K„, a h o l Kn a z Et h a l m a z r e g u l á r i s k o m p o n e n s e , a k k o r v ( E f ) — 2 V ( X „ ) . 
n n 
5. §. Sima függvények nívóhalmazai 
E b b e n a p a r a g r a f u s b a n egyszer é s kétszer differenciálható k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k 
n í v ó h a l m a z a i n a k t i p i k u s s z e r k e z e t é r ő l f o g u n k b i z o n y o s i s m e r e t e k e t s z e r e z n i . 
M i n d e n e k e l ő t t m e g j e g y e z z ü k , h o g y é p p e n ú g y , m i n t a z e g y s z e r ű e n c s a k f o l y t o n o s 
f ü g g v é n y e k e s e t é b e n , v a l a m e l y t ö b b s z ö r d i f f e r e n c i á l h a t ó f ü g g v é n y ö n á l l ó a n t e k i n t e t t 
E , n í v ó h a l m a z á r a v o n a t k o z ó e g y e t l e n m e g s z o r í t á s a z , h o g y E , z á r t h a l m a z l e g y e n . 
S ő t , W h i t n e y [7] m e g f e l e l ő t é t e l é b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y l e h e t s z e r k e s z t e n i o l y a n v é g -
t e l e n s o k s z o r d i f f e r e n c i á l h a t ó f ü g g v é n y t , a m e l y n e k a z a d o t t z á r t h a l m a z n í v ó h a l m a z a . 
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M i n t h o g y a z o n b a n a k é s ő b b i e k b e n s e h o l s e m h a s z n á l j u k f e l e z t a f o n t o s t é t e l t , 
b i z o n y í t á s a p e d i g e l é g t e r j e d e l m e s , a m e g f e l e l ő p é l d á t i t t n e m f o g j u k i s m e r t e t n i . 
M o s t t e g y ü k f e l , h o g y a z F{rj) f ü g g v é n y n e k a / n é g y z e t m i n d e n p o n t j á b a n l é t e z i k 
t e l j e s d i f f e r e n c i á l j a é s a p a r c i á l i s d e r i v á l t a k f o l y t o n o s a k . ( E n n e k a p a r a g r a f u s n a k a 
f o l y a m á n a z e l ő a d á s e g y s z e r ű s é g e é r d e k é b e n f e l f o g j u k t e n n i , h o g y a J é r t e l m e z é s i 
t a r t o m á n y n é g y z e t . A b i z o n y í t á s o k g ö m b f e l ü l e t e s e t é n s z ü k s é g e s s é v á l ó m ó d o s í t á s á t 
a z o l v a s ó n e h é z s é g n é l k ü l e l v é g e z h e t i . ) A k k o r Y o u N G n a k a z i m p l i c i t f ü g g v é n y e k r ő l 
s z ó l ó n e v e z e t e s t é t e l e [13] é r t e l m é b e n , h a a z F(r\) f ü g g v é n y n e k а с p o n t b a n v e t t 
g r a d F ( f f ) g r a d i e n s e k ü l ö n b ö z i k n u l l á t ó l , a k k o r a £ p o n t k ö r n y e z e t é b e n a z F(rf) 
f ü g g v é n y n í v ó g ö r b é j e e g y é r t e l m ű és f o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó í v . A z o k b a n a 
p o n t o k b a n , a h o l g r a d F{rf) = 0 , Y O U N G t é t e l e n e m a d s e m i l y e n m e g s z o r í t á s t . I l y 
m ó d o n YOUNG t é t e l e lokális j e l l e g ű . 
M e g m u t a t j u k , h o g y e g y s z e r differenciálható k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y n e k majdnem 
mindegyik nívóhalmaza lokálisan összefüggő, é s h o g y m a j d n e m m i n d e n n í v ó r a a z o k 
a p o n t o k , a m e l y e k r e g r a d F{rj) — 0 , a z i l l e t ő n í v ó n n u l l a l i n e á r i s m é r t é k ű h a l m a z t 
a l k o t n a k . 
T o v á b b á k é t s z e r d i f f e r e n c i á l h a t ó f ü g g v é n y e k r e b e f o g j u k b i z o n y í t a n i , h o g y a 
g r a d F{t]) = 0 t u l a j d o n s á g ú p o n t o k a n í v ó k v a l a m e l y n u l l a m é r t é k ű h a l m a z á n 
h e l y e z k e d n e k e l , é s b á r m e l y m á s n í v ó véges számú folytonosan differenciálható egy-
szerű ívből és topologikus körből áll. 
11. TÉTEL. ( G . M . ADELSZON—VELSZKIJ é s A . S z . KRONROD). Legyen F(rj) a J 
egységnégyzeten értelmezett folytonos függvény, amelynek minden pontban van teljes 
differenciálja. Legyen Q azon pontok halmaza, amelyekben g r a d F{r\) = 0 . Legyen T 
azon t értékek halmaza, amelyekre v (£, ГШ) > 0, ahol v(F) a Hausdorff-féle lineáris 
mérték. Akkor mes T= 0. 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n m e s T = d>0, a h o l m e s a L e b e s g u e - f é l e k ü l s ő m é r t é k j e l e . 
A k k o r t a l á l h a t ó o l y a n a > 0 , h o g y 7 " - v e l j e l ö l v e a z o n t é r t é k e k h a l m a z á t , a m e l y e k r e 
v ( £ ( ( T Q ) > a , f e n n á l l a m e s e g y e n l ő t l e n s é g . M i n d e n t f T ' n í v ó v a l k a p c s o l a t -
b a n j á r j u n k el a k ö v e t k e z ő k é p p e n . M i n d e n ч £ Е , Р \ 0 . p o n t h o z t a l á l h a t ó o l y a n Ú „ > 0 
I YI 
s z á m , h o g y e s e t é n | F ( Q — F ( p ) \ < — - — , a h o l A t e t s z é s s z e r i n t i r ö g z í t e t t 
Л 
s z á m . L e g y e n U,
 s a z h a l m a z a z o n p o n t j a i n a k ö s s z e s s é g e , a m e l y e k r e 
3 
L e g y e n ő 0 o l y k i c s i n y , h o g y v ( f / , 3 o ) > — a . L e g y e n а £ > 0 s z á m o l y a n k i c s i n y , 
h o g y v 4 e ( í / , é s p < m i n (1 , c>0). R a j z o l j u n k UhÔQ m i n d e n p o n t j a m i n t k ö z é p -
p o n t k ö r ü l e g y - e g y д s u g a r ú k ö r t . E g y m á s t n e m m e t s z ő k ö r ö k b ő l á l l ó m a x i m á l i s 2( t 
r é s z r e n d s z e r b e n a s u g a r a k ö s s z e g e ^ ~ . V a l ó b a n , h a a z 21, r e n d s z e r m i n d e g y i k 
k ö r é n e k s u g a r á t m e g h á r o m s z o r o z z u k , a k k o r a k a p o t t r e n d s z e r b e f e d i a z e g é s z 
U u 5 o h a l m a z t é s a k ö r ö k s u g a r a e z é r t a z á t m é r ő k ö s s z e g e n a g y o b b , m i n t 
" , k ö v e t k e z é s k é p p e n a z e r e d e t i k ö r ö k á t m é r ő i n e k ö s s z e g e n a g y o b b , m i n t M e g 
2 6 
f o g j u k b e c s ü l n i a z 2Í, r e n d s z e r h e z t a r t o z ó k ö r ö k ö s s z e g é n e k t e r ü l e t é t . E n n e k n a g y s á g a 
S, = nng2, a h o l n a k ö r ö k s z á m a , é s n y i l v á n H S J ^ - . 
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Л02'Я 7.0 
E z e k s z e r i n t S t S . T o v á b b á a f ü g g v é n y i n g a d o z á s a e g y i k k ö r b e n 
s e m h a l a d j a m e g a ~ é r t é k e t . E n n é l f o g v a 31, m i n d e n p o n t j a a j , 
i n t e r v a l l u m b e l i n í v ó k h o z t a r t o z i k . E l v é g e z v e e z t a s z e r k e s z t é s t m i n d e n t ( j T ' é r t é k r e , 
v á l a s s z u k k i a jt s z á m k ö z ö k n e k e g y v é g e s r e n d s z e r é t , a m e l y a t t e n g e l y n e k l e g a l á b b 
— - n y i r é s z é t f e d i b e . V e g y ü k e z e k n e k a z i n t e r v a l l u m o k n a k v a l a m e l y r é s z r e n d s z e r é t , 
a m e l y n e k e l e m e i n e m m e t s z i k e g y m á s t és ö s s z h o s s z ú s á g u k l e g a l á b b A . L e g y e n e k 
О 
e z e k jtí, ...,jtk. M e g b e c s ü l j ü k a z ö s s z e s 31,s ( s = 1, 2 , . . . , k) r e n d s z e r e k h e z t a r t o z ó 
k ö r ö k t e r ü l e t é n e k S ö s s z e g é t . K a p j u k : 
. , 7QS 7 
d e a j,s i n t e r v a l l u m h o s s z ú s á g a n e m n a g y o b b , m i n t — , és í g y 
A 
A 2gs 2 * d * Ad 
2 - r = - j 2 Qs^-r v a g y 2 & S T . 
s — 1 a A
 S = 1 4 S = 1 ö 
a-d 
E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y — ^ A b á r m i l y e n n a g y A-ra. E z a z o n b a n l e h e t e t l e n . 
m e r t u g y a n a z o n 3 í , s - h e z + a r t o z ó k ö r ö k s z e r k e s z t é s s z e r i n t n e m m e t s z i k e g y m á s t , 
k ü l ö n b ö z ő 31,s r e n d s z e r e k h e z t a r t o z ó k ö r ö k p e d i g a z é r t n e m m e t s z i k e g y m á s t , m e r t 
a z F(rj) f ü g g v é n y k ü l ö n b ö z ő é r t é k e k e t v e s z f e l r a j t u k ( u g y a n i s F(rj)£jts, h a )/ a z 31,s 
r e n d s z e r h e z t a r t o z ó k ö r b e n f e k s z i k ) . E n n é l f o g v a ( t e k i n t e t b e v é v e m é g , h o g y g 1 ) 
f e n n á l l S < 9 , é s e l é g n a g y A e s e t é n e l l e n t m o n d á s r a j u t u n k , a m i b i z o n y í t j a t é t e l ü n k e t . 
D i f f e r e n c i á l h a t ó F(r\) f ü g g v é n y e k e s e t é b e n n é h á n y k i j e l e n t é s t t e h e t ü n k n í v ó -
h a l m a z o k k o m p o n e n s e i n e k t i p i k u s t o p o l ó g i a i s z e r k e z e t é r ő l . E h h e z e g y s e g é d t é t e l r e 
l e s z s z ü k s é g ü n k . 
26. SEGÉDTÉTEL. Legyen u(x, y) tetszés szerinti függvény. Akkor bármely y0-ra 
(illetve x0-ra) azon t értékek Tyo (illetve TXo) halmaza, amelyekhez található olyan 
(x, y0) £ Et (illetve (x0, y) £ Ej pont, hogy ux(x, y0) = 0 (illetve uy(x0, у) = 0 ) , nulla 
mértékű. 
BIZONYÍTÁS. V a l ó b a n , h a m e s T y o — a k k o r a z e > 0 s z á m o t t e t s z é s s z e r i n t 
r ö g z í t v e , f e l e l t e s s ü n k m e g m i n d e n o l y a n (x, y0) p o n t n a k , a h o l ux = 0, e g y i n t e r v a l l u -
m o t , a m e l y b e n \u(x,y0) — u(x',y0)\<£\x — x'\. E z e n i n t e r v a l l u m o k k ö z ü l k i v á l a s z t -
h a t u n k v é g e s s z á m ú e g y m á s t n e m m e t s z ő t ú g y , h o g y a t t e n g e l y e n v e t t k é p e i k ö s z -
s z e g é n e k a m é r t é k e ^ T l e g y e n . A k k o r a z i n t e r v a l l u m o k h o s s z ú s á g á n a k ö s s z e g e 
n a g y o b b l e sz , m i n t , a m i e l é g k i c s i n y e é r t é k e k r e l e h e t e t l e n . 
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12. TÉTEL. ( G . M . ADELSZON—VELSZKIJ é s A . S z . KRONROD). Legyen u(x, y) a 
J tartományon értelmezett folytonos függvény, és legyen m és M e függvény minimuma 
és maximuma. Akkor a t tengely [mM] szakasza tartalmaz olyan teljes mértékű T" 
halmazt, hogy mindegyik t£T* értékhez tartozó Et nívóhalmazra 
1 azon pontok W, halmazának az x tengelyen vett vetülete, amelyekben uy = 0, 
nulla mértékű, és 
2 azon pontok W2 halmazának az у tengelyen vett vetülete, amelyekben ux = 0, 
nulla mértékű. 
BIZONYÍTÁS. T e k i n t s ü k a z / ( x = c) e g y e n e s e k r e n d s z e r é t . J e l e n t s e Tc a z o n t 
n í v ó k h a l m a z á t , a m e l y e k r e a z EtC\lc m e t s z e t n e k l e g a l á b b e g y p o n t j á b a n г/у = 0 . 
A 2 6 . s e g é d t é t e l s z e r i n t a Tc h a l m a z t e t s z é s s z e r i n t i с e s e t é n n u l l a m é r t é k ű . L e g y e n 
P a z xt s í k a z o n ( x 0 , t0) p o n t j a i n a k a h a l m a z a , a m e l y e k r e E,0P\lX0 t a r t a l m a z uy = 0 
t u l a j d o n s á g ú p o n t o t . FUBINI t é t e l e [6] é r t e l m é b e n a z [mM] s z a k a s z t a r t a l m a z o l y a n 
t e l j e s m é r t é k ű Tk h a l m a z t , h o g y m i n d e n t0^.Tl é r t é k h e z t a r t o z ó t = t0 e g y e n e s n e k 
a P h a l m a z z a l k é p e z e t t m e t s z e t e n u l l a m é r t é k ű . F e l c s e r é l v e m e g f o n t o l á s u n k b a n a z 
x é s у m e n n y i s é g e t , e g y T2 h a l m a z t k a p u n k . A T* = Tíf)T2 h a l m a z m e g f e l e l a t é t e l 
k ö v e t e l m é n y e i n e k . 
13. TÉTEL ( G . M . ADELSZON—VELSZKIJ é s A . S z . KRONROD). Legyen u(x, y) a J 
tartományon értelmezett folytonos függvény, és T* a nívóknak az a halmaza, amelynek 
létezését a 12. tételben bizonyítottuk. Akkor bármely tCT* értékre az Et halmaz 
mindegyik komponense lokálisan összefüggő. 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n A" a z E , h a l m a z v a l a m e l y k o m p o n e n s e , é s a a A k o m p o n e n s 
l o k á l i s ö s s z e n e m f ü g g é s i p o n t j a . A k k o r t a l á l h a t ó o l y a n a k ö z é p p o n t ú é s Ca h a t á r ú 
Ra k ö r , h o g y a z Ra k ö r b e n а К k o n t i n u u m n a k v a n e g y {Aj} k o m p o n e n s - s o r o z a t a , 
a m e l y n e k m i n d e n t a g j a t a r t a l m a z z a a Ca h a t á r v a l a m e l y b, p o n t j á t , é s a z a p o n t 
b e n n e v a n a {A}} s o r o z a t t o p o l ó g i a i l i m e s i n f e r i o r á b a n . A z á l t a l á n o s s á g m e g s z o r í -
t á s a n é l k ü l f e l t e h e t j ü k , h o g y a bpontok t a r t a n a k e g y b Ç Ca p o n t h o z . M e g h a t á r o z o t t -
s á g k e d v é é r t a z a, b p o n t o k x k o o r d i n á t á i , x , é s x 2 l e g y e n e k r e n d r e k ü l ö n b ö z ő k 
( x , < x 2 ) , m a j d e g y e n l ő k . A k k o r m i n d e g y i k lXo e g y e n e s t ( x = x 0 ; xk < x 0 < x 2 ) m e g -
s z á m l á l h a t ó a n s o k Kt m e t s z i . D e К\ П Kj = 0 , t e h á t m i n d e g y i k lXo e g y e n e s e n t a l á l h a t ó 
o l y a n ( x 0 , yXo) p o n t , a m e l y a A j П l x o h a l m a z o k h o z t a r t o z ó p o n t o k t o r l ó d á s i p o n t j a 
é s a m e l y r e e n n é l f o g v a uy(x0, yxo) = 0 . 
A 12. t é t e l 1. p o n t j á v a l k a p o t t e l l e n t m o n d á s b i z o n y í t j a a 13. t é t e l t . 
2 7 . SEGÉDTÉTEL. Bármely síkbeli, korlátos, lokálisan összefüggő К kontinuum, 
amely nem egyszerű ív vagy topológikus kör, tartalmaz elágazási pontot. 
BIZONYÍTÁS. 1° . T e g y ü k f e l , h o g y К t a r t a l m a z e g y L ^ K t o p o l ó g i k u s k ö r t . 
A z aCK — L p o n t t e t s z é s s z e r i n t i b£L p o n t t a l ö s s z e k ö t h e t ő v a l a m e l y / e g y s z e r ű í v 
s e g í t s é g é v e l . T e k i n t s ü k az 1С] L m e t s z e t ( a - t ó l b f e l é s z á m í t o t t ) e l s ő p o n t j á t . E z e l á g a -
z á s i p o n t . 
2 ° . T e g y ü k f e l , h o g y К n e m t a r t a l m a z t o p o l ó g i k u s k ö r t . L e g y e n a£K,b£K, 
c£K. T a l á l h a t ó k o l y a n la d K, lb<zK, lcczK e g y s z e r ű í v e k , a m e l y e k v é g p o n t j a i r e n d r e 
b é s с, с é s а, а é s b. H a a z la,lb, lc í v e k k ö z ü l e g y i k s e m t a r t a l m a z z a a m á s i k k e t t ő 
ö s s z e g é t , a k k o r la + lb + Ic t a r t a l m a z v a g y t o p o l ó g i k u s k ö r t , v a g y e l á g a z á s i p o n t o t . 
H a v i s z o n t e z a k ö r ü l m é n y e g y e t l e n A - b e l i p o n t h á r m a s r a s e m á l l f e n n , a k k o r A p o n t -
j a i n a k a h a l m a z a r e n d e z e t t , é s К e g y s z e r ű ív . 
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14. TÉTEL ( G . M . ADELSZON—VELSZKIJ é s A . S z . KRONROD). Legyen u(x,y) a J 
tartományon értelmezett folytonos függvény, amelynek J minden pontjában vannak 
parciális deriváltjai. Legyen m és M az u(x, y) függvény minimuma és maximuma. 
Akkor az [mM] szakaszon található olyan teljes mértékű T* halmaz, hogy t d T* 
esetén az E, nívóhalmazok csak a következő komponenseket tartalmazzák: 
a) topológikus körök, 
b) egyszerű ívek, amelyek végpontjai J határán fekszenek, 
c) pontok. 
Minden tdT* értékre az egyetlen pontból álló komponensek összességének az x 
tengelyen és az у tengelyen vett vetülete is nulla mértékű. 
BIZONYÍTÁS. A 13. t é t e l n e k m e g f e l e l ő e n v á l a s s z u k k i a n í v ó k n a k e g y T r e n d s z e r é t , 
a m e l y r e tdT e s e t é n m i n d e n KczE, k o m p o n e n s l o k á l i s a n ö s s z e f ü g g ő . KOMAREVSZKIJ 
t é t e l e ( l á s d a 8 . s e g é d t é t e l t ) s z e r i n t a s í k e g y m á s t n e m m e t s z ő , e l á g a z á s i p o n t o t t a r t a l -
m a z ó k o n t i n u u m a i n a k b á r m e l y r e n d s z e r e l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó . í g y a 2 7 . 
s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n e k o m p o n e n s e k k ö z t l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k o l y a n 
v a n , a m e l y i k n e m p o n t , e g y s z e r ű ív v a g y t o p o l ó g i k u s k ö r . 
H a g y j u k e l a T r e n d s z e r b ő l m i n d a z o n t n í v ó k a t , a m e l y e k r e Et t a r t a l m a z i l y e n 
k i v é t e l e s k o m p o n e n s t . L e g y e n a m e g m a r a d ó r e n d s z e r T*. L e g y e n a(x0, y0) d E,0 
( t 0 d T * ) é s ux(a) A 0 v a g y и fa) ^ 0 . M e g h a t á r o z o t t s á g k e d v é é r t t e g y ü k f e l , h o g y 
и f a ) > 0 . V e g y ü k f e l а g(x0, y0 — s), y(x0, y0 + e) v é g p o n t o k k a l r e n d e l k e z ő L s z a -
k a s z t ú g y , h o g y 0 < < 5 ^ 8 e s e t é n t e l j e s ü l j ö n a z u(x0, y0 + ő)>u(a) = t0 é s a z 
u(x0,y0 — < 5 ) < и ( я ) = t0 e g y e n l ő t l e n s é g . 
А у é s а д p o n t o t a z E,0 h a l m a z , é s í g y a n n a k e g y К k o m p o n e n s e i s e l v á l a s z t j a . 
K ö v e t k e z é s k é p p e n К n e m á l l h a t e g y e t l e n p o n t b ó l . A KŒE,0 k o m p o n e n s m e t s z i a z 
L s z a k a s z t , t e h á t t a r t a l m a z z a a z a p o n t o t . Н а К n e m t o p o l ó g i k u s k ö r , a k k o r К e g y -
s z e r ű í v , é s m i n t h o g y К s z é t v á l a s z t j a a J t a r t o m á n y t , К v é g p o n t j a i J h a t á r á n f e k s z e -
n e k . M i n t h o g y m i n d e n , n e m e g y e t l e n p o n t b ó l á l l ó A < z £ , k o m p o n e n s n e k tdT* 
e s e t é n a 12. t é t e l é r t e l m é b e n v a n o l y a n p o n t j a , a m e l y b e n и
х
^0 v a g y и Д 0 , a z Et 
(t d T*) n í v ó h a l m a z o k k o m p o n e n s e i n e k ö s s z e s s é g e c s a k p o n t o k a t , t o p o l ó g i k u s 
k ö r ö k e t é s o l y a n e g y s z e r ű í v e k e t t a r t a l m a z , a m e l y e k v é g p o n t j a i J h a t á r á n f e k s z e n e k . 
A z e g y m a g u k b a n k o m p o n e n s t s z o l g á l t a t ó p o n t o k b a n m i n d k é t p a r c i á l i s d e r i v á l t 
é r t é k e n u l l a , e z é r t m i n d e n tdT* n í v ó r a e p o n t o k h a l m a z á n a k v e t ü l e t e i a 12. t é t e l 
é r t e l m é b e n n u l l a m é r t é k ű e k . 
A 14. t é t e l m e g a d j a a p a r c i á l i s d e r i v á l t a k k a l r e n d e l k e z ő , t e h á t a z e g y s z e r d i f f e -
r e n c i á l h a t ó k n á l ( t e l j e s d i f f e r e n c i á l l a l r e n d e l k e z ő k n é l ) t á g a b b o s z t á l y b a t a r t o z ó , f ü g g -
v é n y e k n í v ó h a l m a z a i k o m p o n e n s e i n e k t i p i k u s t o p o l ó g i a i s z e r k e z e t é t . 
A l i . t é t e l t s z i n t é n á l t a l á n o s í t a n i l e h e t n e e r r e a z e s e t r e . E z t n e m f o g j u k e l v é g e z n i ; 
c s a k a r r a m u t a t u n k r á , h o g y a t é t e l b i z o n y í t á s á n a k m e g v á l t o z t a t á s a s o r á n a z o t t 
s z e r e p l ő k ö r ö k e t k é t - k é t e g y m á s r a m e r ő l e g e s s z a k a s z b ó l á l l ó „ k e r e s z t e k k e l " k e l l 
h e l y e t t e s í t e n i . 
A k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k n í v ó h a l m a z a i n a k a s z e r k e z e t é t m é g p o n t o s a b b a n a 
k é t s z e r d i f f e r e n c i á l h a t ó f ü g g v é n y e k e s e t é b e n l e h e t l e í r n i . M e g j e g y e z z ü k , h o g y e l t é r ő e n 
a z e l ő z ő p a r a g r a f u s o k t ó l , e p a r a g r a f u s t é t e l e i n e k b i z o n y í t á s a s o r á n l é n y e g e s e n 
k i h a s z n á l j u k a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y k é t d i m e n z i ó s v o l t á t . A z « - v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k 
e s e t e i r á n t é r d e k l ő d ő o l v a s ó n a k figyelmébe a j á n l j u k E . M . LANGYISZ é s a s z e r z ő 
k ö z ö s c i k k é t [8]. 
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19. d e f i n í c i ó . L e g y e n M s í k b e l i h a l m a z . A z / / £ M p o n t o t szabad körcikkel 
rendelkezőnek n e v e z z ü k , h a t a l á l h a t ó o l y a n /7 c s ú c s ú é s r s u g a r ú t e l j e s A k ö r c i k k , 
a m e l y b e n /7 a z e g y e t l e n M - b e l i p o n t . 
28. SEGÉDTÉTEL. ( I . JA. VERCSENKO é s A . N . KOLMOGOROV [9]). Legyen M olyan 
síkbeli halmaz, amelynek minden pontja szabad körcikkel rendelkező pont. Akkor M 
megszámlálhatóan sok rektifikálható görbén helyezkedik el. 
BIZONYÍTÁS. O s s z u k f e l a z M h a l m a z t m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k M fi, cp, e) o s z -
t á l y r a , a h o l r, cp é s e r a c i o n á l i s s z á m o k é s a z M - b e l i // p o n t a k k o r t a r t o z i k a z M fi, cp, E) 
o s z t á l y b a , h a a b b a n a z r s u g a r ú , rj c s ú c s p o n t t a l r e n d e l k e z ő t e l j e s k ö r c i k k b e n , a m e l y n e k 
t e n g e l y e a z x t e n g e l l y e l cp s z ö g e t a l k o t é s a m e l y n e k a c s ú c s n á l f e k v ő s z ö g e 2e , a z M 
h a l m a z n a k n i n c s m á s p o n t j a a z /7 p o n t o n k í v ü l . M e g m u t a t j u k , h o g y a J e g y s é g n é g y -
z e t b e n b á r m e l y i k M(r, cp, E) h a l m a z p o n t j a i v é g e s s z á m ú r e k t i f i k á l h a t ó g ö r b é n 
h e l y e z k e d n e k e l . E b b ő l a z o n n a l k ö v e t k e z i k a s e g é d t é t e l á l l í t á s a . L e g y e n x'y' a z a 
d e r é k s z ö g ű k o o r d i n á t a r e n d s z e r , a m e l y n e k y ' t e n g e l y e a z x t e n g e l l y e l cp s z ö g e t a l k o t . 
R a j z o l j u k m e g a z x' = nh e g y e n e s e k e t , a h o l h < / * c o s s fi = ± 1 , 2 , . . . , N ) . M i n d e g y i k 
a z y' = fi — \)h é s y' —nh e g y e n e s e k k ö z ö t t i Pn s á v b a n a z M fi, cp,s) h a l m a z h o z 
á l l a n d ó j ú Lipschitz-fchétd n e к t e s z e l e g e t . A z f ( x j f ü g g v é n y é r t e l m e z é s é t a 
J Ç) M fi, cp, Е)Г\Р
П
 m e t s z e t x ' t e n g e l y e n v e t t v e t ü l e t é n e k l e z á r á s á r a f o l y t o n o s s á g 
ú t j á n , a k a p o t t z á r t h a l m a z z a l h a t á r o s i n t e r v a l l u m o k r a p e d i g l i n e á r i s a n k i t e r j e s z t v e , 
m e g k a p j u k a k e r e s e t t r e k t i f i k á l h a t ó g ö r b é t . 
2 9 . SEGÉDTÉTEL. Legyen S rektifikálható görbe a J négyzetben, és legyen F fi) 
a J négyzeten értelmezett folytonos függvény. Legyen Q azon pontok halmaza, amelyek-
ben Ffi)-nak van teljes differenciálja és azonkívül g r a d F fi) = 0 . Akkor az F fi) 
függvény Q halmazon felvett értékeinek halmaza nulla mértékű (at tengelyen). 
BIZONYÍTÁS. A Z S g ö r b é n v e z e s s ü k b e v á l t o z ó k é n t А Т í v h o s s z ú s á g o t . A k k o r a z 
S g ö r b é n F fi)-ból e g y v á l t o z ó s / ( r ) f ü g g v é n y l e s z , é s Í2 p o n t j a i b a n / ( ' т ) = 0 . A 2 6 . 
s e g é d t é t e l s z e r i n t e b b ő l k ö v e t k e z i k a j e l e n s e g é d t é t e l á l l í t á s a . 
15 . TÉTEL ( A . S z . KRONROD é s E . M . LANGYISZ). Legyen F fi) a J négyzeten 
értelmezett és J minden pontjában kétszer differenciálható függvény. Akkor azok a 
pontok, ahol g r a d F fi) = 0 , a nívóknak egy ( a t tengelyen mérve ) nulla mértékű 
halmazán helyezkednek el. 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n Q X a z o n p o n t o k h a l m a z a , a m e l y e k b e n g r a d F fi) = 0 , v a g y i s 
Fxfi) = Fyfi) = 0 , Cl2 p e d i g a z o n Í 2 , - b e l i p o n t o k h a l m a z a , a m e l y e k b e n m é g 
Fxxfi) = Fxyfi) = Fyxfi) = Fyyfi) = 0 i s t e l j e s ü l . 
Q ! — Ú 2 m i n d e n p o n t j á h o z t a r t o z i k s z a b a d k ö r c i k k , í g y a 2 8 . s e g é d t é t e l é r t e l m é -
b e n Q 1 — Q 2 m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k r e k t i f i k á l h a t ó g ö r b é n h e l y e z k e d i k e l . A 2 9 . 
s e g é d t é t e l s z e r i n t e b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y Q l — Q 2 p o n t j a i a n í v ó k v a l a m e l y n u l l a 
m é r t é k ű r e n d s z e r é n h e l y e z k e d n e k e l . V i z s g á l n i k e l l m é g a z Q 2 h a l m a z t . L e g y e n T 
a z o n n í v ó k ö s s z e s s é g e , a m e l y e k t a r t a l m a z n a k - b e l i p o n t o t . L e g y e n a f e l t e v é s s e l 
e l l e n t é t b e n m e s T= ц =>0. M i n t h o g y a z F fi) f ü g g v é n y m i n d e n // £ í í 2 p o n t b a n T a y l o r -
s o r b a f e j t h e t ő , t e t s z é s s z e r i n t i £ > 0 s z á m h o z t a l á l h a t ó o l y a n / / - tó i f ü g g ő < 5 > 0 s z á m , 
h o g y | / / - £ | =£ e s e t é n \Ffi) - F(Ç)\ ^  e | / / -£|2 . 
t a r t o z ó p o n t o k o l y a n f ( x j f ü g g v é n y 
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R a j z o l j u k m e g m i n d e g y i k i / £ í í 2 P o n t h ° z a f e n t i ő - k ö r n y e z e t e t . M i n d e n t0 
é r t é k r e , a m e l y h e z v a n o l y a n rj£Q, h o g y F(r\) = t0, r ö g z í t s ü n k egy i l y e n r\ p o n t o t 
e m l í t e t t ó - k ö r n y e z e t é v e l e g y ü t t . A t t e n g e l y e n a t0 p o n t k ö r ü l j e l ö l j ü n k k i e g y EÖ2 
s u g a r ú i n t e r v a l l u m o t . E z e n i n t e r v a l l u m o k r e n d s z e r é b ő l , a m e l y a z e g é s z T h a l m a z t 
b e f e d i , v á l a s s z u n k k i v é g e s s z á m ú e g y m á s t n e m m e t s z ő i n t e r v a l l u m o t , a m e l y e k 
ö s s z h o s s z ú s á g a l e g a l á b b y . A z é r t e l m e z é s i s í k o n a m e g f e l e l ő k ö r ö k n y i l v á n n e m 
m e t s z i k e g y m á s t , m e r t k ü l ö n b ö z ő k ö r ö k h ö z t a r t o z ó p o n t o k b a n a z A O ; ) f ü g g v é n y 
k ü l ö n b ö z ő é r t é k e k e t v e s z f e l . 
A * t e n g e l y e n f e k v ő e<52 s u g a r ú i n t e r v a l l u m n a k a s í k b a n v a l a m e l y ő s u g a r ú , a z a z 
n ö 2 t e r ü l e t ű k ö r f e l e l m e g . M i n t h o g y a k i v á l a s z t o t t i n t e r v a l l u m o k h o s s z ú s á g á n a k 
ö s s z e g e n a g y o b b v a g y e g y e n l ő m i n t f e n n á l l a 2 — ~ r > v a g Y l s 2 
J s 3 s ó£ 
e g y e n l ő t l e n s é g . A z £ > 0 m e n n y i s é g m e g v á l a s z t á s a ö n k é n y e s v o l t . I l y m ó d o n 
ji'ii 
£ e s e t é n 2 n ú 2 > 10 m e s J , e z p e d i g l e h e t e t l e n , m e r t k ö r e i n k n e m m e t s z i k 
3 0 m e s J s 
e g y m á s t . T e h á t v a l ó b a n m e s A = 0 , a m i a b i z o n y í t a n i k í v á n t t é t e l h e l y e s s é g é t m u t a t j a . 
15. tételünkből és YouNGnak a nívógörbékről szóló tételéből [13] gyorsan adódik 
a következő. 
16. TÉTEL ( A . S z . KRONROD é s E . M . LANGYISZ). Legyen F(rj) a J négyzeten 
értelmezett, kétszer differenciálható függvény. Akkor majdnem minden t-re az Et 
nívóhalmaz véges számú, minden pontjában kétszer differenciálható topológikus körből 
és olyan egyszerű ívből áll, amelynek végpontjai J határán vannak. 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n E , o l y a n n í v ó h a l m a z , a m e l y n e k m i n d e n p o n t j á b a n 
g r a d F(i]) = 0 . M i n d e n e k e l ő t t Y O U N G t é t e l e s z e r i n t a z Et n í v ó h a l m a z b á r m e l y 
t ] é E , p o n t k ö r n y e z e t é b e n k é t s z e r d i f f e r e n c i á l h a t ó e g y s z e r ű í v . E b b ő l k ö v e t k e z i k , 
h o g y a t n í v ó k o m p o n e n s e i n e k s z á m a v é g e s . M i n d e g y i k k o m p o n e n s l o k á l i s a n e g y -
s z e r ű í v , é s í g y a 2 7 . s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n m i n d e n k o m p o n e n s t o p o l ó g i k u s k ö r v a g y 
o l y a n e g y s z e r ű ív , a m e l y n e k v é g p o n t j a i J h a t á r á n v a n n a k . 
Megjegyzés. A 1 1 — 1 6 . t é t e l e k n e h é z s é g n é l k ü l á t v i h e t ő k a J k é t d i m e n z i ó s 
g ö m b f e l ü l e t e n é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y e k e s e t é r e . 
I I . f e j e z e t 
L I N E Á R I S V A R I Á C I Ó 
1. §. A lineáris variáció értelmezése. Ponttól pontig vett variáció. 
Pozitív és negatív, belső és határ-variáció 
A v a r i á c i ó a z e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k e s e t é b e n j ó l i s m e r t t u l a j d o n s á g o k k a l 
r e n d e l k e z ő f u n k c i o n á l . K é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k n é l a v a r i á c i ó n a k n i n c s á l t a l á n o s a n 
e l f o g a d o t t d e f i n í c i ó j a . S ő t , a z o k n a k a d e f i n í c i ó k n a k a t ö b b s é g e , a m e l y e k k é t v á l t o z ó s 
f ü g g v é n y e k v a r i á c i ó j á r a a z i r o d a l o m b a n e l ő f o r d u l n a k ( l á s d [10]) , i n t u i t i v e , k i s e b b -
n a g y o b b m é r t é k b e n , a f ü g g v é n y - g r a f i k o n t e r ü l e t e f o g a l m á n a k , h e l y e s e b b e n e g r a f i -
6« 
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konnak valamilyen módon megválasztott függó'leges síkokon vett vetületei területének 
felel meg. Minket azonban most az érdekel, lehetséges-e olyan variációt szerkeszteni, 
amely egy másik intuitív elképzelésnek — a függvény egyik ponttól a másikig 
való változásának — felel meg, amely megadja azon emelkedó'k és ereszkedó'k mini-
mális összegét, amelyeket az utazónak be kell járni, ha függvényünk grafikonja 
mentén egy megadott pontból egy másikig el akar jutni. Ennek során természe-
tesen igyekezni fogunk elkülöníteni a pozitív variációt — az emelkedők összegét 
— és a negatív variációt — az ereszkedó'k összegét. Ezek a ponttól pontig vett po-
zitív, negatív és teljes variációra vonatkozó intuitív követeléseink. 
Szeretnénk továbbá egy olyan variációt is, amely a függvénynek nemcsak 
valamely ponttól pontig vezető út mentén, hanem, hogy úgy mondjuk, az egész 
tartományban való változását fejezi ki. Ha a függvény grafikonja véges számú 
különálló „kúpból" áll (4. ábra), akkor azt akarjuk, hogy az egész tartományon 
vett variáció az összes ilyen kúpok magasságá-
nak összege legyen, alaktól függetlenül. Ha most 
külön akarjuk választani, hogy úgy mondjuk, 
a tartományon vett pozitív és negatív variációt, 
akkor nyilvánvaló, hogy az ábránkon szereplő 
A pontra vonatkozóan azt a kúpot, amelynek 
csúcsa az A' pontban van, felfelé emelkedőnek 
kell tekinteni, а В pontra vonatkozóan viszont 
lefelé süllyedőnek. Ilyenformán már jó előre 
látjuk, hogy a tartományon vett variáció szét-
esése pozitív és negatív részre bizonyos fokig 
függ a kiindulási ponttól. 
Végül az összes esetekben lehetségesnek lát-
szik a (teljes, pozitív vagy negatív, ponttól pon-
tig vagy az egész tartományon vett) variáció azon 
részének megkülönböztetése, amely „kúpszerű" kiemelkedésekből és bemélyedések-
ből származik, és annak a résznek, amely a határig terjedő „ráncokból" adódik, 
így már most látjuk, hogy a kétváltozós függvények esetében az említett típusú 
összes lehetséges variációk gyűjteményének valamivel terjedelmesebbnek kell len-
nie, mint egyetlen változó esetében. 
Egyváltozós függvények esetén folytonos függvények variációját megadhatjuk 
a „multiplicitás függvény" segítségével a következőképpen. 
Legyen / ( x ) folytonos függvény. Jelentse Ф
 r ( t ) azon pontok számát, amelyek-
ben / ( x ) = t. 
Nevezzük az a pontot az / ( x ) függvény növekedési pontjának, ha elég kicsiny 
<5 > 0 számra x < x' < x + b esetén / ( x ) < / (x ' ) , és x — b -= x ' < x esetén / ( x ' ) < / (x ) . 
Az a pontot fagyási pontnak nevezzük, ha a —/(x) függvénynek növekedési pontja. 
Legyen Ф/ (í) egyenlő azon pontok számával, amelyekben / ( x ) = t és amelyek 
nem fogyási pontok, Ф/ (í) pedig azon pontok számával, amelyekben / ( x ) = t és 
amelyek nem növekedési pontok. 
Ekkor meg lehet mutatni, hogy 
4. ábra 
V ( f ) = f <bf(t)dt és V ± ( f ) = I Ф*«)Л, 
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a h o l V ( f ) , V+ ( / ) é s V" ( / ) r e n d r e a z f ( x ) f ü g g v é n y t e l j e s , p o z i t í v i l l . n e g a t í v v a r i á -
c i ó j á t j e l e n t i . E n n e k a t é t e l n e k a b i z o n y í t á s á t a k ö v e t k e z ő p a r a g r a f u s b a n f o g j u k 
m e g a d n i . 
K é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e s e t é b e n i s a v a r i á c i ó d e f i n i á l á s á h o z f e l h a s z n á l j u k a 
m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y f o g a l m á t . 
L e g y e n F(p) a J t a r t o m á n y o n é r t e l m e z e t t f o l y t o n o s f ü g g v é n y é s ( d J v a l a m e l y 
r ö g z í t e t t p o n t . J e l ö l j ü k < t F ( í ) - v e l a t n í v ó h a l m a z J-t s z é t v á l a s z t ó k o m p o n e n s e i n e k 
a s z á m á t . I l y m ó d o n Ф
г
( 0 n e m n e g a t í v f ü g g v é n y , a m e l y e g é s z é r t é k e k e t v a g y a 
+ oo é r t é k e t v e h e t i f e l . E z t a f ü g g v é n y t ( a z F fa) f ü g g v é n y r e v o n a t k o z ó , s z é t v á l a s z t ó 
k o m p o n e n s e k s z e r i n t i ) multiplicitás függvénynek f o g j u k n e v e z n i . 
T o v á b b á , h a e l ő r e k i t ü n t e t j ü k a z F f a ) f ü g g v é n y n í v ó h a l m a z a i k o m p o n e n s e i -
n e k v a l a m e l y S o s z t á l y á t , a k k o r Ф\s>(t)-vel fogjuk jelölni a t nívóhalmaz S-hez tar-
tozó komponenseinek számát. S p e c i á l i s a n ő - s e l f o g j u k j e l ö l n i 1) a b b a n a z e s e t b e n , 
a m i k o r J n é g y z e t : а Ф ^ ( 0 f ü g g v é n y é r t e l m e z é s é n é l a síkot (és nemcsak a J tarto-
mányt ) szétválasztó azon reguláris komponensek osztályát, amelyek a ( pontra nézve 
• nem fogy ás i (illetve nem növekedési) komponensek; а Ф / ^ ( 0 f ü g g v é n y é r t e l m e z é -
s é n é l a síkot szét nem választó azon reguláris komponensek osztályát, amelyek (-re 
vonatkozóan nem fagyási (illetve nem növekedési) komponensek; 2 ) a b b a n a z e s e t -
b e n , a m i k o r J g ö m b f e l ü l e t : а Ф / ' , ^ ( 0 f ü g g v é n y é r t e l m e z é s é n é l a J-t szétválasztó 
azon reguláris komponensek osztályát, amelyek a ( pontra nézve nem fagyási (illetve 
nem növekedési) komponensek. А Фr%(t) f ü g g v é n y e k g ö m b e f e l ü l e t e s e t é n l e g y e n e k 
a z o n o s a n n u l l á v a l e g y e n l ő k . 
A 2 . § - b a n b e f o g j u k b i z o n y í t a n i , h o g y b á r m e l y f o l y t o n o s F(t7) f ü g g v é n y r e 
a V'lj f t) és ФF%(t) multiplicitás függvények mind a négyen mérhetők mint t függ-
vényei. A j e l e n p a r a g r a f u s h á t r a l e v ő r é s z é b e n a z e m l í t e t t m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y e k 
mérhetőségét fel fogjuk tételezni a n é l k ü l , h o g y e z t k ü l ö n k i k ö t n é n k . 
B e v e z e t j ü k a k ö v e t k e z ő j e l ö l é s e k e t : 
+ 00 - f 00 + 00 
V(F) = j <bF(t)dt, Vhfa(F)= j Ф"F%(t)dt és Vhfa(F)= j Vrfafdt. 
E z e k e t a f u n k c i o n á l o k a t r e n d r e a z Ffa) f ü g g v é n y lineáris variációjának, a z Ffa) 
f ü g g v é n y ( p o n t r a v o n a t k o z ó pozitív (negatív) belső variációjának, i l l e t v e pozitív 
(negatív) határ-variációjának f o g j u k n e v e z n i . 
L e g y e n 
Vt(F)=v\±(F)VV\±(F)= J { ф £ ( 0 + ф £ ( 0 } А . 
A Vj (F), V\ (F) f u n k c i o n á l o k a t teljes pozitív, ill. negatív variációnak n e v e z z ü k 
( £ - r e v o n a t k o z ó a n ) . T o v á b b á a 
V (F)=V\ (F)+Vf ( F ) f u n k c i o n á l t a z Ffa) f ü g g -
v é n y t e l j e s belső variációjának, a V'\F) = v\+ (F) + v\~ (F) f u n k c i o n á l t p e d i g F fa) 
t e l j e s határ-variációjának n e v e z z ü k . 
3 0 . SEGÉDTÉTEL. 
+00 +«,• 
Vb(F) = J { Ф ^ ( 0 + Ф ^ ( 0 } ^ = J Ф\(t)dt, 
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ahol ФИО a t nívó síkot szétválasztó összes reguláris komponenseinek a száma 
abban az esetben, amikor J négyzet, és egyszerűen a t nívó összes reguláris komponen-
seinek száma, ha J gömbfelület. Ily módon Vb(F) nem függ c-t öl. 
BIZONYÍTÁS. V a l ó b a n , h a a / n í v ó n e m t a r t a l m a z k v á z i - e x t r é m á l i s k o m p o n e n s t 
é s „ n y o l c a s o k a t " , a k k o r a n ö v e k e d é s i é s f o g y á s i k o m p o n e n s e k v a g y k i m e r í t i k e 
n í v ó ö s s z e s a s í k o t s z é t v á l a s z t ó r e g u l á r i s k o m p o n e n s e i t , ú g y h o g y Ф е \ Н 0 + Ф т , ~ П 0 =  
= Ф + ( г ) , v a g y a z u t ó b b i a k k ö z ü l l e g a l á b b e g y К k o m p o n e n s n e k a k ü l s ő v a g y be l ső ' 
k a r a k t e r i s z t i k á j a k o n c e n t r i k u s s z i n g u l a r i t á s ú k o m p o n e n s . H a m é g a z t is t e k i n t e t b e 
v e s s z ü k , h o g y ÁT-nak e g y e t l e n p o n t j a s e m f e k s z i k J h a t á r á n ( a m i a 7 . s e g é d t é t e l 
é r t e l m é b e n i g a z m i n d e n í - r e , k i v é v e e s e t l e g m e g s z á m l á l h a t ó s o k é r t é k e t ) , a k k o r 
e b b e n a z e s e t b e n a t n í v ó a z 5. s e g é d t é t e l s z e r i n t v é g t e l e n s o k , a s í k o t s z é t v á l a s z t ó 
r e g u l á r i s k o m p o n e n s t t a r t a l m a z , e n n é l f o g v a Ф И О = 0 0 é s í g y 
+ ® £ " í ( 0 > m e r t 
ф & С О + Ф т Г « ( о = ф к о -
T e h á t a z i n t e g r á l a n d ó f ü g g v é n y e k m a j d n e m m i n d e n t - r e e g y e n l ő k , a m i v e l s e g é d -
t é t e l ü n k e t b e b i z o n y í t o t t u k . 
3 1 . SEGÉDTÉTEL. 
+ 00 +00 
Vh{F)= J ' { Ф & ( 0 + Ф * Г < ( 0 } А = Í <t>ht)dt, 
ahol ФИО 
az E, nívó síkot szét nem választó reguláris komponenseinek a száma. 
Ily módon Vh(F) nem függ 0,-től. 
BIZONYÍTÁS. E l ő s z ö r is n y i l v á n v a l ó , h o g y Ф р ^ ( ' ) + Ф Г \ " « ( 0 = Ф Г ( 0 > u g y a n i s 
m i n d e g y i k a s í k o t s z é t n e m v á l a s z t ó r e g u l á r i s k o m p o n e n s v a g y n e m n ö v e k e d é s i 
k o m p o n e n s , v a g y n e m f o g y á s i k o m p o n e n s . 
T o v á b b á , h a a t n í v ó t i p i k u s , v a g y i s n e m t a r t a l m a z k v á z i - e x t r é m á l i s k o m p o -
n e n s t , „ n y o l c a s t " é s a s í k o t s z é t v á l a s z t ó , a J t a r t o m á n y С h a t á r á t m e t s z ő k o m p o -
n e n s t ( a m i a 3 . t é t e l é r t e l m é b e n i g a z m i n d e n t é r t é k r e , k i v é v e e s e t l e g m e g s z á m l á l -
h a t ó s o k a t ) , a k k o r a t n í v ó v a g y c s u p a n ö v e k e d é s i é s f o g y á s i k o m p o n e n s t t a r t a l m a z 
é s e k k o r Ф + ^ ( 0 + Ф г , < ( 0 = ф г ( t ) , v a g y a t n í v ó v a l a m e l y К k o m p o n e n s é n e k 
k ü l s ő v a g y b e l s ő k a r a k t e r i s z t i k á j a k o n c e n t r i k u s s z i n g u l a r i t á s ú k o m p o n e n s . E k k o r 
a t n í v ó v é g t e l e n s o k r e g u l á r i s , a s í k o t s z é t n e m v á l a s z t ó k o m p o n e n s t t a r t a l m a z , 
m e r t h a К* o l y a n k o n c e n t r i k u s s z i n g u l a r i t á s ú k o m p o n e n s , a m e l y n e k J h a t á r á v a l 
v a n k ö z ö s p o n t j a , a k k o r m i n d e n o l y a n K' k o m p o n e n s n e k i s , a m e l y K*-ot e g y e l é g 
k i s Uz)K* k ö r n y e z e t k ü l s e j é t ő l e l v á l a s z t j a , k e l l h o g y l e g y e n p o n t j a / h a t á r á n . M i n t -
h o g y К'Г)Ст± 0 , a K' k o m p o n e n s n e m v á l a s z t j a s z é t a s í k o t . T e h á t e b b e n a z e s e t -
b e n ф+(г) 
= °° e s m e g i n k á b b Ф & ( * ) + Ф л « ( 0 = A b b a n a z e s e t b e n , a m i k o r 
K* h e l y e t t K** s z e r e p e l , a b i z o n y í t á s s z ó r ó l s z ó r a m e g i s m é t e l h e t ő . 
M o s t m é g d e f i n i á l j u k a „ £ p o n t t ó l a z q p o n t i g v e t t " 
\Vb±{F), \Vh±(F) v a r i a c i o -
k a t o l y m ó d o n , h o g y a m e g f e l e l ő m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y e k é r t e l m e z é s é n é l c s a k a 
t] p o n t o k a t e l v á l a s z t ó k o m p o n e n s e k r e s z o r í t k o z u n k . 
E z e k s z e r i n t p é l d á u l 
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a h o l !>Ф/" ( / ) e g y e n l ő E , ö s s z e s o l y a n r e g u l á r i s é s a síkot szétválasztó k o m p o n e n -
s e i n e k s z á m á v a l , h a J n é g y z e t , é s e g y s z e r ű e n E, ö s s z e s o l y a n r e g u l á r i s k o m p o n e n -
s e i n e k a s z á m á v a l , h a J g ö m b f e l ü l e t , a m e l y e k n e m f o g y á s i k o m p o n e n s e k ç - r e v o -
n a t k o z ó a n és e l v á l a s z t j á k e g y m á s t ó l a £ é s a z p p o n t o t . 
A n a l ó g m ó d o n é r t e l m e z h e t ő k a }Vb(F)\ \Vh(F)\ }V+(F); \V~(F); \V(F) v a -
r i á c i ó k . 
3 2 . SEGÉDTÉTEL. 
\V(F) = }Vb+ (F) + lvb~ (F) + }Vh+ (F) + IV-(F) = 
= \V + {F) + \V-(F)= J pHt)dt+ f r(t)dt = 
+00 
= J W, (t)dt= j 1ФF(t)dt, 
ahol 1Фр (t), 'Xu (t), X'riO és ^'Ф, (t) az E, nívóhalmaz С, p pontokat elválasztó nem-
fogyási, nem-növekedési (valamennyi a t pontra vonatkozóan), reguláris, illetve 
tetszés szerinti komponenseinek számát jelenti. 
BIZONYÍTÁS. E l ő s z ö r i s m e g e m l í t j ü k , h o g y \ Vb± ( F ) + \ Vh± ( F ) = \ V ± ( F ) , m e r t 
m i n d e n t - r e 
W it) + 4 Ф ' = (t). T o v á b b á n y i l v á n v a l ó , h o g y m i n d e n í - r e 
4 Ф / ( t ) ( í ) = | Ф Г ( 0 , u g y a n i s a t n í v ó n a k m i n d e n r e g u l á r i s é s a f r] p o n t o k a t 
e l v á l a s z t ó k o m p o n e n s e v a g y n e m n ö v e k e d é s i , v a g y n e m f o g y á s i k o m p o n e n s a 
é, p o n t r a n é z v e . H a m o s t h a s o n l ó a n a h h o z , a h o g y a n a 3 0 . é s a 3 1 . s e g é d t é t e l b e n 
t e t t ü k , k i z á r u n k l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k n e m t i p i k u s n í v ó t , k ö z t ü k a z 
F(Ç) é s a z F(p) n í v ó t , a k k o r b á r m e l y i k m e g m a r a d t t n í v ó r a a f 1/ p o n t o k a t e l v á -
l a s z t ó r e g u l á r i s k o m p o n e n s e k v a g y m i n d a n n y i a n n ö v e k e d é s i é s f o g y á s i k o m p o n e n -
s e k , é s a k k o r а ' Ф ^ ( О + ^ Ф т ( 0 = « Ф Г ( 0 e g y e n l ő s é g e t b e b i z o n y í t o t t u k , v a g y a / 
n í v ó l e g a l á b b e g y , a f p p o n t o k a t e l v á l a s z t ó d k o m p o n e n s é r e а К*, К** k a r a k -
t e r i s z t i k á k e g y i k e k o n c e n t r i k u s s z i n g u l a r i t á s ú k o m p o n e n s . A k k o r m i n d e g y i k , K * -
h o z ( i l l . d * * - h o z ) e l é g k ö z e l i K ' k o m p o n e n s , a m e l y e l v á l a s z t j a d * - o t é s e g y e l é g 
k i c s i n y UoK* k ö r n y e z e t k ü l s e j é t , a z p p o n t o t is e l v á l a s z t j a d * - t ó l ( i l l e t v e f t K**-
t ó l ) é s e g y ú t t a l e l v á l a s z t j a f t és p-t. M i n d e n i l y e n K' k o m p o n e n s r e g u l á r i s , e z é r t 
e b b e n a z e s e t b e n | [Фр(?) = °° , k ö v e t k e z é s k é p p e n i s m é t f e n n á l l a b i z o n y í t a n d ó e g y e n -
l ő s é g . M i n t h o g y e z a z e g y e n l ő s é g l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k k i v é t e l l e l m i n -
d e n t-re f e n n á l l , k a p j u k : 
+ 00 +00 +00 
J 'Xî(t)dt+ J №k(t)dt= j "X((t)dt. 
H á t r a v a n m é g a z 
+0= + « 
J 1ФrF(t)dt= j pF(t)dt 
e g y e n l ő s é g b e b i z o n y í t á s a . D e a £ , p p o n t o k a t e l v á l a s z t ó é s n e m r e g u l á r i s k o m p o n e n -
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s e k l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k n í v ó n f o r d u l n a k e l ő ( u g y a n i s , m i n t i s m e r e t e s , 
s z é t v á l a s z t j á k a J t a r t o m á n y t ) , e n n é l f o g v a ! | Ф е ( / ) = « Ф Л 0 l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l -
h a t ó s o k k i v é t e l t ő l e l t e k i n t v e m i n d e n t - r e , e b b ő l p e d i g k ö v e t k e z i k á l l í t á s u n k h e l y e s -
s é g e . 
V é g ü l n y i l v á n i g a z a k ö v e t k e z ő : 
3 3 . SEGÉDTÉTEL. 
\Vb(F) = \Vb+(F) + «F4-(F) ' 
és 
\Vh(F) = \Vh+ (F) + (F). 
A 3 0 — 3 3 . s e g é d t é t e l e k a z t m o n d j á k , h o g y a b e v e z e t e t t v a r i á c i ó k r a é r v é n y e s e k 
a s z o k á s o s ö s s z e f ü g g é s e k : a ( t a r t o m á n y o n v e t t , p o n t t ó l p o n t i g v e t t , b e l s ő , h a t á r -
v a g y á l t a l á n o s ) teljes variáció egyenlő a megfelelő pozitív és negatív variáció össze-
gével. T o v á b b á i g a z n a k b i z o n y u l e g y m á s i k t e r m é s z e t e s ö s s z e f ü g g é s i s : a ( t e l j e s , 
p o z i t í v , n e g a t í v , a z e g é s z t a r t o m á n y o n v e t t v a g y a p o n t t ó l p o n t i g v e t t ) variáció 
egyenlő a megfelelő belső és határ-variáció összegével. 
2. §. A lineáris variáció mint a függvény variációja az egydimenziós fán. 
A multiplicitás függvények mérhetősége 
A t o v á b b i a k h o z s z ü k s é g ü n k v a n n é h á n y , e g y s z e r ű í v e n v a g y a m i u g y a n a z , 
a [0, 1] s z a k a s z o n é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y e k r e v o n a t k o z ó t é t e l r e . 
3 4 . SEGÉDTÉTEL. Legyen f(x) a [0, 1] szakaszon értelmezett folytonos függvény. 
Akkor а Фr(t), Ф / ( í ) , Ф / (t) multiplicitás függvények ( l á s d I I . f e j e z e t 1. §) mérhetők. 
BIZONYÍTÁS. E l ő s z ö r m u t a s s u k m e g А Ф / 0 f ü g g v é n y m é r h e t ő s é g é t . J e l e n t s e 
T(E, n) a z o n t é r t é k e k ö s s z e s s é g é t , a m e l y e k n e k m i n d e g y i k é h e z t a l á l h a t ó a t n í v ó n a k 
n s z á m ú p o n t j a ú g y , h o g y t á v o l s á g u k p á r o n k i n t ^ ê . A T(e, n) h a l m a z n y i l v á n 
z á r t . L e g y e n T(n) = Z [ r , « ) é s = J]T(n). А Ф Д ? ) f ü g g v é n y £ { Ф / ( ? ) ^ и } 
к \k J „ , 
Lebesgue-halmazai a m é r h e t ő T(n), Г ( ° ° ) h a l m a z o k . 
M o s t t e g y ü k fe l , h o g y a t n í v ó n e m t a r t a l m a z m a x i m u m - és m i n i m u m - h e l y e t . 
M e g m u t a t j u k , h o g y h a e b b e n a z e s e t b e n Ф / ( / ) = оо, a k k o r e g y ú t t a l Ф / ( г ) =  
= Ф / ( ? ) = ° ° . V a l ó b a n , h a E , n e m i z o l á l t p o n t j a i n a k a h a l m a z a v é g t e l e n , a k k o r 
Ф / ( í ) = Ф / (t) = H a v i s z o n t E, n e m i z o l á l t p o n t j a i n a k h a l m á z a v é g e s , a k k o r 
t a l á l h a t ó Et i z o l á l t p o n t j a i n a k e g y al,a2, ••• m o n o t o n s o r o z a t a , a m e l y n e k e l e m e i t 
E, m á s p o n t j a i n e m v á l a s z t j á k el . D e a k k o r a z ( a , , a2), (a2, a3), ... i n t e r v a l l u m o k o n 
f ( x ) n e m v e s z i fe l a t é r t é k e t é s v á l t a k o z v a e g y s z e r h a t á r o z o t t a n n a g y o b b , m i n t 
t, e g y s z e r h a t á r o z o t t a n k i s e b b , m i n t t ( m á s k é p p a z as p o n t o k e g y i k e e x t r é m u m -
h e l y l e n n e ) . K ö v e t k e z é s k é p p e n a z as p o n t o k v á l t a k o z v a n ö v e k e d é s i é s f o g y á s i 
p o n t o k , é s e z z e l a k í v á n t e g y e n l ő s é g e t b e b i z o n y í t o t t u k . 
M a x i m u m - és m i n i m u m - h e l y e k l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k n í v ó n f o r -
d u l n a k e l ő , í g y a z £ { Ф / (?) = £ { Ф / ( 0 = о ° } Lebesgue-halmazok l e g f e l j e b b 
t t 
e g y m e g s z á m l á l h a t ó h a l m a z z a l t é r n e k el a m é r h e t ő 7"(°°) h a l m a z t ó l , t e h á t m a g u k 
is m é r h e t ő k . 
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M o s t m e g m u t a t j u k , h o g y a z £ { Ф / ( 7 ) ё л } é s a z £ { Ф / ( î ) è / i ) Lebesgue-hal-
m a z o k m é r h e t ő k . E c é l b ó l b e v e z e t j ü k a A - n ö v e k e d é s i ( / ? - f o g y á s i ) p o n t f o g a l m á t . 
T e g y ü k f e l , h o g y v a n n a k o l y a n я < х 0 < А p o n t o k , a m e l y e k r e / ( a ) + A S / ( x 0 ) S 
^ f ( b ) - h ( i l l e t v e / ( ű ) - h ё Д * о ) + A) é s x € ( a , x 0 ) e s e t é n Д * ) S / ( x 0 ) , x € ( x 0 , b) 
e s e t é n p e d i g / ( x ) ^ / ( x 0 ) ( i l l e t v e x Ç [ a , x 0 ) e s e t é n / ( x ) s / ( x 0 ) , x Ç ( x 0 , A ) e s e t é n 
/ ( x ) = / ( x 0 ) ) . E k k o r a z x 0 p o n t o t A - n ö v e k e d é s i ( i l l e t v e A - f o g y á s i ) p o n t n a k n e v e z z ü k . 
L e g y e n T a z o n ? n í v ó k h a l m a z a , a m e l y e k n e m t a r t a l m a z n a k e x t r é m u m - h e l y e t , é s 
a m e l y e k r e Ф / ( ? ) = '=°. A m i n t k i m u t a t t u k , T m é r h e t ő h a l m a z . L e g y e n а а 
A - n ö v e k e d é s i p o n t o k v a l a m e l y t o r l ó d á s i p o n t j a . A k k o r a n e m f o g y á s i p o n t . J e l e n t s e 
T(h, e, n, + ) a z o n t é r t é k e k h a l m a z á t , a m e l y e k r e E, t a r t a l m a z l e g a l á b b n o l y a n 
я , , . . . , a„ A - n ö v e k e d é s i p o n t o t , a m e l y e k p á r o n k i n t i t á v o l s á g a ^ e . Д к к о г T(h,e,n, +) 
c s a k o l y a n n í v ó k a t t a r t a l m a z , a m e l y e k m i n d e g y i k é n e k l e g a l á b b n p o n t j a n e m f o -
g y á s i p o n t . 
A T(n, + ) h a l m a z m e r h e t ő é s m i n d e g y i k tdT(n, + ) n í v ó l e g a l á b b n s z á m ú n e m -
f o g y á s i p o n t o t t a r t a l m a z . M á s r é s z t , h a t £ T, a k k o r a i n í v ó c s a k n ö v e k e d é s i é s f o g y á s i 
p o n t o k a t t a r t a l m a z . M i n d e n n ö v e k e d é s i p o n t e l é g k i s A-ra A - n ö v e k e d é s i p o n t . E b b ő l 
' k ö v e t k e z i k , h o g y h a Ф } ( t ) ^ n é s t£T, a k k o r t£T(n, + ) . T e h á t £ { Ф ; + ( / ) ё и } а 
m é r h e t ő T(n, + ) П Г h a l m a z t ó l l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k t' p o n t t a l t é r e l 
( a m e l y e k r e a t' n í v ó t a r t a l m a z e x t r é m u m - h e l y e t ) . E b b ő l k ö v e t k e z i k a z £ { ф / ( г ) а « } 
h a l m a z m é r h e t ő s é g e m i n d e n n - r e é s e z z e l e g y ü t t а Ф / ( 0 f ü g g v é n y m é r h e t ő s é g e . 
А Ф 7 ( / ) f ü g g v é n y m é r h e t ő s é g e a n a l ó g m ó d o n b i z o n y í t h a t ó . A 3 4 . s e g é d t é t e l t t e l j e s e n 
b e b i z o n y í t o t t u k . 
3 5 . SEGÉDTÉTEL. Legyen / ( x ) az [a, b] szakaszon értelmezett folytonos függvény, 
f(a) — /, ,/(£) = 12. Akkor tj < t2 esetén minden t-hez (t1 < t < t2) található a t nívónak 
olyan с f [a, b] pontja, amely nem fogyási pont, tl>t2 esetén pedig minden t-hez 
(/, > ? > t2) található a t nívónak olyan pontja, amely f(x)-nek nem növekedési pontja. 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n m e g h a t á r o z o t t s á g k e d v é é r t t 1 < t < t 2 . L e g y e n с a z E t 
h a l m a z l e g i n k á b b j o b b r a f e k v ő p o n t j a . Н а с f o g y á s i p o n t , a k k o r a [c, A] s z a k a s z o n t a -
l á l h a t ó o l y a n d p o n t , a m e l y b e n f ( d ) 1, e n n é l f o g v a a [d, b] s z a k a s z o n v a n o l y a n 
e p o n t , a h o l f{e) = t, v a g y i s с a z E, h a l m a z n a k n e m a l e g i n k á b b j o b b r a f e k v ő 
p o n t j a . A > / 2 e s e t b e n a b i z o n y í t á s a n a l ó g m ó d o n t ö r t é n i k . 
M o s t b e t u d j u k b i z o n y í t a n i a v a r i á c i ó n a k a m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y i n t e g r á l j a 
s e g í t s é g é v e l t ö r t é n ő e l ő á l l í t á s á r ó l s z ó l ó n e v e z e t e s t é t e l t ( l á s d [6]) . 
17. TÉTEL. Legyen / ( X ) Я [0, 1] szakaszon értelmezett folytonos függvény. Legyen 
V(/), y+(f) és V~(f) e függvény teljes, pozitív, illetve negatív variációja. Akkor 
L e g y e n 
V(f)= j <í>f(t)dt, V4f)= J <t>}(t)dt é s K - ( / ) = J ' <lf(t)dt. 
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BIZONYÍTÁS. M i n d e n e k e l ő t t t é t e l ü n k i g a z b á r m e l y s z a k a s z o n k é n t l i n e á r i s f ü g g -
£ 
v é n y r e . M o s t j e l e n t s e fn(x) ( л = 1 , 2 , . . . ) a z t a f ü g g v é n y t , a m e l y a — h e l y e k e n 
( k \ 
(k=0, 1, 2 , . . . , и ! ) a z / l — 1 é r t é k e k e t v e s z i f e l , a k ö z b e n s ő i n t e r v a l l u m o k o n 
p e d i g l i n e á r i s . A k k o r f e n n á l l 
V H D ^ v H f ) , v f f f n ) s v - ( f ) , k ( / „ ) s k ( / ) , 
v a l a m i n t 
Y ± ( / ) = H m F ± ( / „ ) é s K ( / ) = l im K ( / „ ) . 
n n 
T o v á b b á 
+ e= + ов 
j Ф 7 „ ( * ) Л = K ± ( / ) é s j Ф / я ( 0 Л = f ( / , ) 4 ( j ) . 
A z n i n d e x n ö v e l é s é v e l а Ф / „ ( / ) , Ф / „ ( 0 f ü g g v é n y e k m i n d e n e g y e s / - r e m o n o t o n 
n ö v e k e d n e k . M e g f o g j u k m u t a t n i , h o g y m a j d n e m m i n d e n / - r e 
l i m Ф / „ ( / ) = Ф f ( / ) , l i m Ф / п ( / ) = Ф 7 ( / ) . 
n п 
E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y 
I Ф / ( f ) А = l i m I Ф / „ (/)<// = l i m V H L ) = V ± ( Л 
— во
 П
 —во
 П 
é s 
+ во +вв 
I <X>f(t)dt = l i m Í Ф / п ( / ) А = Н т V{fn)=V(J). 
- ов " - во « 
L e g y e n / o l y a n n í v ó , a m e l y n e m t a r t a l m a z z a / ( x j é s a z / „ ( x ) (« = 1 , 2 , . . . ) f ü g g v é n y e k 
e g y e t l e n e x t r é m u m - h e l y é t s e m . L e g y e n e k a , , . . . , a z E t h a l m a z h o z t a r t o z ó é s n e m 
f o g y á s i p o n t o k . L e g y e n <5 a z as p o n t o k p á r o n k i n t i t á v o l s á g a i k ö z ü l a l e g k i s e b b . 
A k k o r m i n d e g y i k as p o n t - - s u g a r ú k ö r n y e z e t é b e n t a l á l h a t ó k é t o l y a n bs<cs p o n t , 
h o g y f(bs) < / ( a , ) = / < f ( c s ) . A z / „ ( x ) f ü g g v é n y e k e g y e n l e t e s e n t a r t a n a k / ( x ) - h e z é s 
e z é r t e l é g n a g y и é r t é k e k r e f„{bs) < / < / „ ( c s ) ( 5 = 1 , 2 , . . . , / : ) . A k k o r e l é g n a g y n 
m e l l e t t b á r m e l y i - h e z t a l á l h a t ó a ( ú s , c s ) i n t e r v a l l u m n a k o l y a n p o n t j a , a m e l y a z 
fn(x) f ü g g v é n y / n í v ó j á h o z t a r t o z i k é s n ö v e k e d é s i p o n t ; k ö v e t k e z é s k é p p e n l i m Ф / „ ( / ) = 
о 
^ Ф / ( / ) m i n d e n o l y a n / n í v ó r a , a m e l y n e m t a r t a l m a z z a a z / ( x ) , / „ ( x ) f ü g g v é n y e k 
e g y e t l e n e x t r é m u m - h e l y é t s e m , a z a z l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k k i v é t e l l e l 
m i n d e n / - r e . M o s t l e g y e n Ф / „ ( / ) = k , é s / - r e t e l j e s ü l j e n e k a z e l ő b b i m e g k ö t é s e k . A k k o r 
t a l á l h a t ó к s z á m ú а1<Ь1^...Шак<Ьк p o n t p á r ú g y , h o g y fn(as) = / ( a s ) < / é s 
f f f i j ) = ( i = l , 2 , . . . , / : ) . A 3 5 . s e g é d t é t e l s z e r i n t m i n d e g y i k ( a s , b s ) i n t e r -
v a l l u m o n a z f ( x ) f ü g g v é n y / n í v ó j á n a k v a n l e g a l á b b e g y p o n t j a , a m e l y n e m f o g y á s i 
p o n t , t e h á t Ф / ( / ) & И т Ф / „ ( / ) - И у m ó d o n m a j d n e m m i n d e n / - r e Ф / ( / ) = l i m Ф / „ ( / ) . 
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E z z e l a V + ( f ) = | Ф / (t) dt e g y e n l ő s é g e t b e b i z o n y í t o t t u k . Á t t é r v e a — f ( x ) f ü g g -
v é n y r e , a z o n n a l k a p j u k : 
+0= + „ 
v - ( f ) = v + ( - f ) = J <btf(f)dt= J Ф7(0dt . 
M o s t t é r j ü n k v i s s z a a k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k h e z . L e g y e n F fi) a J t a r t o m á n y o n 
é r t e l m e z e t t f o l y t o n o s f ü g g v é n y , £ é s £ a J t a r t o m á n y k é t p o n t j a , TF p e d i g a z e g y d i -
m e n z i ó s f a . L e g y e n F*(l) a m e g f e l e l ő f ü g g v é n y TF-en, é s <7 a z I(, f p o n t o k a t ö s s z e -
k ö t ő m i n i m á l i s e g y s z e r ű í v 7 7 - b e n . A k k o r a 7 . t é t e l s z e r i n t а о í v e n t e k i n t e t t F*(l) 
f ü g g v é n y ( / « - r e v o n a t k o z ó ) n ö v e k e d é s i é s f o g y á s i p o n t j a i n a k e g y é r t e l m ű e n m e g -
f e l e l n e k a z F fi) f ü g g v é n y E, n í v ó h a l m a z a i n a k ( £ - r e v o n a t k o z ó ) n ö v e k e d é s i é s f o g y á s i 
k o m p o n e n s e i . E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y < Ф ? ( 0 = Ф 7 * ( 0 é s | Ф 7 ( 0 = Ф7«(0> a h o l 
Ф Е » ( 0 a cr e g y s z e r ű í v e n t e k i n t e t t F*(l) f ü g g v é n y h e z t a r t o z i k . E z e k s z e r i n t а (?) 
m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y e k m é r h e t ő k . M u t a s s u k m e g a « Ф г Ч 0 > f ü g g v é n y e k 
m é r h e t ő s é g é t a r r a a z e s e t r e , a m i k o r J n é g y z e t . E h h e z e l ő b b e g y s e g é d t é t e l t b i z o n y í -
t u n k b e . 
3 6 . SEGÉDTÉTEL. Legyen a J tartomány négyzet, F fi) folytonos függvény J-n és 
TF az F fi) függvény egydimenziós fája. Legyen a egy TF-hez tartozó egyszerű ív. 
Akkor cr azon pontjai, amelyek J határát metsző komponenseknek felelnek meg, egy 
o1 a a egyszerű ívet alkotnak ( e l ő f o r d u l h a t , h o g y ctj = 0 , = 0 v a g y a cr í v v a l a m e l y 
p o n t j a ) . 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n f £cr , l2 £cr a J t a r t o m á n y h a t á r á t m e t s z ő ff, K2 k o m p o -
n e n s e k n e k m e g f e l e l ő k é t p o n t . A k k o r b á r m e l y a Kk, ff k o m p o n e n s e k e t e l v á l a s z t ó 
k o m p o n e n s is m e t s z i J h a t á r á t . E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y a m i n d e n f és l2 k ö z ö t t 
f e k v ő p o n t j a ( 7 , - h e z t a r t o z i k , v a g y i s erI v a l ó b a n e g y s z e r ű í v . 
A 3 6 . s e g é d t é t e l b ő l a z o n n a l k ö v e t k e z i k а Фт~°(0> Ф / ? ( 0 f ü g g v é n y e k m é r h e t ő -
s é g e . V a l ó b a n , t e k i n t s ü k 7 7 - n e k e g y v é g p o n t o k r a é s a l , a 2 - ••• e g y s z e r ű í v e k r e v a l ó 
s z a b á l y o s f e l b o n t á s á t ( l á s d I . f e j . 2 . § ) ; v á l a s s z u k ki m i n d e g y i k <x, í v e n a z o k a t a 
p o n t o k a t , a m e l y e k J h a t á r á t m e t s z ő k o m p o n e n s e k n e k f e l e l n e k m e g . A 3 6 . s e g é d -
t é t e l s z e r i n t e z e k e g y a's e g y s z e r ű í v e t a l k o t n a k . A k k o r а Ф f % ( í ) m u l t i p l i c i t á s f ü g g -
v é n y m a j d n e m m i n d e n ü t t e g y e n l ő a 2 ^f'.ÁO ö s s z e g g e l , a h o l Ф / » , 5 ( 0 a a's í v e n 
s 
t e k i n t e t t F*(l) f ü g g v é n y n e k a z L-re n é z v e n e m f o g y á s i ( i l l e t v e n e m n ö v e k e d é s i ) 
• h "h
 r -J-p o n t o k s z e r i n t k é p e z e t t m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y e , m e r t Ф r f i f i ) — 2 Ф f ' .ÁO c s a k a z o n 
s 
t é r t é k e k r e k ü l ö n b ö z h e t n u l l á t ó l , a m e l y e k TF e l á g a z á s i p o n t j a i n a k f e l e l n e k m e g , 
i l y e n p o n t p e d i g a z 1. s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k v a n . 
A n a l ó g m ó d o n a s — a ' s e g y v a g y k é t e g y s z e r ű í v b ő l á l l , e s e t l e g v é g p o n t o k n é l k ü l . 
L e g y e n e k e z e k a z í v e k c r ? ' é s a 2 ' • L e g y e n a z F * ( l ) f ü g g v é n y n e k a z L - r e n é z v e n e m 
f o g y á s i ( n e m n ö v e k e d é s i ) p o n t o k s z e r i n t k é p e z e t t m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y e ( a a ( s \ i l l . 
a
<2)
 í v e n ) Ф # У ( 0 » i l l . Ф г * , 2 Л 0 - A k k o r , i s m é t l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k t 
é r t é k k i v é t e l é v e l , a m e l y e k cr}" é s a[2) v é g p o n t j a i n a k é s TF e l á g a z á s i p o n t j a i n a k 
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f e l e l n e k m e g , m i n d e n t-re f e n n á l l : 
ф £ ( / ) - 2 [ Ф г - ' V + Ф г и > ] = о . 
s 
А Фе*, f t ) , 0>F\kt) é s Ф / ^ Д ' С О f ü g g v é n y e k m é r h e t ő s é g e k ö v e t k e z t é b e n a (k>lf(t), 
Фr%(t) f ü g g v é n y e k m é r h e t ő k . 
M o s t l e g y e n ^ é s ( a J t a r t o m á n y k é t p o n t j a . L e g y e n о az / ç p o n t o k a t ö s s z e -
k ö t ő m i n i m á l i s e g y s z e r ű ív . L e g y e n o ' r z o а о í v a z o n p o n t j a i b ó l á l l ó e g y s z e r ű í v , 
a m e l y e k J h a t á r á t m e t s z ő k o m p o n e n s e k n e k f e l e l n e k m e g . L e g y e n а = о' + + cr<2), 
a h o l <r(1) é s cr (2 ) k é t e g y s z e r ű ív , e s e t l e g v é g p o n t o k n é l k ü l . Н а ф ' 7 ( 0 , ( 1 ) ( 0 > 
a z £ * ( / ) f ü g g v é n y , a <т(1), i l l . n ( 2 ) í v h e z t a r t o z ó m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y é t 
j e l e n t i a z o n p o n t o k s z e r i n t , a m e l y e k l(-re n é z v e n e m f o g y á s i ( n e m n ö v e k e d é s i ) 
p o n t o k , a k k o r f e n n á l l | ф Г ( 0 = Ф г « ( 0 é s ^ ( í ) = ф " ( 1 ) ( 0 + ф " < 2 ) ( 0 , a h o l a z 
e l s ő e g y e n l ő s é g m i n d e n t-re, a m á s o d i k p e d i g а а v é g p o n t j a i n a k m e g f e l e l ő t í , t2 
é r t é k e k e s e t l e g e s k i v é t e l é v e l m i n d e n t - r e é r v é n y e s . 
E b b ő l k ö v e t k e z i k а \ Ф Ь ± ( 0 , 
С + 
«Ф/Г ( 0 f ü g g v é n y e k m é r h e t ő s é g e . 
A k a p o t t e r e d m é n y e k e t ö s s z e f o g l a l v a , a m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y e k m é r h e t ő s é g é r ő l 
a z a l á b b i t é t e l t n y e r j ü k . 
18. TÉTEL. Tetszés szerinti, а J tartományon értelmezett F(rf) folytonos függ-
vényre és tetszés szerinti f Ç pontokra а (/), | ф 7 ( 0 , «Ф^ЧО. Фг.ЧО, Фп7) 
függvények t mérhető függvényei. 
E z e n f e l ü l a p o n t t ó l p o n t i g v e t t v a r i á c i ó k é s a z F f f ) f ü g g v é n y v a l a m e l y t a r t o -
m á n y o n v e t t l i n e á r i s v a r i á c i ó j a ú j d e f i n í c i ó j á t k a p t u k . 
2 0 . d e f i n í c i ó . A Ç=a0, a1, ..., ö„ = { p o n t s o r o z a t o t £ — C-láncnak n e v e z z ü k 
( a z a d o t t F{rj) f o l y t o n o s f ü g g v é n y r e v o n a t k o z ó a n ) , h a a Ks3as ( 5 = 1, 2 , . . . , rí) 
n í v ó h a l m a z - k o m p o n e n s e l v á l a s z t j a а Кs_,, Ks+l k o m p o n e n s e k e t . 
19. TÉTEL. Legyen F(i]) folytonos függvény a szokásos tartományon. Legyen 
\A\+=A, ha A^O; M | + = 0 , ha A^0 és \A\~ = \ -A\ + . Akkor 
\V{F) = sup Z IF(a s ) -F (a s ^ ) \ 
s= 1 
és 
lv±(F) = supZ Haj-Fia,.^, 
s — 1 
ahol a felső határ mindenütt az összes lehetséges, tetszés szerinti n szánni pontból 
átló, £ — C-láncra képezendő. 
BIZONYÍTÁS. V a l ó b a n , l e g y e n TF a z F{rf) f ü g g v é n y e g y d i m e n z i ó s f á j a . L e g y e n 
L é s f a TF f a a z o n k é t p o n t j a , a m e l y a i l l . Ç p o n t o t t a r t a l m a z ó k o m p o n e n s n e k 
f e l e l m e g . L e g y e n a0,aí,...,an v a l a m e l y £ — ( - l á n c a 2 0 . d e f i n í c i ó b a n m e g a d o t t 
é r t e l e m b e n . L e g y e n TF m e g f e l e l ő p o n t j a i n a k s o r o z a t a = f , •••, l„ = f- A k k o r 
íV±(F) = lv± (F*) é j l P (/,.) - F* (/s_ ,)| :± = Z \Has) - Да,-1)| 
S=1 .4=1 
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a h o l F*(l) a z F ^ j - n a k m e g f e l e l ő f ü g g v é n y F f - e n , \v±{F*) p e d i g F * ( 0 p o z i t í v 
( n e g a t í v ) v a r i á c i ó j a a z /*, f p o n t o k a t ö s s z e k ö t ő m i n i m á l i s a e g y s z e r ű í v e n . A n a l ó g 
m ó d o n , h a l0 = l(, . . . , / „ = / , m o n o t o n p o n t s o r o z a t a a í v e n , a k k o r a z a0, a1, ...,a„ 
s o r o z a t , a h o l as a z E, n í v ó h a l m a z / s - n e k m e g f e l e l ő Ks k o m p o n e n s é h e z t a r t o z i k , 
<!; — £ - l á n c o t a l k o t . E n n é l f o g v a 
| K ± ( F ) = K ± ( F * ) = s u p 2 \ F * ( 4 ) ( / . - ! ) ! * - s u p i | F ( a s ) - 7 ( ^ ) 1 * , 
S=1 S=I 
\ 
é s e z t k e l l e t t b e b i z o n y í t a n i . 
A n a l ó g m ó d o n 
\ F ( F ) — s u p 2 I F ( a s ) - 7 ( ^ ) 1 . 
s = 1 
А \vb±(F), \vbí{F) v a r i á c i ó k é s a z e g é s z t a r t o m á n y o n v e t t v a r i á c i ó k d e f i n í c i ó -
j á n a k a n a l ó g m ó d o n v a l ó m e g f o g a l m a z á s á t a z o l v a s ó r a b í z z u k . 
E p a r a g r a f u s b e f e j e z é s e k é n t b e b i z o n y í t j u k m é g a k ö v e t k e z ő , c s a k n e m n y i l v á n -
v a l ó t é t e l t n é g y z e t e n é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y / m í á r - v a r i á c i ó j á r ó l . 
2 0 . TÉTEL. Legyen J a négyzet és F(r\) folytonos függvény J-n. Akkor Vh(F) = 
= — Vc( F) ( ahol VC(F) az F függvény variációja a J négyzet С halárán), ha Vh(F) < 
< + » és V\F) = VC(F) = + oo az ellenkező esetben. 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n Ф
С
( 0 a J n é g y z e t С h a t á r á n t e k i n t e t t F{rj) f ü g g v é n y r e 
v o n a t k o z ó m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y . A k k o r a 17. t é t e l é r t e l m é b e n V C ( F ) k i f e j e z h e t ő 
a k ö v e t k e z ő k é p p e n : 
VC(F)= J' Фc(t)dt. 
T o v á b b á 
V(F)= I ФhF(t)dt. 
H a s o n l í t s u k ö s s z e а Ф
с
( / ) é s a ф ' / 'Ç) f ü g g v é n y t . M i n d e n e k e l ő t t o l y a n t n í v ó , 
a m e l y a J-n t e k i n t e t t é s a C-n t e k i n t e t t F ( / / ) f ü g g v é n y n e k i s t a r t a l m a z z a l e g a l á b b 
e g y e x t r é m u m - h e l y é t , l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k v a n . L e g y e n t o v á b b á £ € С П E, 
é s t e g y ü k f e l , h o g y £, b á r a z F ( i / ) f ü g g v é n y n e k n e m e x t r é m u m - h e l y e C - n , m é g i s 
v a l a m e l y J-t s z é t n e m v á l a s z t ó KczE, k o m p o n e n s h e z t a r t o z i k . A k k o r £ - h o z b á r m i l y e n 
k ö z e l t a l á l h a t ó o l y a n £ t é s ( 2 P o n t a С h a t á r o n , h o g y F ( £ 1 ) < í < F ( £ 2 ) . D e a С и £2 
p o n t o k a t a z E , n í v ó h a l m a z , é s í g y v a l a m e l y K' c £ , k o m p o n e n s is e l v á l a s z t j a . E n n é l -
f o g v a K' К és К' П С 0 . I ly m ó d o n а С h a t á r o n £ - h o z t e t s z é s s z e r i n t i k ö z e l s é g b e n 
t a l á l h a t ó o l y a n p o n t , a m e l y F t - n e k e g y J-t s z é t v á l a s z t ó k o m p o n e n s é h e z t a r t o z i k . 
E z é r t Ф
с
( 0 = Ф * ( 0 = oo. 
V é g ü l t e g y ü k f e l , h o g y а К k o m p o n e n s m e t s z i C - t é s a k ö z ö s p o n t o k s z á m a 
k e t t ő n é l t ö b b . L e g y e n аКГ\ € C , bÇKOC és c^KC\C. A k k o r v a g y a z ab, bc, ca 
í v e k e g y i k e t e l j e s e n F t - b e n f e k s z i k , v a g y C - n t a l á l h a t ó a C E , k i e g é s z í t ő h a l m a z n a k 
h á r o m a , ß, y p o n t j a , a m e l y r e n d r e a bc, ca é s ab í v h e z t a r t o z i k . E b b e n a z e s e t b e n 
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К p á r o n k i n t e l v á l a s z t j a a z a , ß, у p o n t o k a t ( e z Jordan t é t e l é b ő l k ö v e t k e z i k ) , é s í g y 
A l e g a l á b b h á r o m t a r t o m á n y r a v á l a s z t j a s z é t a / n é g y z e t e t . A z 1. s e g é d t é t e l s z e r i n t 
i l y e n k o m p o n e n s e k l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó s o k n í v ó n f o r d u l n a k e l ő . O l y a n A 
k o m p o n e n s , a m e l y t a r t a l m a z z a C - n e k v a l a m e l y í v é t , s z i n t é n l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l -
h a t ó a n s o k v a n . 
I l y m ó d o n , e s e t l e g m e g s z á m l á l h a t ó s o k n í v ó n e l h e l y e z k e d ő k o m p o n e n s e k k i v é -
t e l é v e l , m i n d e n k o m p o n e n s m e t s z i C - t , d e l e g f e l j e b b k é t k ö z ö s p o n t j a v a n v e l e . 
E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y Ф
с
( 0 = 2 Ф £ ( 0 m a j d n e m m i n d e n t-re. T o v á b b á h a a A 
k o m p o n e n s n e k C - v e l c s a k e g y k ö z ö s p o n t j a v a n , a k k o r v a g y A s z é t v á l a s z t j a J-t, a m i 
a 7 . s e g é d t é t e l s z e r i n t l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó s o k n í v ó h o z t a r t o z ó k o m p o n e n s e k r e 
á l l h a t f e n n , v a g y A n e m v á l a s z t j a s z é t J-t, é s a k k o r , a m i n t f e n t e b b m e g m u t a t t u k , 
Ф
с
( ? ) = Ф £ ( г ) = o= m i n d e n i l y e n t - r e , k i v é v e e s e t l e g m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k a t . 
T e h á t m a j d n e m m i n d e n t - r e v a g y Ф
с
( г ) = 2 Ф £ ( 0 , v a g y Ф
с
( ? ) = Ф * ( 0 = 
H a a z u t ó b b i e g y e n l ő s é g n u l l a m é r t é k ű h a l m a z o n t e l j e s ü l , a k k o r 
+ 00 +00 
V4F)= j ф£(0Л =
 т
 J <t>c(t)dt = ~ VC(F). 
H a v i s z o n t Ф
с
( ? ) = Ф ^ ( 0 = ° ° a n í v ó k v a l a m e l y p o z i t í v m é r t é k ű r e n d s z e r é n , a k k o r 
F o g l a l j u k ö s s z e e n n e k a p a r a g r a f u s n a k a z e r e d m é n y e i t . B e b i z o n y í t o t t u k , h o g y 
a V(F) l i n e á r i s v a r i á c i ó , t o v á b b á a z F(tj) f ü g g v é n y p o n t t ó l p o n t i g v a g y a z e g é s z 
t a r t o m á n y o n v e t t ( a d o t t p o n t r a v o n a t k o z ó ) p o z i t í v é s n e g a t í v , b e l s ő é s h a t á r - v a r i á -
c i ó j a v i s s z a v e z e t h e t ő a z F(rj) f ü g g v é n y TF e g y d i m e n z i ó s f á j á n é r t e l m e z e t t £ * ( / ) 
f ü g g v é n y m e g f e l e l ő v a r i á c i ó i r a . A z o n k í v ü l b e b i z o n y í t o t t u k a z ö s s z e s m u l t i p l i c i t á s 
f ü g g v é n y e k m é r h e t ő s é g é t . E z á l t a l b e b i z o n y í t o t t u k a v a r i á c i ó k d e f i n í c i ó j á n a k j o g o s s á -
g á t é s a v a r i á c i ó k k ö z ö t t i V(F) = £ + ( £ ) + V~(F) t í p u s ú s z o k á s o s ö s s z e f ü g g é s e k e t 
i s , a m e l y e k e t a z e l ő z ő p a r a g r a f u s v é g é n a m u l t i p h c i t á s f ü g g v é n y e k m é r h e t ő s é g é n e k 
f e l t é t e l e z é s e m e l l e t t k a p t u n k . 
V é g ü l a z F(rj) f ü g g v é n y h a t á r - v a r i á c i ó j á t k i f e j e z t ü k a h a t á r o n v e t t v a r i á c i ó j a 
s e g í t s é g é v e l , a m i t a l á n k i s s é i n d o k o l j a a z e l n e v e z é s t . 
3. §. A \ V ( f ) lineáris variációnak mint a £ pont függvényének tulajdonságai. 
Korlátos lineáris variációjú függvény felbontása két monoton függvény 
különbségére 
L e g y e n £ ( / / ) r ö g z í t e t t f o l y t o n o s f ü g g v é n y a s z o k á s o s t a r t o m á n y b a n ( n é g y z e t 
v a g y g ö m b f e l ü l e t ) , é s l e g y e n £ t e t s z é s s z e r i n t i p o n t . M e g m u t a t j u k , h o g y a \V"(F) 
m e n n y i s é g e k ( a h o l a p o n t o k h e l y é b e a b± é s A * i n d e x p á r o k b á r m e l y i k e í r h a t ó ) а С 
pont függvényeként t e k i n t v e f o l y t o n o s a k é s £ - r e n é z v e m o n o t o n n ö v e k e d ő k , h a c s a k 
F(p) korlátos lineáris variációjú f ü g g v é n y , v a g y i s h a V{F) < 
T o v á b b á m e g f o g j u k m u t a t n i , h o g y e b b e n a z e s e t b e n 
F(Q-F(f)=\V+(F)-\V-(F), 
é s h o g y e z a f e l b o n t á s b i z o n y o s é r t e l e m b e n m i n i m á l i s . 
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M i n d e n e k e l ő t t j e g y e z z ü k m e g , h o g y h a n e m k ö v e t e l j ü k m e g F f i ) l i n e á r i s 
v a r i á c i ó j á n a k k o r l á t o s s á g á t , h a n e m m o n d j u k c s a k a \V(F) v a r i á c i ó k (£ p o n t o k 
s z e r i n t i ) e g y e n l e t e s k o r l á t o s s á g á t , a k k o r e l ő f o r d u l h a t , h o g y a \V{F) v a r i á c i ó m i n t 
a £ p o n t f ü g g v é n y e n e m f o l y t o n o s . I s m e r t e t ü n k e g y e r r e v o n a t k o z ó p é l d á t . 
L e g y e n {K„} a z ^ s u g a r ú , > = an k ö z é p p o n t ú K„ k ö r ö k s o r o z a t a . 
L e g y e n 
/ 0 h a r , $ 2 K n , 
Hn) = \ 1 
( f f f + í s m (28"пвп) ha tjeKn, 
a h o l g„ az t] p o n t a „ - t ő l m é r t t á v o l s á g a . 
A k k o r alV±(F) = 1 ( £ = (0 , 0 ) ) ; minden £ p o n t r a \ V + ( F ) ^ 1 ; é s \V+(F),\v~(F)„ 
\V(F) m i n t £ f ü g g v é n y e i n e m f o l y t o n o s a k a £ = £ = (0 , 0 ) h e l y e n . 
B e b i z o n y í t j u k , h o g y h a V(F)< + a k k o r i l y e n e s e t n e m f o r d u l h a t e l ő . 
3 7 . SEGÉDTÉTEL. Legyen Ffi) а szokásos J tartományon értelmezett, folytonos 
függvény, és tegyük fel, hogy Ffi) lineáris variacioja korlátos : < -f- Akkor 
\Vb±(F), lVh±(F), \Vb(F), \V\F), \V±(F) és \v(F) az r\ pontnak folytonos függ-
vényei. 
+ 00 
BIZONYÍTÁS. M i n t h o g y V(F) < + °° é s V(F) = | ФF(t)dt < + А ФF(t) f ü g g -
v é n y t s z e r i n t i n t e g r á l h a t ó é s a z 
<2 
t\ 
f ü g g v é n y a b s z o l ú t f o l y t o n o s . A z a b s z o l ú t f o l y t o n o s f ü g g v é n y d e f i n í c i ó j a s z e r i n t 
b á r m e l y г > 0 s z á m h o z t a l á l h a t ó o l y a n ó ( e ) > 0 , h o g y |?2 — < ú ( e ) e s e t é n 
íz 
I ® F ( í ) í f t < £ . 
ti 
M o s t l e g y e n a 0 ( e ) > 0 s z á m o l y a n , h o g y a z F(rj) f ü g g v é n y r e \rj2, < 0 ( e ) e s e t é n 
f e n n á l l \Ffi2) — Ffifi]^— ú ( e ) . L e g y e n e k a, b a / t a r t o m á n y t e t s z é s s z e r i n t i p o n t j a i , 
a m e l y e k r e д(а, Z > ) < 0 ( e ) . A k k o r = | | Ф " ( f ) d t é s = | \Ф"(f)dt\ m i n d e n a 
£ , a p o n t o k a t e l v á l a s z t ó , d e a £ , b p o n t o k a t n e m e l v á l a s z t ó k o m p o n e n s e l v á l a s z t j a 
a - t é s b-t, é s u g y a n e z v o n a t k o z i k a £ , b p o n t o k a t e l v á l a s z t ó , d e £ - t é s a - t n e m e l v á -
l a s z t ó k o m p o n e n s e k r e . D e a z a , b p o n t o k a t e l v á l a s z t ó k o m p o n e n s e k m i n d n y á j a n 
С / \ С / \ 
F(a) 2 — ^s F (a) - 1 — — k ö z ö t t i n í v ó k h o z t a r t o z n a k é s í g y a t v á l t o z ó n a k e g y 
<5(e) h o s s z ú s á g ú i n t e r v a l l u m á h o z t a r t o z n a k . D e a k k o r a m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y n e k 
'96 A. SZ. KRONROD 
a z ö s s z e s i l y e n k o m p o n e n s e k e n v e t t i n t e g r á l j a n e m h a l a d j a m e g a z e é r t é k e t , k ö v e t -
k e z é s k é p p e n | | F " ( F ) — \V"(F)\ < e , u g y a n i s m i n d e n m á s k o m p o n e n s e g y s z e r r e 
v á l a s z t j a e l v a g y n e m v á l a s z t j a e l é - t a - t ó l é s C-t é - t ő l , é s e z é r t e g y s z e r r e j á r u l v a g y 
n e m j á r u l h o z z á а £ Ф ё ( 0 é s а * Ф ё ( 0 m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y h e z . 
T e h á t g(a, b)<0(s) f e n n á l l á s á b ó l k ö v e t k e z i k | | K " ( F ) — \V"(F)\ < £ , a m i a z t 
j e l e n t i , h o g y a z ö s s z e s v a r i á c i ó k v a l ó b a n f o l y t o n o s a k . 
M o s t m e g m u t a t j u k , h o g y a z F(r\) f ü g g v é n y C- tő l ( - i g v e t t p o z i t í v é s n e g a t í v 
v a r i á c i ó j a m o n o t o n n ö v e k v ő f ü g g v é n y ( a С p o n t r a n é z v e ) . E h h e z s z ü k s é g ü n k l e sz a 
k ö v e t k e z ő n y i l v á n v a l ó s e g é d t é t e l r e . 
38 . SEGÉDTÉTEL. Legyen F(t\) a J tartományon értelmezett folytonos függvény, 
Ç, f j tetszés szerinti pont és К valamely nívóhalmaz tetszés szerinti komponense. A 
\Vb±(F), \ Vh± (F) variációk mint а X pont függvényei állandók а К halmazon. 
3 9 . SEGÉDTÉTEL. Legyen F(r\) folytonos függvény a szokásos J tartományon és 
legyen V{F) < + ». Akkor bármely ç £ J pontra a cp(r/) = £ K + ( F ) , ф(р) = \V~(F) 
függvények monoton növekednek (£-re vonatkozóan). 
BIZONYÍTÁS. A 99(17), ф(в) f ü g g v é n y e k a 3 7 . s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n f o l y t o n o s a k . 
L e g y e n F j ) C a 99(17) f ü g g v é n y t n í v ó j á n a k v a l a m e l y r e g u l á r i s k o m p o n e n s e , t o v á b b á 
/ j Э £ é s J2 a z o k a k o m p o n e n s e k , a m e l y e k r e F f e l o s z t j a J-t. L e g y e n ( £ J 2 • M e g m u t a t -
j u k , h o g y 9p(Q = L A z F(t]) f ü g g v é n y n í v ó h a l m a z a i n a k a С, С p o n t o k a t e l v á l a s z t ó 
k o m p o n e n s e i e g y e s í t v e e g y D k o n t i n u u m o t a l k o t n a k ( a z f , f p o n t o k a t ö s s z e k ö t ő 
m i n i m á l i s arzTF e g y s z e r ű ív i n v e r z k é p é t ) . F e n n á l l + e z é r t F P l / Ж О . L e g y e n 
a£KÍ~)D. A k k o r a z F(tj) f ü g g v é n y КЭа n í v ó h a l m a z - k o m p o n e n s é n a 99(17) f ü g g v é n y 
á l l a n d ó és 99(a) = í . M i n t h o g y F e l v á l a s z t j a f t é s C-t, e b b ő l , t e k i n t e t t e l a 19. t é t e l r e , 
k ö v e t k e z i k , h o g y cp(()^(p(a) = t. L e g y e n t o v á b b á x^J^fD. L e g y e n КЭх a z F(rç) 
f ü g g v é n y n í v ó h a l m a z - k o m p o n e n s e ; F e l v á l a s z t j a а С é s a z a £ F ( T £ p o n t o t . A k k o r 
F n e m m e t s z i a F k o m p o n e n s t , m e r t k ü l ö n b e n a 3 8 . s e g é d t é t e l s z e r i n t F c F l e n n e . 
K ö v e t k e z é s k é p p e n F e l v á l a s z t j a а С p o n t o t é s a F k o m p o n e n s t , é s a f e n t e b b b i z o n y í -
t o t t a k é r t e l m é b e n 9 fx )^<p{a) = t. A b i z o n y í t o t t a k b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y a z f , f p o n -
t o k a t ö s s z e k ö t ő <7 с F, , e g y s z e r ű í v e n , a h o l С £ 7 2 > a f * ( l ) f ü g g v é n y m o n o t o n n ö v e k s z i k 
l(-re v o n a t k o z ó a n . M i n t h o g y а С p o n t t e t s z é s s z e r i n t i , a 7 . t é t e l a l a p j á n e z a z t j e l e n t i , 
h o g y 99(1/) а С p o n t r a n é z v e m o n o t o n n ö v e k e d ő f ü g g v é n y . 
А ф ф / ) f ü g g v é n y r e a b i z o n y í t á s a n a l ó g m ó d o n t ö r t é n i k . 
4 0 . SEGÉDTÉTEL. Legyen F(tf) korlátos lineáris variációjú folytonos függvény. 
Legyen С és С két tetszés szerinti pont. Akkor 
£ ( 0 - £ ( £ ) = \v+ ( F ) - \ v ~ ( F ) . 
BIZONYÍTÁS. V a l ó b a n , l e g y e n TF a z F{r\) f ü g g v é n y e g y d i m e n z i ó s f á j a , f é s f 
a TF f a a z o n p o n t j a i , a m e l y e k a f i l l . С p o n t o t t a r t a l m a z ó k o m p o n e n s e k n e k f e l e l n e k 
m e g , a p e d i g a z f , f p o n t o k a t ö s s z e k ö t ő m i n i m á l i s e g y s z e r ű í v £ F - b e n . L e g y e n 
F * ( / ) a z F ( i / ) - n a k m e g f e l e l ő f ü g g v é n y TF-en. T e k i n t s ü k a z F * ( / ) f ü g g v é n y t c s a k a a 
í v e n . E f e j e z e t 2 . § - á n a k e r e d m é n y e i é r t e l m é b e n F ± ( F * ) = \V±(F). D e F ( Q — F ( C ) = 
= F * ( / ç ) — F * ( / 5 ) . M i n t h o g y F * ( / ) k o r l á t o s v a r i á c i ó j ú f ü g g v é n y a a e g y s z e r ű í v e n , 
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f e n n á l l : 
F*(lf-F*fa) = V+(F*)-V-(F*), 
e n n é l f o g v a Ffa)-Ffa) = jiV+(F)-\V~(F), é s e z t k e l l e t t b e b i z o n y í t a n i . 
21. TÉTEL. Legyen Ffa) a J tartományon értelmezett, korlátos lineáris variációjú, 
folytonos függvény, és (£J tetszés szerinti pont. Akkor: 
яга.-
1. Az Ffa) függvény előállítható két, a ( pontra nézve monoton növekedő, folytonos 
függvény különbségeként. 
2. Ilyen függvényeket szolgáltat a (-tői rj-ig vett pozitív és negatív variáció mint 
a változó I] pont függvényei: Ffa) + \V*(F) és \ V~(F). 
3. Az Ffa) = Ffa) + 1V+(F) — \V~(F) előállítás minimális, vagyis ha <pxfa) és 
cp2fa) két, (-re nézve monoton növekedő, folytonos függvény, Ffa) = cpifa) — <p2fa) és 
<ptfa) = Ffa), akkor minden ifaJ pontban q:xfa) = Ffa) + \V+(F) és (p2fa)^\V~{F). 
BIZONYÍTÁS. A Z 1 . é s 2 . p o n t o t é s a z F f a ) = F f a ) + ' K + ( F ) - ^ К - ( А ) e g y e n l ő s é -
g e t m á r b e b i z o n y í t o t t u k a 3 7 . , 3 9 . é s 4 0 . s e g é d t é t e l b e n . H á t r a v a n m é g a 3 . á l l í t á s 
b e b i z o n y í t á s a . F e l h a s z n á l j u k a 19. t é t e l e r e d m é n y é t . L e g y e n e k cpft;), cp2fa) f o l y t o n o s 
é s a ( p o n t r a n é z v e m o n o t o n n ö v e k e d ő f ü g g v é n y e k , Ffa) — cpifa) — cpïfa), <Pifa) = 
= Ffa). L e g y e n (=a0, ...,an = t] v a l a m e l y (-q-lánc a 2 0 . d e f i n í c i ó b a n m e g a d o t t 
é r t e l e m b e n , é s a z e l ő r e m e g a d o t t e > 0 s z á m r a t e l j e s ü l j ö n 
t V H f ) ^ 2 \F(as)-F(as^)fa + s. 
s — 1 
L e g y e n Ksjas a z Ffa) f ü g g v é n y m e g f e l e l ő n í v ó h a l m a z - k o m p o n e n s e . M i n t h o g y 
A , z á r t h a l m a z é s (pxfa), f z f a ) f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k , A s - n e k v ä n o l y a n bs p o n t j a , 
a m e l y b e n a <pxfa) f ü g g v é n y A , - b e n m i n i m á l i s é r t é k e t v e s z f e l . M i v e ( cpxfa) — cp2fa) = 
= Ffa) é s Ffa) a Ks h a l m a z o n á l l a n d ó , a bs p o n t b a n (p2(s) i s f e l v e s z i A s - b e l i m i n i m á -
l i s é r t é k é t . H e l y e t t e s í t s ü k a z {as} l á n c o t a { ó s } l á n c c a l . M e g j e g y e z z ü k , h o g y e n n e k 
s o r á n l e h e t s é g e s a b0=a0 = ( v á l a s z t á s . V a l ó b a n , e l l e n k e z ő e s e t b e n cpfbf) < ( p f a f ) 
é s u g y a n a k k o r <p2(bo)<q>2(ao) = <p2fa)=0 l e n n e . D e cp2fa) a f e l t e v é s s z e r i n t (-re 
n é z v e m o n o t o n n ö v e k e d ő f ü g g v é n y , k ö v e t k e z é s k é p p e n a ( p o n t b a n a q>2fa) f ü g g v é n y 
( a 8 . t é t e l t k ö v e t ő m e g j e g y z é s é r t e l m é b e n ) m i n i m á l i s , t e h á t <p2(bo)-<0 n e m l e h e t s é g e s 
é s f e l t e h e t j ü k , h o g y (p2(b0) = q>2(a0) = cp2fa). 
M o s t b e b i z o n y í t j u k a (pfbs+1) — cpfbf^0, cp2(bs+1) — <p2(bs)^0 e g y e n l ő t l e n -
s é g e k e t . T e g y ü k f e l , h o g y a z á l l í t á s s a l e l l e n t é t b e n a z e g y i k e g y e n l ő t l e n s é g n e m 
é r v é n y e s . M e g h a t á r o z o t t s á g k e d v é é r t l e g y e n ç > I ( Ô S + I ) < ç > I ( ^ s ) - A A S k o m p o n e n s 
e l v á l a s z t j a a ( , b s + 1 p o n t o k a t . T o v á b b á a Ks h a l m a z o n m i n d e n ü t t < P t f a ) ^ < P i ( b j ) . 
E z e k s z e r i n t a ( , bs+l p o n t o k a t e l v á l a s z t j a a z a z Mrí{bs) h a l m a z , a m e l y a (pxfa 
Ш ( р
х
( Ь 8 ) t u l a j d o n s á g ú p o n t o k b ó l á l l . D e a k k o r a z Mç, , (b s + i> h a l m a z , a m e l y a ( p x f a ) ^ 
= cpfbs+1) e g y e n l ő t l e n s é g e t k i e l é g í t ő ö s s z e s p o n t o k b ó l á l l , n e m ö s s z e f ü g g ő , m e r t 
Ь 3 + 1 £ М Ы Ь з ) , é s a z h a l m a z t n e m m e t s z ő M T l ( b s ) h a l m a z 
e l v á l a s z t j a (-t é s bs+ x - e t . A z 3 f f t ( í i + l ) h a l m a z ö s s z e n e m f ü g g ő v o l t a a 8 . t é t e l é r t e l -
m é b e n e l l e n t m o n d <pxfa) m o n o t o n i t á s á n a k , é s í g y a (pfbs+ j ) = <Pi(bs) e g y e n l ő t l e n s é g e t 
b e b i z o n y í t o t t u k . 
A m á s o d i k e g y e n l ő t l e n s é g b i z o n y í t á s a a n a l ó g m ó d o n t ö r t é n i k . 
7 III. Osztály Közleményei XIII/1 
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F e n n á l l 
F(bs+l)-F(bs) = yyb^J-cpfbfi-l^b^J-cpzibJ]. 
A b i z o n y í t o t t a k s z e r i n t a j o b b o l d a l o n á l l ó s z ö g l e t e s z á r ó j e l e k m i n d e g y i k e nem-negatív. 
T e h á t h a F(bs+l) - F(bs)ëO, a k k o r 
<PÁbs+1)-VÁbs) ^ F(bs+l)-F{bs). 
H a p e d i g 
F(bs+l)-F(bs) ^ 0, 
4 2(bs + l)-cp2(bj =é -{F(bs+i)-F{bs)}. 
T e k i n t e t b e v é v e m é g a 
~4>i(bs+í) = cfi(bs), cp2(bs+l)=Ê<p2(bs) 
e g y e n l ő t l e n s é g e k e t , k a p j u k , h o g y m i n d i g f e n n á l l 
<PÁbs+ó-<PÁbs) ^ \F(bs+l)-F(bs)\ + 
<p2(bs+ J - cp2(bs) S IF(bs+Í) - F(bs)I 
I l y m ó d o n 
n — 1 
cpfn)sz<p1(b„)=<plO)+ 2 = 
s = 1 
«=F(£)+2 IF(bs + 1)-F(bJI + ^F(0 + lV+(F) + e. 
s — 1 
M i n t h o g y £ t e t s z ő l e g e s e n k i c s i , i n n e n k ö v e t k e z i k , h o g y 
A n a l ó g m ó d o n t a l á l j u k : 
<p2(r,)^V~(F), 
é s e z z e l a 2 1 . t é t e l t t e l j e s e n b e b i z o n y í t o t t u k . 
4. §. A lineáris variáció mint funkcionál tulajdonságai 
E b b e n a p a r a g r a f u s b a n f ü g g v é n y e k t a r t o m á n y o n ( n e m p e d i g p o n t t ó l p o n t i g ) 
v e t t v a r i á c i ó j á n a k t u l a j d o n s á g a i t v i z s g á l j u k . M i n d e n e k e l ő t t d e f i n í c i ó i n k é r t e l m é b e n 
mindegyik variáció a J t a r t o m á n y o n f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k e n é r t e l m e z e t t nem-negatív 
funkcionál. 
M o s t v i z s g á l j u k m e g , h o g y a n v i s e l k e d n e k a v a r i á c i ó k a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y 
ö n m a g á r a v a l ó h o m e o m o r f l e k é p e z é s e s o r á n . E z p o n t o s a b b a n a k ö v e t k e z ő t j e l e n t i . 
L e g y e n J a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y é s т a / t a r t o m á n y ö n m a g á r a v a l ó h o m e o m o r f 
l e k é p e z é s e , a m e l y a z p£J p o n t o t a r(p) p o n t b a v i s z i á t . L e g y e n F(p) a J t a r t o m á n y 
p o n t j a i b a n m e g a d o t t f ü g g v é n y . V e z e s s ü k b e a z F\z(/;)] = F(p) j e l ö l é s t . I l y m ó d o n 
a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n n y a l e g y ü t t m i n t e g y e l m o z d í t o t t u k a f ü g g v é n y g r a f i k o n j á t is . 
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A m a x i m u m o t , f é l m a x i m u m o t , m i n i m u m o t , f é l m i n i m u m o t s z o l g á l t a t ó é s a k o n c e n t r i -
k u s s z i n g u l a r i t á s ú k o m p o n e n s e k d e f i n í c i ó j a i n v a r i á n s a J t a r t o m á n y ö n m a g á r a v a l ó 
h o m e o m o r f l e k é p e z é s e i v e l s z e m b e n . V a l a m e l y k o n t i n u u m n a k a z a t u l a j d o n s á g a , h o g y 
k é t p o n t o t e l v á l a s z t e g y m á s t ó l , i l l e t v e h o g y a s í k o t s z é t v á l a s z t j a v a g y n e m v á l a s z t j a 
s z é t ( a b b a n a z e s e t b e n , a m i k o r J n é g y z e t ) , s z i n t é n i n v a r i á n s J ö n m a g á r a v a l ó h o m e o -
m o r f l e k é p e z é s é v e l s z e m b e n . E n n é l f o g v a a s z é t v á l a s z t ó k o m p o n e n s e k n e k a 2 . t é t e l b e n 
m e g a d o t t o s z t á l y o z á s a invariáns a J tartomány önmagára való homeomorf leképezései-
vel szemben. 
E n n e k s o r á n h a a h o m e o m o r f l e k é p e z é s e ló ' t t a z o s z t á l y o z á s a £ p o n t r a v o n a t -
k o z o t t , a k k o r а т h o m e o m o r f i z m u s u t á n a z o s z t á l y o z á s t a r ( ç ) p o n t r a v o n a t k o z ó a n 
k e l l m e g a d n i . S p e c i á l i s a n , a n í v ó h a l m a z - k o m p o n e n s e k o s z t á l y o z á s a é s e z z e l e g y ü t t 
a v a r i á c i ó k d e f i n í c i ó j a i n v a r i á n s J a z o n h o m e o m o r f l e k é p e z é s e i v e l s z e m b e n , a m e l y e k 
a £ p o n t o t a h e l y é n h a g y j á k . N é z z ü k m e g a z o n b a n , nem függetlenek-e e g y e s v a r i á c i ó k 
a t ponttól. G ö m b f e l ü l e t e s e t é b e n c s a k a t e l j e s v a r i á c i ó i l y e n . N é g y z e t e s e t é b e n v i s z o n t 
a h e l y z e t k i s s é b o n y o l u l t a b b . M i n d e n e k e l ő t t i l y e n a Vh(F) belső és a Vh(F) határ-
variáció, é s t e r m é s z e t e s e n ö s s z e g ü k , a V(F) lineáris variáció. 
A Vç,:t(F) v a r i á c i ó k a ç p o n t s e m m i l y e n m e g v á l a s z t á s a e s e t é n s e m i n v a r i á n s a k 
J ö n m a g á r a v a l ó h o m e o m o r f l e k é p e z é s e i v e l s z e m b e n , h a a l e k é p e z é s a £ p o n t o t n e m 
h a g y j a a h e l y é n . M á s k é p p e n á l l a d o l o g a belső p o z i t í v é s n e g a t í v v a r i á c i ó v a l . E b b e n 
a z e s e t b e n , é r t h e t ő m ó d o n , a ç p o n t tetszés szerinti m e g v á l a s z t á s a m e l l e t t a Vb±(F) 
v a r i á c i ó k függnek £-től. H a a z o n b a n ç a h a t á r v a l a m e l y p o n t j a , a k k o r a J é r t e l m e z é s i 
t a r t o m á n y ö n m a g á r a v a l ó т h o m e o m o r f i z m u s á n á l a £ p o n t k é p e i s m é t h a t á r p o n t . 
M e g f o g j u k m u t a t n i , h o g y a Vf±(F) mennyiségek, ha a határon fekvő £, pontokra 
szorítkozunk, nem függnek attól, hogy a határnak éppen melyik pontját választottuk 
c,-nek. I l y m ó d o n ( a b b a n a z e s e t b e n , a m i k o r J n é g y z e t ) nem függ a j ponttól a teljes 
határ-variáció, továbbá a c s a k h a t á r p o n t o k r a v o n a t k o z ó a n t e k i n t e t t pozitív és negatív 
belső variáció. T e r m é s z e t e s , h o g y e z e k n e k a l i n e á r i s k o m b i n á c i ó i i s r e n d e l k e z n e k 
a z e m l í t e t t t u l a j d o n s á g g a l . T e h á t a k ö v e t k e z ő s e g é d t é t e l t k e l l b e b i z o n y í t a n u n k : 
4 1 . SEGÉDTÉTEL. Legyen F(tj) a J négyzeten értelmezett folytonos függvény és 
é,, é2 a J négyzet határán fekvő pontok. Akkor 
vtf(F)=Vlf(F). 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n К a z Et n í v ó h a l m a z n a k a J n é g y z e t h a t á r á t n e m m e t s z ő , 
r e g u l á r i s k o m p o n e n s e . А К k o m p o n e n s J-t k é t t a r t o m á n y r a , - r c é s J2-re o s z t j a . 
N y i l v á n v a l ó , h o g y ^ é s u g y a n a h h o z a t a r t o m á n y h o z t a r t o z i k , p é l d á u l Jx-hez. 
D e a k k o r К e g y s z e r r e n ö v e k e d é s i ( f o g y á s i ) k o m p o n e n s ^ - r e é s £ 2 - г е n é z v e , t e h á t 
h a К n e m n ö v e k e d é s i ( f o g y á s i ) k o m p o n e n s a £ 2 p o n t o k e g y i k é r e n é z v e , a k k o r a 
m á s i k r a n é z v e s e m n ö v e k e d é s i ( i l l . f o g y á s i ) k o m p o n e n s . 
M a j d n e m m i n d e n n í v ó n a k a z o k a k o m p o n e n s e i , a m e l y e k a s í k o t s z é t v á l a s z t j á k , 
n e m m e t s z i k J h a t á r á t . E n n é l f o g v a m a j d n e m m i n d e n t-re ф 7 : ( ? ) = ф).1 (t) é s í g y 
+ «, +00 
K ± ( F ) = f o ï ? ( t ) d t = J <b\t(t)dt=vl?(F). 
4 
A s e g é d t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
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T e h á t a z ö s s z e s v a r i á c i ó k i n v a r i á n s a k / ö n m a g á r a v a l ó o l y a n h o m e o m o r f l e k é p e -
z é s e i v e l s z e m b e n , a m e l y e k a £ p o n t o t a h e l y é n h a g y j á k , a V h , V b , V v a r i á c i ó k p e d i g 
( é s Vç* i s , h a t; h a t á r p o n t ) i n v a r i á n s a k J ö n m a g á r a v a l ó összes h o m e o m o r f l e k é p e -
z é s e i v e l s z e m b e n . 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y a z á l t a l u n k b e v e z e t e t t v a r i á c i ó k , h a s o n l ó a n a z e g y v á l t o z ó s 
f ü g g v é n y e k e s e t é h e z , n e m l i n e á r i s f u n k c i o n á l o k . A z e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k e s e t é b e n 
a z o n b a n a z / j , F2 f ü g g v é n y e k ö s s z e a d á s a k o r v a r i á c i ó i k ö s s z e a d ó d n a k , f e l t é v e , h o g y 
A j é s F2 különböző s z a k a s z o k o n v á l t o z t a k , v a g y i s h a a z [a, b] é r t e l m e z é s i i n t e r v a l l u m 
e l ó ' á l l í t h a t ó k é t s z a k a s z [a, c] + [cl, b] = [a, b] ö s s z e g e k é n t ú g y , h o g y a z A, f ü g g v é n y 
á l l a n d ó a z [a, c ] s z a k a s z o n , A 2 p e d i g a [ d , b] s z a k a s z o n . A n a l ó g m ó d o n l e g y e n 
J = J1+J2, a h o l / , é s J2 k é t z á r t t a r t o m á n y ; l e g y e n e k Ffrj), F2(p) f o l y t o n o s 
f ü g g v é n y e k , a m e l y e k r e 
A 1 ( i / ) = c o n s / J h a j / £ / 2 
é s 
F2(rj) = c o n s / 2 h a rj£J1. 
A k k o r a z F(rj) = Ffrj) + A2(/j) f ü g g v é n y v a r i á c i ó j a egyenlő A, és F2 variációjának 
összegével. I t t v a r i á c i ó n b á r m e l y i k v a r i á c i ó t é r t j ü k — a p o z i t í v , n e g a t í v v a g y t e l j e s , 
h a t á r - v a g y b e l s ó ' v a r i á c i ó t . E n n e k a t é n y n e k a b i z o n y í t á s a n y i l v á n v a l ó , e z é r t a 
b i z o n y í t á s t e l h a g y j u k . 
M o s t m e g m u t a t j u k , h o g y a V k ± , V k ± v a r i á c i ó k é s a b e l ó ' l ü k k é p e z e t t V b , V й , 
V+, VV ö s s z e g e k m i n d e g y i k e m i n t f u n k c i o n á l alulról félig folytonos az egyenletes 
konvergenciára nézve, v a g y i s é r v é n y e s a k ö v e t k e z ő ' t é t e l . 
2 2 . TÉTEL (a V, Vb±, Vh± variációk alulról félig folytonos voltáról). Legyen 
{Fft]j\ folytonos függvényekből álló egyenletesen konvergens sorozat és F(rf) = lim Fs(r\). 
s 
Akkor tetszés szerinti pontra 
Y'i ( A ) S l i m VI (Ff 
s 
ahol a két pont helyébe a 
b + ,b-,h + ,h-
kombinációk bármelyike írható. Továbbá fennállnak a 
V ( A ) á l i m V (Ff V ( A ) S l i m V" (Ff 
s s 
Vf ( A ) Ig J i m Vf (Ff V(F) g J i m V(FS) 
s s 
egyenlőtlenségek. 
M i e l ő t t a 2 2 . t é t e l t b e b i z o n y í t a n á n k , e l ő r e b o c s á t u n k e g y s e g é d t é t e l t . 
4 2 . SEGÉDTÉTEL. Legyen F(rj) folytonos függvény a szokásos J tartományon, с 
tetszés szerinti pont és T a tipikus nívók halmaza (F(f) £ A). Legyen К a t tipikus 
nívó olyan reguláris komponense, amely nem fogyási (ill. nem növekedési) komponens. 
Legyen J\ 3 é és J2 az a két tartomány, amelyre К felosztja J-t. Legyen U а К komponens 
bármilyen kis környezete. Akkor vagy találhatók olyan afUC\ J
 i , b^U П J2 pontok, 
hogy F (a) < t és F(b)>t (illetve F (a) 1 és F(b)<t), vagy К helyettesíthető ugyan-
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annak a nívónak valamely, U-ban fekvő K' komponensével, amelyre az említett körül-
mény már fennáll, azaz találhatók a £ Í / D 7 Í b £ U П 7 2 pontok, amelyekben F (a) < t 
és F(b) > t (ill. F(a) =• t és F(b) -<tj; itt 7í Э С ós 72 azokat a tartományokat jelenti, 
amelyekre K' osztja fel J-t. 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n Í £ 7 2 , TF az e g y d i m e n z i ó s f a é s а e g y s z e r ű í v F f - b e n 
a z f , f v é g p o n t o k k a l . T e g y ü k f e l , h o g y а К k o m p o n e n s n e m f o g y á s i k o m p o n e n s é s 
t F ( K ) = I0. A k k o r / 0 a z F*(l) f ü g g v é n y n e k n e m f o g y á s i p o n t j a а а í v e n f-re v o n a t -
k o z ó a n . L e g y e n U(l0) a z l0 p o n t a z o n k ö r n y e z e t e , a m e l y e t a z U(K) k ö r n y e z e t g e n e r á l . 
H a a z f l í v é s a z U(l0) h a l m a z m e t s z e t e t a r t a l m a z o l y a n / ' p o n t o t , a m e l y r e F * ( / ' ) < / , 
a k k o r a z l'f í v é s U(I0) m e t s z e t é b e n t a l á l h a t ó o l y a n l" p o n t , a h o l F * ( l j > t ( m e r t 
k ü l ö n b e n l0 m a x i m u m h e l y l e n n e а а í v e n ) é s a z l'l" í v e n a t n í v ó n a k v a n o l y a n / 
p o n t j a , a m e l y n e k a r F ' ( / ) i n v e r z k é p e e l e g e t t e s z a s e g é d t é t e l k ö v e t e l m é n y e i n e k . 
M o s t l e g y e n fl0 é s U(l0) m e t s z e t é n e k m i n d e n p o n t j á b a n F*(l)^t. A k k o r e b b e n a 
k ö r n y e z e t b e n m i n d e n ü t t F * ( / ) > t, m e r t k ü l ö n b e n a z / £ f l 0 П U(l0) p o n t n a k , a h o l 
F ( / ) = t, k v á z i - e x t r é m á l i s zF1 ( / ) k o m p o n e n s f e l e l n e m e g . 
A n a l ó g m ó d o n , f é s f h e l y é t f e l c s e r é l v e a z t t a l á l j u k , h o g y v a g y a z f l 0 í v n e k a z 
U ( l 0 ) k ö r n y e z e t t e l v a l ó m e t s z e t e t a r t a l m a z o l y a n l " p o n t o t , a m e l y r e z F ' ( / " ) a k e r e s e t t 
k o m p o n e n s , v a g y a z f l 0 П U(l0) m e t s z e t e n m i n d e n ü t t F * ( / ) < t. 
T e h á t h a U(l0)C\o n e m t a r t a l m a z n e k ü n k s z ü k s é g e s l" p o n t o t , a k k o r l0 f o g y á s i 
p o n t . 
Н а К n e m n ö v e k e d é s i k o m p o n e n s , a k k o r a b i z o n y í t á s t a — F(rj) f ü g g v é n y r e v a l ó 
á t t é r é s s e l n y e r j ü k . A s e g é d t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
A 2 2 . TÉTEL BIZONYÍTÁSA. L e g y e n T a z F f j ) f ü g g v é n y t i p i k u s n í v ó i n a k h a l m a z a 
é s Ts a z F J f ] ) f ü g g v é n y t i p i k u s n í v ó i n a k h a l m a z a . L e g y e n F * = F f ) f j T s . 
s 
M i n t h o g y a F , F s (5 = 1 , 2 , . . . ) h a l m a z o k m i n d e g y i k é n e k k i e g é s z í t ő h a l m a z a 
l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó , F * k i e g é s z í t ő h a l m a z a s z i n t é n l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó ; 
i t t C F s - h e z é s C F - h e z s z á m í t j u k a z F S (C) , i l l . F ( C ) é r t é k e t i s . 
M o s t l e g y e n t £ F * . B e b i z o n y í t j u k , h o g y h a 4 > J ( t ) =N, a k k o r l i m Ф р * ft)^N, 
s 
és h a = a k k o r l i m Ф р J ( r ) S ÍV is f e n n á l l , a h o l <t>Ff é s ( h a s o n l ó a n 
s 
Ф / J é s Ф j j / ) a m e g f e l e l ő m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y e k e t j e l e n t i a z F , ill . F , f ü g g v é n y e k r e 
v o n a t k o z ó a n . T e h á t l e g y e n ф £ + { ( 0 S J V ( i l l e t v e L e g y e n e k . . . , K N a z 
F f ü g g v é n y t t i p i k u s n í v ó j á n a k o l y a n r e g u l á r i s k o m p o n e n s e i , a m e l y e k n e m f o g y á s i 
k o m p o n e n s e k é s a m e l y e k s z é t v á l a s z t j á k (i l l . n e m v á l a s z t j á k s z é t ) a s í k o t . A k k o r a 11 . 
s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n t a l á l h a t ó o l y a n ô > 0 , h o g y a z M = E,+a + F , _ á h a l m a z p á r o n k i n t 
e l v á l a s z t j a a Ks, Km (s, m = 1 , 2 , ..., N ) k o m p o n e n s e k e t . J e l ö l j e J1 é s J2 
(í=1,2, ..., N ) a z o k a t a t a r t o m á n y o k a t , a m e l y e k r e a Ks k o m p o n e n s f e l o s z t j a J-t, 
m é g p e d i g o l y a n s o r r e n d b e n , h o g y С £ 7 ' f . L e g y e n Us a Ks k o m p o n e n s o l y a n k i c s i n y 
Ö ó 
k ö r n y e z e t e , h o g y t / s - b e n t — — — — t + ^ • A 4 2 . s e g é d t é t e l s z e r i n t a Ks k o m p o -
n e n s e k h e l y e t t e s í t h e t ő k u g y a n a n n a k a n í v ó n a k o l y a n K( k o m p o n e n s e i v e l ( l e h e t , h o g y 
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K's = Ks), a m e l y e k a m e g f e l e l ő í / s - b e n f e k s z e n e k é s a m e l y e k h e z t a l á l h a t ó k s z i n t é n 
£ / s - b e n f e k v ő as, bs p o n t o k ú g y , h o g y 
1. F {aj) < t < F{bs) ; 
2 . K's e l v á l a s z t j a a z as, ( p o n t o k a t é s - t ő l . 
L e g y e n a s , bs é s A s ' r ö g z í t e t t ( s = l , 2 , . . . , N ) . H a a K, k o m p o n e n s e k n e m m e t -
s z e t t é k J h a t á r á t , a k k o r a z Us k ö r n y e z e t e k e t v á l a s z t h a t j u k o l y a n k i c s i k n e k , h o g y Us 
é s k ö v e t k e z é s k é p p e n K's c. Us s z i n t é n n e m e s s e J h a t á r á t . H a p e d i g a Ks k o m p o n e n s e k 
n e m v á l a s z t o t t á k s z é t a s í k o t , a k k o r a K's k o m p o n e n s e k , a m e l y e k e l é g k i s Us k ö r n y e -
z e t e k e s e t é n e l v á l a s z t j á k e g y m á s t ó l a Ks é s a CUS h a l m a z t ( f e l t e s s z ü k , h o g y Us a J 
t a r t o m á n y h a t á r á n a k l e g a l á b b e g y p o n t j á t n e m t a r t a l m a z z a ; e z m i n d i g e l é r h e t ő , m e r t 
/ h a t á r a n e m t a r t o z i k t e l j e s e n a s í k o t s z é t n e m v á l a s z t ó Ks k o m p o n e n s h e z ) , f e l t é t l e n ü l 
m e t s z i k / h a t á r á t , é s m i n t h o g y t t i p i k u s , n e m v á l a s z t j á k s z é t a s í k o t . 
A z F„{r[) f ü g g v é n y e k e g y e n l e t e s e n t a r t a n a k F{t])-hoz, t e h á t v a l a m e l y n i n d e x t ő l 
k e z d v e F„{aj) < t, Fn{bs) > t. E n n é l f o g v a v a l a m e l y n0 i n d e x t ő l k e z d v e a z Fn{rj) f ü g g -
v é n y e k F',"' n í v ó h a l m a z a i ( л s £ « 0 ) e l v á l a s z t j á k a z as,bs {s = 1, 2 , . . . , N) p o n t o k a t . 
E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y b i z o n y o s K("\ ..., Kj" k o m p o n e n s e i r e n d r e e l v á l a s z t -
j á k a z ak e s b k , •••, a^ é s b^ p o n t o t . A Kp , Km k o m p o n e n s e k n e k n e m k e l l e l e v e 
k ü l ö n b ö z n i ü k . M e g f o g j u k a z o n b a n m u t a t n i , h o g y v a l a m e l y n0 i n d e x t ő l k e z d v e a z 
ö s s z e s A / " k o m p o n e n s e k k ü l ö n b ö z ő k {s= 1, 2 , . . . , N ) . V a l ó b a n , a t n í v ó as, bs 
p o n t o k a t e l v á l a s z t ó A s ( n ) k o m p o n e n s e s z ü k s é g k é p p m e t s z i a z U , h a l m a z t . T e g y ü k 
f e l , h o g y КН = К^ {s fim) a z i n d e x e k v a l a m e l y v é g t e l e n nk s o r o z a t á r a . A z {nk} 
r é s z s o r o z a t o t v á l a s z t h a t j u k ú g y , h o g y It K["k) X 0 . L e g y e n A = l t K("k). A A h a l m a z 
к к 
k o n t i n u u m , é s m i n t h o g y tjfKH e s e t é n F„{t]) = t é s a z Fn{tf) f ü g g v é n y e k e g y e n l e t e s e n 
t a r t a n a k a z F{rj) f ü g g v é n y h e z , F{r[) a A k o n t i n u u m o n m i n d e n ü t t e g y e n l ő / - v e i . 
N y i l v á n v a l ó , h o g y A m e t s z i a z Us é s a z Um h a l m a z t i s . H a a z o n b a n a z U s , Um h a l m a z o -
k a t ú g y v á l a s z t o t t u k , a m i n t f e n t e b b m o n d t u k , a k k o r F{rj) a z U s , Um h a l m a z o k o n 
e , . 
l e g f e l j e b b a — é r t é k k e l k ü l ö n b ö z i k / - t ő i . I l y m ó d o n a z R = K+ Us + Um k o n t i n u u m 
m e t s z i K's - t i s , К j-t i s ( s ő t , t a r t a l m a z z a ő k e t ) , é s a z R k o n t i n u u m o n a z F{rj) f ü g g v é n y 
/ - t ő i v a l ó e l t é r é s e s e h o l s e m h a l a d j a m e g a ^ é r t é k e t . E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y a z 
M = Et+i + h a l m a z n e m v á l a s z t j a e l a K's, Kj k o m p o n e n s e k e t . 
T e h á t m e g m u t a t t u k , h o g y v a l a m i l y e n и - t ő l k e z d v e a A s ( ' " k o m p o n e n s e k m i n d 
k ü l ö n b ö z ő k (5 = 1, 2 , . . . , N). L e g y e n A s t n ) a z F„{r\) f ü g g v é n y E\n) n í v ó h a l m a z á n a k a z 
as, bs p o n t o k a t e l v á l a s z t ó k o m p o n e n s e i k ö z ü l a A s - h e z l e g k ö z e l e b b i . M e g f o g j u k 
m u t a t n i , h o g y e l é g n a g y n i n d e x e k r e m i n d e g y i k A s < n ) n e m f o g y á s i k o m p o n e n s . 
M i n d e n e k e l ő t t m u t a s s u k m e g , h o g y A s ( " } n e m v á l a s z t j a el a ç , as p o n t o k a t , h a n 
e l é g n a g y . V é g e z z ü k a b i z o n y í t á s t i n d i r e k t m ó d o n . L e g y e n { A / 1 " ' } o l y a n k o m p o n e n s e k 
s o r o z a t a , a m e l y e k e l v á l a s z t j á k a as p o n t o k a t . 
F e l t e h e t j ü k , h o g y e s o r o z a t t o p o l ó g i a i l i m e s i n f e r i o r a n e m ü r e s é s a A = l t Ks" k ) 
^ к 
h a l m a z k o n t i n u u m . A k k o r a t n í v ó А з A k o m p o n e n s e s z i n t é n e l v á l a s z t j a a as 
p o n t o k a t . A z o n k í v ü l К e l v á l a s z t j a a z as,bs p o n t o k a t , m e r t a A s ("k ) h a l m a z o k e z t 
t e s z i k . A t n í v ó k é t , a z a s , bs p o n t o k a t e l v á l a s z t ó A , A, ' k o m p o n e n s e k ö z ü l v a l a m e l y i k 
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k ö z e l e b b f e k s z i k ó s - h e z . Н а К e l v á l a s z t j a a £ p o n t o t a s - t ő l é s a z as p o n t o t bs-tői, 
a k k o r A a £ p o n t o t n e m v á l a s z t j a e l A s . - től ( u g y a n i s t t i p i k u s v o l t a m i a t t К r e g u l á r i s ) . 
E k k o r K's k ö z e l e b b v a n bs-hez, m i n t K, m e r t K's elválasztja a £, bs p o n t o k a t . 
M e g m u t a t j u k , h o g y K's k v á z i - e x t r é m á l i s k o m p o n e n s . 
L e g y e n R„k o l y a n k o n t i n u u m , a m e l y a AÍ" k ) k o m p o n e n s t ö s s z e k ö t i a bs p o n t t a l 
é s n e m m e t s z i a z E,("k) — KÍ"k) h a l m a z t . A z L t é t e l a l a p j á n i l y e n k o n t i n u u m l é t e z i k , 
u g y a n i s KÍ"k) a z E("k) n í v ó h a l m a z as,bs p o n t o k a t e l v á l a s z t ó k o m p o n e n s e i k ö z ü l a 
ó s - h e z l e g k ö z e l e b b i . L e l t e h e t j ü k , h o g y a z {nk} r é s z s o r o z a t o l y a n r i t k a , h o g y l t R„kX0 
к 
é s í g y a z R = l t A,,,. h a l m a z k o n t i n u u m . N y i l v á n v a l ó , h o g y R jbsés R П К •-•'• 0 . T o v á b b á 
к 
e g y i k F„k(t7) f ü g g v é n y sem kisebb a m e g f e l e l ő R„k h a l m a z o n , mint t. D e a k k o r F(i7) 
a z R h a l m a z o n s z i n t é n n e m k i s e b b í - n é l . M i n t h o g y K's e l v á l a s z t j a a bs p o n t o t а К 
k o m p o n e n s t ő l , K's n y i l v á n k v á z i - e x t r é m á l i s k o m p o n e n s : a z R h a l m a z o n m i n d e n ü t t 
F(i7) s t, é s a ff á l t a l l e v á l a s z t o t t t a r t o m á n y b a n é p p ú g y , m i n t a K's é s A á l t a l h a t á r o l t 
t a r t o m á n y b a n t a l á l h a t ó k A - n e k o l y a n p o n t j a i , a m e l y e k b e n F f i ) > t ( a z e g y i k e s e t b e n 
F(bs) >t, a m á s i k e s e t b e n p e d i g e z a z é r t i g a z , m e r t k ü l ö n b e n a K's, К k o m p o n e n s e k 
A - n e k a k ö z t ü k l e v ő t a r t o m á n y b a n f e k v ő r é s z é v e l e g y ü t t egyetlen k o m p o n e n s t 
a d n á n a k ) . 
T e h á t e l é g n a g y n i n d e x e k r e a z F„(t7) f ü g g v é n y t n í v ó j á n a k a z as, bs p o n t o k a t 
e l v á l a s z t ó k o m p o n e n s e i k ö z ü l a ó s - h e z l e g k ö z e l e b b f e k v ő A," 0 k o m p o n e n s e l v á -
l a s z t j a a £ , bs p o n t o k a t . A 10. s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n e z e k a k o m p o n e n s e k n e m f o g y á s i 
k o m p o n e n s e k . K o r á b b a n b e b i z o n y í t o t t u k , h o g y v a l a m e l y n 0 - t ó l k e z d v e a z ö s s z e s 
Ks" ] h a l m a z o k k ü l ö n b ö z ő k . E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y v a l a m e l y n x - t ô l k e z d v e 
Ф ) : , < ( 0 = Л', i l l e t v e ® í ; , . ( í ) s J V . M i n t h o g y t t e t s z é s s z e r i n t i t i p i k u s n í v ó , e b b ő l 
k ö v e t k e z i k , h o g y m a j d n e m m i n d e n ? - r e ( s ő t , l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k k i v é -
te l le l m i n d e g y i k r e ) f e n n á l l 
l i m ф ^ ( ? ) ё ф £ ? ( ? ) , l i m 
s s 
A v a l ó s f ü g g v é n y t a n i s m e r t t é t e l e s z e r i n t e b b ő l k ö v e t k e z i k : 
V\ + (F) = I' (?) í í / s l i m I Ф ^
 4 (?) dt = h m v \ + (Fs) 
é s 
Vb+(F)= I ФF+((t)dtS\im I ФhF+sЛ(t)dt=hm VlJr (Fj). 
' —OO s —« s 
A z F f ü g g v é n y r ő l á t t é r v e a — F f ü g g v é n y r e , k ö n n y e n a d ó d i k : 
Vhf{F)^\lm Vb~(Fs) 
s 
és 
l i m V \ - { F s ) . 
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V é g ü l a m e g f e l e l ő e g y e n l ő t l e n s é g e k e t ö s s z e a d v a k a p j u k : 
f h ( 7 ) S _ l i m Vb(Fs); Vh(F)zí l i m Vh(Fs); 
S s 
Vf (F) S lim Vf (Fs) ; V(F) S Hm V(FS). 
s s 
A 2 2 . t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
T e l j e s e n a n a l ó g m ó d o n b i z o n y í t h a t ó a k ö v e t k e z ő . 
23. TÉTEL. Legyen {Ffrj)} folytonos függvényekből álló egyenletesen konvergens 
sorozat és F(q) = lim F ft]). 
s 
Akkor bármely J-beli £, £ pontpárra 
| K b ± ( F ) g l i m Vb±(,Fsy, \Vh±{F)^ l i m \V h ± {F s ) -
S s 
S S 
lv±(F)S h m \ V ± ( F S ) ; \v(F)k H m (V(FJ. 
s s 
E z t a b i z o n y í t á s t e l h a g y j u k . 
T e h á t m e g m u t a t t u k , h o g y a V b ± , V b ± , V f , Vb, V1' é s К v a r i á c i ó k m i n d o l y a n 
f u n k c i o n á l o k , a m e l y e k a n é g y z e t e n v a g y g ö m b f e l ü l e t e n f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k r e 
v a n n a k é r t e l m e z v e ( g ö m b f e l ü l e t e s e t é n a V h ± , Vh h a t á r - v a r i á c i ó k e l e s n e k ) é s a m e l y e k 
e l e g e t t e s z n e k a k ö v e t k e z ő f e l t é t e l e k n e k : 
1. F ( F ) & 0 . 
2 . H a J = JX+J2, a h o l , J2 z á r t t a r t o m á n y o k , t o v á b b á a z Ffrj), Ffq) 
f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k r e 
F1(r,) = Cí ha r,íJ2, 
F 2 ( l ) = C 2 h a r j e J i , 
a k k o r V(FX + F2) = V{Fx)+V(F2). 
3. H a F(q) = l i m F f ] ) , a k k o r V(F) Ш l i m V(FS) (felülről való félig folytonosság). 
s s 
4. Н а т a J t a r t o m á n y ö n m a g á r a v a l ó h o m e o m o r f l e k é p e z é s e , a m e l y a £ p o n t o t 
a h e l y é n h a g y j a , é s F [ t ( i / ) ] = F(ri), a k k o r V(F) = V(F). A Vh, Vb, V v a r i á c i ó k r a , 
é s a b b a n a z e s e t b e n , a m i k o r a £ p o n t J h a t á r á h o z t a r t o z i k , a V b + , Vb~ v a r i á c i ó k r a 
i s , t e l j e s ü l a z a z e r ő s e b b 4* k ö v e t e l m é n y , a m e l y a b b a n k ü l ö n b ö z i k 4 - t ő l , h o g y a x 
h o m e o m o r f i z m u s t ó l n e m k í v á n j a m e g , h o g y a £ p o n t o t a h e l y é n h a g y j a . 
Fordította: Bognár János 
a matematikai tudományok kandidátusa 
KÖNYVISMERTETÉS 
J. Aczél: Vorlesungen über Funktionalgleichungen und ihre Anwendungen* 
1 . ACZÉL JÁNOS k ö n y v e A f ü g g v é n y e g y e n l e t e k k é r d é s k ö r é n e k e l s ő r e n d s z e r e s 
f e l d o l g o z á s a a m a t e m a t i k a i i r o d a l o m b a n . E t e r ü l e t j e l e n t ő s é g é t m i n d e n k u t a t ó 
m a t e m a t i k u s i s m e r i , a k á r k ö z v e t l e n v i z s g á l a t a i b a r v e z e t t e v i s s z a p r o b l é m á i t f ü g g -
v é n y e g y e n l e t e k r e , a k á r k u t a t á s i t e r ü l e t é n e k k l a s s z i k u s a i n y o m á n k e r ü l t v e l ü k k a p -
c s o l a t b a . A z o n b a n a k ö n y v e g é s z e , a f e l s o r o l t a l k a l m a z á s i t e r ü l e t e k s o k f é l e s é g e 
m i n d e n v i t á n f e l ü l i v é t e s z i k a z o l v a s ó s z á m á r a e g y r é s z t a f ü g g v é n y e g y e n l e t e k e l e s z ű -
k í t e t t t e r ü l e t é n e k ö n á l l ó f e j e z e t k é n t v a l ó l é t j o g o s u l t s á g á t , m á s r é s z t a l a p v e t ő j e l e n -
t ő s é g é t a k u t a t ó m a t e m a t i k u s s z á m á r a , d o l g o z z é k a z i l l e t ő a m a t e m a t i k a e l m é l e t e , 
v a g y a k á r a l k a l m a z á s a i t e r é n . 
S z e r z ő t í z e g y n é h á n y e s z t e n d ő k i t a r t ó , i n v e n c i ó z u s m u n k á j á v a l n e m c s a k j e l e n -
t ő s e n t o v á b b f e j l e s z t e t t e a f ü g g v é n y e g y e n l e t e k e l m é l e t é t , h a n e m m e g b i r k ó z o t t a r e n d -
s z e r e z é s s o k n e h é z p r o b l é m á j á v a l is , a m i h o z z á s e g í t e t t e a z e l m é l e t s z á m o s h é z a g á n a k 
k i t ö l t é s é h e z . M a g a a r e n d s z e r b e f o g l a l á s t é n y e s z á m o s m e g o l d a t l a n , m é l y e n f e k v ő n e k 
m u t a t k o z ó p r o b l é m á t v e t e t t f e l , m i n t a f ü g g v é n y e g y e n l e t e k o s z t á l y o z á s á n a k , a m e g o l -
d á s i m ó d s z e r e k a l k a l m a z h a t ó s á g i h a t á r a i n a k , a m e g o l d á s o k e g z i s z t e n c i á j á n a k é s 
u n i c i t á s á n a k k é r d é s e i t , a m e l y p r o b l é m á k i r á n y á b a n t e e n d ő k u t a t á s o k a m a t e m a t i k a 
f e j l ő d é s e s z e m p o n t j á b ó l é r d e k e s f e j l e m é n y e k e t í g é r n e k . 
2 . A k ö n y v b e v e z e t é s e a d e f i n í c i ó k a t , h ú s z j e l l e g z e t e s p é l d á t , m a j d é r t é k e s t ö r -
t é n e t i u t a l á s o k a t t a r t a l m a z . A k ö n y v e l s ő r é s z e a z e g y v á l t o z ó s , a m á s o d i k r é s z e a 
t ö b b v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k r e v o n a t k o z ó e g y e n l e t e k e t t á r g y a l j a . E n y o l c f e j e z e t n y i 
r é s z t n é h á n y m e g j e g y z é s é s á t f o g ó p r o b l é m a k ö r k ö v e t i ; r é s z l e t e k r e v o n a t k o z ó 
p r o b l é m á k a k ö n y v k ü l ö n b ö z ő f e j e z e t e i b e n t a l á l h a t ó k . V é g ü l s z e r z ő f e l s o r o l j a a f ü g g -
v é n y e g y e n l e t e k i r o d a l m á t a X V I I I . s z á z a d k ö z e p é t ő l — D'ALEMBERT, EULER s o k a t 
i d é z e t t m u n k á i t ó l — i n d u l v a a z 1 9 6 0 . é v i g , k ö z e l 6 0 o l d a l o n k e r e s z t ü l ; e z u t á n a n é v -
j e g y z é k k ö v e t k e z i k , a m e l y s a j n o s a s z e r z ő a k t i v i t á s á t n e m t ü n t e t i f e l . 
A k ö n y v e g y s z e r ű t á r g y a l á s r a t ö r e k s z i k , a z o l v a s ó s z o r o s é r t e l e m b e n v e t t b e v e -
z e t é s é t t ű z i c é l u l . M i n d e n e k e l ő t t figyelmen k í v ü l h a g y j a a n e m - f o l y t o n o s m e g o l d á -
s o k a t , e l h a t á r o l j a m a g á t a d i f f e r e n c i á l - , i n t e g r á l - , i n t e g r o d i f f e r e n c i á l - , d i f f e r e n c i a - , 
i t e r á c i ó s e g y e n l e t e k t ő l , a m e l y e k t á g a b b é r t e l e m b e n s z i n t é n f ü g g v é n y e g y e n l e t e k . A z 
a l k a l m a z á s i t e r ü l e t e k e t i l l e t ő e n a f o l y t o n o s c s o p o r t o k e l m é l e t e , a g e o m e t r i a , e z e n 
b e l ü l a v e k t o r a n a l í z i s , a g e o m e t r i a i o b j e k t u m o k e l m é l e t e , a n e m - e u k l i d e s z i g e o m e t r i a , 
t o v á b b á a v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s é s m e c h a n i k a e m l í t e n d ő k ; a f o l y t o n o s c s o p o r t o k 
e l m é l e t é n e k é s a g e o m e t r i a i o b j e k t u m o k e l m é l e t é n e k b e h a t ó b b t á r g y a l á s á r a n e m 
k e r ü l s o r , e z u t ó b b i t é m a a s z e r z ő n e k G o L A B - b a l í r o t t , i d ő k ö z b e n m e g j e l e n t k ö n y v é -
b e n k e r ü l t f e l d o l g o z á s r a . A f e l h a s z n á l t é s é r i n t e t t t e r ü l e t e k k ö z ü l a z a l g e b r a , a c s o -
p o r t o k é s f é l c s o p o r t o k e l m é l e t e j á t s z i k j e l e n t ő s s z e r e p e t . 
* VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1961., 331 oldal. 
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3 . A b e v e z e t é s b e n a „ k i f e j e z é s " s z e l l e m e s d e f i n í c i ó j a u t á n a f ü g g v é n y e g y e n l e t e -
k e t m i n t a z e g y e n l ő s é g j e l é v e l ö s s z e k a p c s o l t k é t k i f e j e z é s t d e f i n i á l j a . U g y a n a k k o r , 
a m i k o r p é l d á u l a d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k t ő l e l h a t á r o l j a k ö n y v é n e k t á r g y á t , m e g j e g y z i , 
h o g y a z e g y i k l e g e g y s z e r ű b b f ' ( x ) = f ( x ) d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t i s a k ö v e t k e z ő ' a l a k b a n 
m i n t f ü g g v é n y e g y e n l e t í r h a t ó : 
f(x+y)-f(x)(l+y) = F(x,y)y 
F(x, 0 ) = 0 , F(x,y) f o l y t o n o s . 
A z e lsó ' r é s z e l s ő f e j e z e t e a z f[G(x, > j ] = F(f(x), y) a l a k ú e g y e n l e t e k e t t á r g y a l j a , 
m a j d t o v á b b i b o n y o l u l t a b b e s e t e k e t . T a l á n i t t e m l í t e m m e g , a m i a k ö n y v m á s h e l y e i n 
s z e r e p e l , a f ü g g v é n y e g y e n l e t e k e g y é r d e k e s é s j e l l e g z e t e s s a j á t o s s á g á t : s z i n t e l é n y e g -
t e l e n e l t é r é s a z e g y e n l e t b e n , l é n y e g e s e l t é r é s a m e g o l d á s b a n . S z á m o s p é l d a k ö z ü l e g y : 
F[x, F(y,z)] = 
F{x, y) = g~1{g(x)+g(y)), 
F[x, F(y, z ) ] = F[y, F(x, z)l 
F(x,y) = g-'(h(x)+g(yj). 
A m á s o d i k f e j e z e t b e n a v á l t o z ó k c s u p á n a s z e r e p l ő f ü g g v é n y e k e n b e l ü l l é p n e k 
f e l . I t t k e r ü l n e k t á r g y a l á s r a a C a w c / i j - e g y e n l e t e k é s a Jensen-egyenlet, t o v á b b á e z e k 
b i z o n y o s á l t a l á n o s í t á s a i . K ü l ö n f é l e g e o m e t r i a i , m e c h a n i k a i , v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s i 
a l k a l m a z á s o k u t á n p o l i n o m o k r a é s t r i g o n o m e t r i k u s f ü g g v é n y e k r e v o n a t k o z ó e g y e n -
l e t e k k e l z á r j a a m á s o d i k f e j e z e t e t . 
A h a r m a d i k f e j e z e t t ö b b i s m e r e t l e n f ü g g v é n y t t a r t a l m a z ó e g y e n l e t e k e t é s r e n d -
s z e r e k e t t á r g y a l . 
A n e g y e d i k f e j e z e t f ü g g v é n y e g y e n l e t e k n e k d i f f e r e n c i á l - v a g y i n t e g r á l e g y e n l e t e k r e 
v a l ó v i s s z a v e z e t é s é n e k m ó d s z e r e i t a d j a . 
A k ö n y v m á s o d i k r é s z é n e k e l s ő f e j e z e t e a Cauchy-féle é s h a s o n l ó t í p u s ú e g y e n l e -
t e k t ö b b v á l t o z ó s f o r m á i v a l , a h o m o g é n é s m a j d n e m - h o m o g é n f ü g g v é n y e k f ü g g v é n y -
e g y e n l e t é v e l , t o v á b b á — r é s z b e n a l k a l m a z á s k é n t — a k ö z é p é r t é k e k k a r a k t e r i z á c i ó i n a k 
k é r d é s é v e l f o g l a l k o z i k . 
A k ö v e t k e z ő f e j e z e t ö s s z e t e t t e g y e n l e t e k e t t á r g y a l . E l s ő k é n t a z ú n . t r a n z l á c i ó s 
e g y e n l e t 
F[F(x, ü), u] = F(x, u + v) 
m e g o l d á s á v a l f o g l a l k o z i k . E z u t á n a z a s s z o c i a t i v i t á s , t r a n z i t i v i t á s , b i s z i m m e t r i a é s 
a u t o d i s z t r i b u t i v i t á s e g y e n l e t e i n e k r é s z l e t e s t á r g y a l á s a k ö v e t k e z i k . 
A m á s o d i k r é s z h a r m a d i k f e j e z e t e t ö b b i s m e r e t l e n f ü g g v é n y e s e t é t t a r t a l m a z z a , 
a m e l y e k e g y e n k é n t t ö b b v á l t o z ó s a k . A z e l ő z ő f e j e z e t b e n e m l í t e t t k a t e g ó r i á k á l t a l á -
n o s í t á s a , m a j d e g y e s e s e t e k n e k p a r c i á l i s d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k r e v a l ó v i s s z a v e z e t é s e 
z á r j a a f e j e z e t e t . 
A m á s o d i k r é s z u t o l s ó , e g y b e n a k ö n y v n e k n y o l c a d i k , z á r ó f e j e z e t e v e k t o r -
é s m a t r i x e g y e n l e t e k k e l f o g l a l k o z i k , a m e l y b e n f ő k é n t m á r t á r g y a l t t í p u s o k á l t a -
l á n o s í t á s a i f o g l a l n a k h e l y e t . 
m e g o l d á s : 
u g y a n a k k o r 
m e g o l d á s : 
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4 . A z a l k a l m a z o t t m ó d s z e r e k k ö z ü l e g y i k l e g á l t a l á n o s a b b e g y e s v á l t o z ó k 
a l k a l m a s m e g v á l a s z t á s a é s e z á l t a l a p r o b l é m a r e d u k c i ó j a , m a j d a k ü l ö n b ö z ő p o z í -
c i ó k b ó l a z á l t a l á n o s m e g o l d á s f e l é p í t é s e . A z i t t f e l m e r ü l ő l e h e t ő s é g e k s o k f é l e s é g e , 
a z e r e d m é n y r e j u t á s v á l t o z a t o s s á g a , a z e l e m i s z á m e l m é l e t s z e l l e m e s , v á l t o z a t o s 
a d h o c m ó d s z e r e i r e e m l é k e z t e t , a k u t a t ó t ó l s o k ö t l e t e s s é g e t k í v á n , s z á m á r a s o k 
s z é p s é g e t n y ú j t . 
E z a k ö r ü l m é n y , figyelembe v é v e a k é r d é s k ö r n e k a b e v e z e t é s ü n k b e n v á z o l t á l t a -
l á n o s s á g á t é s j e l e n t ő s é g é t , a t á r g y a l á s e g y s z e r ű s é g é t , a n n a k m e g á l l a p í t á s á r a ö s z -
t ö n ö z , h o g y e g y e t e m i h a l l g a t ó i n k , k ö z é p i s k o l a i t a n á r a i n k , fiatalabb k u t a t ó i n k s z á -
m á r a is r e n d k í v ü l t a n u l s á g o s v o l n a a f ü g g v é n y e g y e n l e t e k r ő l m a g y a r n y e l v ű b e v e -
z e t ő k ö n y v m e g j e l e n t e t é s e . E g y i k l e h e t ő s é g k é n t k í n á l k o z i k j e l e n k ö n y v m a g y a r 
n y e l v e n v a l ó k i a d á s a . 
Szerző könyvét FEJÉR LiPÓTnak ajánlotta. A könyvet stílusának világossága, 
felépítésének részleteiben és egészében való áttekinthetősége valóban méltóvá teszi 
nagy mesterünk emlékéhez. 
Irta: Vincze István 
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Technika i szerkesztő: L. Ziermann Margit 
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A M A G Y A R T U D O M Á N Y O S A K A D É M I A 
MATEMATIKAI ÉS FIZIKAI TUDOMÁNYOK OSZTÁLYÁNAK 
K Ö Z L E M É N Y E I 
A S Z E R K E S Z T Ő B I Z O T T S Á G T A G J A I : 
CSÁSZÁR ÁKOS, DETRE LÁSZLÓ, GYULAI ZOLTÁN, HAJÓS GYÖRGY, 
NOVOBÁTZKY KÁROLY, RÉNYI ALFRÉD, TÚRÁN PÁL 
F Ő S Z E R K E S Z T Ő 
ALEXITS GYÖRGY 
XIII. kötet 2. szám 
Szerkesztőség: Budapest, V., Nádor utda 7. 
Kiadóhivatal: Budapest, V., Alkotmány utca 21. 
A Magyar Tudományos Akadémia III. (Matematikai és Fizikai) Osztályának Közleménye 
változó terjedelmű füzetekben jelennek meg, és az Akadémia III. Osztályának felolvasóülésén bemu-
tatott matematikai dolgozatokat, valamint egyéb dolgozatokat, referátumokat, továbbá az Osztály 
munkájára vonatkozó közleményeket, könyvismeretetéseket stb. közölnek. Évenként egy kötet 
jelenik meg (négy szám alkot egy kötetet). 
Kéziratok a következő címre küldendők: 
A Magyar Tudományos Akadémia 
III. Osztályának Közleményei. 
Budapest, V., Nádor u. 7. 
Ugyanerre a címre küldendő minden szerkesztőségi levelezés. 
Minden szerzőt 100 különlenyomat illet meg megjelent munkájáért. 
Közlésre el nem fogadott kéziratokat a szerkesztőség lehetőleg visszajuttat a szerzőhöz, de 
felelősséget a beküldött kéziratok megőrzéséért vagy továbbításáért nem vállal. 
A Közlemények előfizetési ára kötetenként belföldi címre 40 forint, külföldi címre 60 forint. 
Belföldi megrendelések az Akadémiai Kiadó, Budapest, V., Alkotmány u. 21. (Magyar Nemzeti 
Bank egyszámlaszám: 05-915-111-46), külföldi megrendelések a „Kultúra" Könyv- és Hírlap Kül-
kereskedelmi Vállalat, Budapest, I., Fő utca 32. (Magyar Nemzeti Bank egyszámlaszám: 43-790-
057-181) útján eszközölhetők. 
A Magyar Tudományos Akadémia III. (Matematikai és Fizikai) Osztálya a következő idegen 
nyelvű folyóiratokat adja ki: 
1. Acta Mathematica Hungarica 
2. Acta Physica Hungarica. 
A KVÁZICSOPORTOK NÉHÁNY PROBLÉMÁJÁRÓL 
írta: DÉNES JÓZSEF és PÁSZTOR ENDRÉNÉ 
Bevezetés 
L a t i n n é g y z e t e n EULER ó t a e g y o l y a n n é g y z e t e s m á t r i x o t é r t ü n k , a m e l y n e k 
n
2
 m e z ő j é b e n n k ü l ö n b ö z ő b e t ű , i l l e t v e s z á m ú g y f o g l a l h e l y e t , h o g y e g y s o r b a n 
é s e g y o s z l o p b a n s e m f o r d u l e l ő k é t a z o n o s . A Cayiey-féle c s o p o r t t á b l á k , m i n t i s -
m e r e t e s , s p e c i á l i s l a t i n n é g y z e t e k . 
E g y G c s o p o r t CAYLEY t á b l á j a A k ö v e t k e z ő t u l a j d o n s á g o k k a l r e n d e l k e z i k : 
1. L a t i n n é g y z e t , v a g y i s o l y a n | | a a | | n é g y z e t e s m a t r i x , a m e l y n e k m i n d e n s o r a , 
i l l e t v e o s z l o p a G e l e m e i n e k e g y p e r m u t á c i ó j a . 
2 . É r v é n y e s a n é g y s z ö g k r i t é r i u m , v a g y i s m i n d e n i , j , . . . i n d e x e s e t é n a z aik = 
= aa=ahll, aJk=ajlkl e g y e n l e t e k b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y ап=аии. 
M e g f o r d í t v a , t e t s z ő l e g e s | l a i k | | m a t r i x , a m e l y r e n d e l k e z i k a z 1. 2 . t u l a j d o n s á -
g o k k a l , e g y G c s o p o r t m ű v e l e t t á b l á j a . 
A z S v é g e s h a l m a z t a k k o r n e v e z z ü k k v á z i c s o p o r t n a k , h a S - b e n é r t e l m e z v e 
v a n e g y m ű v e l e t é s t e t s z ő l e g e s a,b e s e t é n a z ax = b, ya = b e g y e n l e t e k n e k p o n t o -
s a n e g y m e g o l d á s a v a n . K é t k v á z i c s o p o r t o t ß , - e t é s Q 2 - 1 ( a ß r b e n é r t e l m e z e t t 
m ű v e l e t e t j e l ö l j ü k 1 - g y e l , a ß 2 - b e n é r t e l m e z e t t m ű v e l e t e t 2 - v e l ) , a k k o r n e v e z ü n k 
i z o t o p n a k , h a t e t s z ő l e g e s x, yCQi e s e t é n l é t e z i k o l y a n <r, 17, g l e k é p z é s , h o g y 
Ф1у)=Ф)2е(у). 
A k v á z i c s o p o r t o k m ű v e l e t t á b l á j a l a t i n n é g y z e t é s m e g f o r d í t v a , m i n d e n l a t i n 
n é g y z e t h e z i z o t ó p i á t ó l e l t e k i n t v e e g y é r t e l m ű e n t a l á l h a t ó o l y a n k v á z i c s o p o r t , a m e l y -
n e k e z a m ű v e l e t t á b l á j a . A k v á z i c s o p o r t o k d e f i n í c i ó j á b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y a k v á z i -
c s o p o r t o k é s a l a t i n n é g y z e t e k e l m é l e t e i g e n s z o r o s k a p c s o l a t b a n á l l e g y m á s s a l . 
A k é r d é s i r o d a l m á b ó l e z a k a p c s o l a t n e m t ű n i k k i e l é g g é , m e r t a k u t a t ó k a 
l a t i n n é g y z e t e k h e z l e g t ö b b n y i r e k o m b i n a t o r i k a i p r o b l é m á k m e g o l d á s a k ö z b e n j u -
t o t t a k ( m i n t p l . a 3 6 t i s z t p r o b l é m á j a , b ű v ö s n é g y z e t e k s z e r k e s z t é s e ) , m í g a k v á z i -
c s o p o r t o k e l m é l e t e a z u t o l s ó é v t i z e d e k b e n m i n t a c s o p o r t e l m é l e t e g y á l t a l á n o s í -
t á s a f e j l ő d ö t t k i . J e l e n d o l g o z a t e g y i k c é l j a e k a p c s o l a t k i d o m b o r í t á s a . 
E d o l g o z a t s z e r z ő i n e k e g y i k e m á s h e l y e n ( l á s d [8]) m e g o l d o t t a a k ö v e t k e z ő 
p r o b l é m á t : 
„ H a g y j u n k e l e g y G v é g e s я - e d r e n d ű c s o p o r t c s o p o r t t á b l á j á b ó l t e t s z ő l e g e s 
к s z á m ú e l e m e t . H a t á r o z z u k m e g a l e g n a g y o b b k = k ( n ) s z á m o t , a m e l y r e a t á b l a 
m e g m a r a d ó r é s z e a m ű v e l e t t á b l á t e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z z a . " 1 [ 8 ] - b a n m e g t a -
l á l h a t ó a k ö v e t k e z ő e r e d m é n y : k(n) = 2n — 1 h a 4 é s k(4) = 3 . 
A d o l g o z a t b a n a z e l ő z ő p r o b l é m a k v á z i c s o p o r t o k r a v o n a t k o z ó a n a l o g o n j a k é n t 
a k ö v e t k e z ő k é r d é s r e a d u n k v á l a s z t : Hány elemet hagyhatunk el tetszőlegesen egy 
n-ed rendű latin négyzetből úgy, hogy a megmaradó elemek az eredeti latin négy-
zetet egyértelműen meghatározzák? 
1
 Ezt A problémát F U C H S L Á S Z L Ó vetette fel könyvében (lásd [ 1 0 ] ) . 
1 III. Osztály Közleményei XIII /2 
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M á s s z a v a k k a l : Hány etemet hagyhatunk el tetszőlegesen egy n-ed rendű kvázi-
csoport művelettáblájából úgy, hogy a megmaradó elemek az eredeti művelettáblát 
egyértelműen meghatározzák ? 
K é r d é s ü n k r e a 1. t é t e l h e z t a r t o z ó k o r o l l á r i u m a d j a m e g a v á l a s z t . T e t s z ó ' l e g e s 
л - r e (л ^ 3 ) l é t e z i k k é t k ü l ö n b ö z ő ' o l y a n л - e d r e n d ű l a t i n n é g y z e t , a m e l y e k p o n t o s a n 
4 h e l y e n k ü l ö n b ö z n e k e g y m á s t ó l ; m í g 3 e l e m e t a k á r h o g y e l h a g y v a e g y t e t s z ő l e g e s 
л - e d r e n d ű l a t i n n é g y z e t b ő l ( л ^ 3 ) , a m e g m a r a d ó e l e m e k b ő l a l a t i n n é g y z e t e g y -
é r t e l m ű e n r e k o n s t r u á l h a t ó . л = 3 e s e t é n a l a t i n n é g y z e t 9 e l e m e k ö z ü l b á r h o g y a n 
is a d u n k m e g 4 - e t , a h i á n y z ó 5 e l e m r e k o n s t r u á l h a t ó . 
A z 1. t é t e l b i z o n y í t á s á h o z f e l h a s z n á l t k o n s t r u k c i ó s m ó d s z e r s e g í t s é g é v e l e g y -
s z e r ű b i z o n y í t á s t a d u n k R . SCHAUFFLER e g y t é t e l é r e é s m e g c á f o l j u k D . W . W A L L n a k 
e g y s e j t é s é t . ( 2 . §, 3 . § . ) 
A 4 . § - b a n F U C H S L Á s z L Ó n a k n é h á n y k v á z i c s o p o r t o k k a l k a p c s o l a t o s p r o b l é -
m á j á v a l f o g l a l k o z u n k . 
A z 5 . § - b a n a l a t i n n é g y z e t e k d i a g o n á l i s a i v a l a n a l ó g g r á f e l m é l e t i f o g a l m a t 
m u t a t j u k b e . A z e m l í t e t t a n a l ó g i a s e g í t s é g é v e l a d i a g o n á l i s o k g y a k o r l a t i k i k e r e -
s é s é r e a d ó d i k e g y s z e r ű m ó d s z e r . 
A s z e r z ő k k ö s z ö n e t ü k e t f e j e z i k k i RÉNYI ALFRÉD é s F U C H S LÁSZLÓ p r o f e s z -
s z o r o k n a k é r t é k e s m e g j e g y z é s e i k é r t . 
l . § . Egy konstrukciós módszer 
1. TÉTEL: Tetszőleges n-re (лS4) létezik olyan n-ed rendű kvázicsoport, amely 
tartalmaz másodrendű részkvázicsoportot. , 
BIZONYÍTÁS : Н а л p á r o s , a k k o r a t é t e l b e n k i m o n d o t t á l l í t á s k ö v e t k e z i k CAUCHY-
n a k k ö v e t k e z ő t é t e l é b ő l : Legyen G n-rendű csoport és p n-nek prímosztója, akkor 
G tartalmaz p-ed rendű elemet. V a g y i s , h a л p á r o s , a k k o r v a n 2 - r e n d ű a l c s o p o r t j a , 
í g y c s a k a n n a k b i z o n y í t á s a m a r a d h á t r a , h o g y p á r a t l a n n-re i s i g a z a t é t e l . 
Н а л p á r a t l a n , m e g m u t a t j u k , h o g y m i n d e n p á r a t l a n л > 3 - r a l e h e t i l y e n k v á z i -
c s o p o r t o t k o n s t r u á l n i . 
S z ü k s é g ü n k l e s z a diagonális f o g a l m á r a , e z t a k ö v e t k e z ő k é p p e n d e f i n i á l j u k : 
Egy n-ed rendű latin négyzetben (kvázicsoport művelettáblájában) diagonális-
nak2 nevezünk n olyan különböző elemet, amelyek a latin négyzet különböző soraiban 
és oszlopaiban helyezkednek el. 
A z á l t a l u n k h a s z n á l t e l n e v e z é s t a d i a g o n á l i s e l e m e i n e k a m ű v e l e t t á b l á b a n v a l ó 
e l h e l y e z k e d é s e i n d o k o l j a . 
L e g y e n ax, a2, an, bx, b2, ..., bn, cx, c2, ..., c„ e g y л - e d r e n d ű G c s o p o r t 
e l e m e i n e k h á r o m p e r m u t á c i ó j a é s aibl = ci{i= 1, 2 , . . . , л ) G - n e k e g y d i a g o n á l i s a , 
a k k o r aibia1=cia1 i s d i a g o n á l i s é s aibial = cia1, aibia2 = cta2, • • • aibia„ = cxan d i a -
g o n á l i s o k p á r o n k é n t d i s z j u n k t a k . V a g y i s , t e t s z ő l e g e s v é g e s л - e d r e n d ű c s o p o r t b a n 
e g y e t l e n d i a g o n á l i s l é t e z é s é b ő l k ö v e t k e z i k л d i s z j u n k t d i a g o n á l i s l é t e z é s e . 
2
 A diagonálist J. SINGER l - l permutációnak nevezi cikkében. (Lásd [21]-ben.) 
M . HALL és L. J. PAIGE comple te mapping-nek nevezi a [13] és [17] do lgoza tban . 
/ 
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H a n p á r a t l a n , a k k o r n y i l v á n v a l ó a n a ^ i — a } ( / = 1 , 2 , . . . , « ) d i a g o n á l i s t a l k o t . 
A z e l ő z ő k b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y a p á r a t l a n « - e d r e n d ű c i k l i k u s c s o p o r t o k m ű -
v e l e t t á b l á i « d i s z j u n k t d i a g o n á l i s s a l r e n d e l k e z n e k , « + 2 r e n d ű ( « p á r a t l a n ) k í v á n t 
t u l a j d o n s á g ú k v á z i c s o p o r t o t n y e r h e t ü n k a z « - e d r e n d ű c i k l i k u s c s o p o r t b ó l , h a 
e g y i k d i a g o n á l i s á n a k m i n d e n e l e m e h e l y é b e и + 1 - e t , e g y m á s i k d i a g o n á l i s á n a k 
m i n d e n e l e m e h e l y é b e « + 2 - t í r u n k és a k é t k i v á l a s z t o t t d i a g o n á l i s t я + 1 - e d i k , 
n + 2 - e d i k s o r k é n t , i l l e t v e o s z l o p k é n t c s a t o l j u k a k o n f i g u r á c i ó h o z . A j o b b a l s ó 
s a r o k b a n l e v ő n é g y ü r e s h e l y r e a z « + 1, « + 2 e l e m e k e t í r j u k a k ö v e t k e z ő e l r e n d e -
z é s b e n : 
и + 1 « + 2 
и + 2 « + 1 
A z í g y l é t r e j ö t t n é g y z e t e s m a t r i x l a t i n n é g y z e t é s e g y o l y a n « + 2 - e d r e n d ű k v á z i -
c s o p o r t m ű v e l e t t á b l á j a , a m e l y t a r t a l m a z m á s o d r e n d ű r é s z k v á z i c s o p o r t o t . 
M i v e l « = 1 e s e t b e n a d i a g o n á l i s o k s z á m a e g y é s a k o n s t r u k c i ó h o z k é t k i v á l a s z -
t o t t d i a g o n á l i s r a v a n s z ü k s é g , я = 3 - r a n e m t u d u n k k í v á n t t u l a j d o n s á g ú l a t i n n é g y -
z e t e t k o n s t r u á l n i . 3 
KORROLÁRIUM : Tetszőleges n-re (и F 3) létezik két olyan n-ed rendű latin négyzet, 
amelyek pontosan 4 helyen különböznek egymástól, míg 3 elemet akárhogy elhagyva 
egy tetszőleges n-ed rendű latin négyzetből (n F 3) a latin négyzet egyértelműen re-
konstruálható. 
T e k i n t s ü k u g y a n i s a z t a z л - e d r e n d ű Q k v á z i c s o p o r t o t , a m e l y n e k v a n m á s o d -
r e n d ű r é s z k v á z i c s o p o r t j a . A k k o r Q m ű v e l e t t á b l á j a a k ö v e t k e z ő a l a k ú : 
axa2a3...an  
a2 ai 
1. ábra 
a h o l űj , a2, . . . , c „ - n e l Q e l e m e i t j e l ö l j ü k . 
N é g y e l e m m e g v á l t o z t a t á s a e s e t é n e g y Q-tói k ü l ö n b ö z ő « - e d r e n d ű k v á z i -
c s o p o r t k ö v e t k e z ő a l a k ú m ű v e l e t t á b l á j á h o z j u t h a t u n k : 
a2 ax ...a„ 
ö j a 2 
2. ábra 
3
 RÉNYI ALFRÉD h ívta fel f igyelmünket az 1. tétel egy más ik b izonyí tására : 
Н а и > 3 , a k k o r minden m á s o d r e n d ű latin négyzet kiegészíthető n x 2 lat in tégla lappá. 
H . B. MANN [16] könyvében ta lá lha tó tétel szerint, tetszőleges n/,m latin téglalap kiegészí thető 
nXn latin négyzetté. E tételből következik, hogy az nX2 lat in tégla lap kiegészíthető nXn latin négy-
zetté és ez a latin négyzet eleget tesz köve te lményünknek . H a s o n l ó m ó d o n bizonyí tha tó a 2. tétel is. 
1* 
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H á r o m e l e m t e t s z ő l e g e s e n e l h a g y h a t ó , m i v e l e b b e n a z e s e t b e n v a n a l a t i n 
n é g y z e t n e k e g y o l y a n s o r a v a g y o s z l o p a , a m e l y b ő l e g y e t l e n e l e m h i á n y z i k é s e z 
e g y é r t e l m ű e n p ó t o l h a t ó , h a s o n l ó m ó d o n a m é g h i á n y z ó k é t e l e m is . 
MEGJEGYZÉS: M. HALL-tól származik a következő tétel (lásd [12]). 
G n-ed rendű Abel-csoport tetszőleges elemei legyenek c1, c2, •••, c„. Akkor és 
csak akkor létezik két G összes elemeiből álló a,, ... , a„, bt, ..., b„ permutáció, 
amelyre fennáll, hogy 
( 1 )
 С ( = я , - / > ; ( i = l , 2 , . „ , и ) , 
ha 
Cí +C2 + • " +Cn = 0-
M . HALL e r e d m é n y é t FUCHS L . v é g t e l e n T ó e Z - c s o p o r t o k r a is k i t e r j e s z t e t t e . 
( L á s d : [11] . ) 
H a ( l ) - r e f e n n á l l , h o g y ct ( / = 1 , 2 , . . . , « ) i s p e r m u t á c i ó t a l k o t , a k k o r ( l ) - e t 
d i a g o n á l i s n a k n e v e z z ü k . 
M . H A L L é s FUCHS L . a d i a g o n á l i s l é t e z é s é n e k s z ü k s é g e s é s e l é g s é g e s f e l t é t e l é t 
a d t a m e g , a f e l t é t e l s z ü k s é g e s s é g é t m á r k o r á b b a n L . J . PAIGE v é g e s e s e t r e b e b i z o -
n y í t o t t a . ( L á s d [18] . ) P . BATEMANN ( l á s d [1]) b e b i z o n y í t o t t a , h o g y t e t s z ő l e g e s 
v é g t e l e n c s o p o r t m ű v e l e t t á b l á j á b a n v a n d i a g o n á l i s . 
K é s ő b b a p r o b l é m á t v i z s g á l t á k n e m / 4 ó e / - c s o p o r t o k r a i s . M . H A L L é s L . J . 
PAIGE b e b i z o n y í t o t t a ( l á s d [13]) , h o g y f e l o l d h a t ó c s o p o r t n á l t e t s z ő l e g e s « - r e s z ü k -
s é g e s é s e l é g s é g e s , f e l o l d h a t a t l a n c s o p o r t o k n á l s z ü k s é g e s f e l t é t e l e a n n a k , h o g y a 
c s o p o r t t á b l á b a n l e g y e n d i a g o n á l i s a z , h o g y a 2 - 5 > / o w - a l c s o p o r t n e m c i k l i k u s . M . H A L L 
és L . J . PAIGE a z t s e j t i k , h o g y a f e l t é t e l f e l o l d h a t a t l a n c s o p o r t o k e s e t é b e n is e l é g -
s é g e s . 
MEGJEGYZÉS : HA e g y « - e d r e n d ű G v é g e s c s o p o r t c s o p o r t t á b l á j á b a n l e v ő d i s z -
j u n k t d i a g o n á l i s o k s z á m a d, a k k o r d = 0 m o d « . A z o n b a n a b b ó l , h o g y e g y l a t i n 
n é g y z e t n e k « d i s z j u n k t d i a g o n á l i s a v a n , n e m k ö v e t k e z i k , h o g y e z e g y b e n c s o p o r t -
t á b l a i s . 
K ö n n y e n b e l á t h a t ó u g y a n i s , h o g y l é t e z i k o l y a n и d i s z j u n k t d i a g o n á l i s ú l a t i n 
n é g y z e t , a m e l y n e m c s o p o r t t á b l a . 
A m á r e m l í t e t t , M . HALL é s L . J . PAIGE á l t a l b e b i z o n y í t o t t t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k , 
h o g y « = 4k + 2 e s e t é n « - e d r e n d ű c s o p o r t c s o p o r t t á b l á j a n e m t a r t a l m a z d i a g o n á l i s t . 
M á s r é s z t , R . C . BOSE é s S . S . SHRIKANDE m e g c á f o l t a a z o r t o g o n á l i s l a t i n 
n é g y z e t e k r e v o n a t k o z ó F w / e r - s e j t é s t 4 n > 1 0 - r e é s E . T . PARKER « = 10 e s e t r e . 
( L á s d [4], [5], [19] . ) 
D . M . JOHNSON, A . L . DULMAGE, N . S . MENDELSOHN ( l á s d [15]) é s L . J . PAIGE 
( l á s d [17]) b e b i z o n y í t o t t á k , h o g y o r t o g o n á l i s l a t i n n é g y z e t p á r t c s a k и d i s z j u n k t 
d i a g o n á l i s ú l a t i n n é g y z e t h e z l e h e t k o n s t r u á l n i . 
V a n t e h á t o l y a n l a t i n n é g y z e t , a m e l y « d i s z j u n k t d i a g o n á l i s ú é s n e m c s o p o r t -
t á b l a . A z a l á b b k ö z ö l t 1 0 - e d r e n d ű l a t i n n é g y z e t « d i s z j u n k t d i a g o n á l i s ú és , m i n t a z 
4
 EULER azt sejtette, hogy ha n = 4k+ 2 és « => 6 , akko r nem létezik «-rendű ortogonális latin 
négyzetpár, BOSE és SHRIKANDE a zonban minden 4 к h2 a lakú « > 10-re, PARKER pedig и = 1 0 - г е 
kons t ruá l tak or togonál is latin négyzetpárt . 
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k ö n n y e n l á t h a t ó , n e m c s o p o r t t á b l a : 
0 : ! 4 ; 1 7 2 9 8 3 6 5 
8 ! !1 i 5 2 7 3 9 4 0 6 
9 8 2 6 3 7 4 5 1 0 
5 9 0 3 0 4 7 6 0 1 
7 6 9 8 4 1 5 0 3 2 
6 7 0 9 8 5 2 1 0 3 
3 0 7 1 9 8 6 2 5 4 
1 2 3 4 5 6 0 7 8 9 
2 3 4 5 6 0 1 8 9 7 
4 5 6 0 1 2 3 9 7 8 
( A n é g y s z ö g k r i t é r i u m a m e g j e l ö l t e l e m e k r e n e m t e l j e s ü l . ) 
MEGJEGYZÉS: H a n=pa1ípa22...pf, v a l a m i n t m i n {pl,p2, ...,p„) j e l ö l i a 
p\,p2, k ü l ö n b ö z ő p r í m s z á m o k k ö z ü l a l e g k i s e b b e t , a z t s e j t j ü k , h o g y 
k ( $ ) s á 2 m i n {pi,p2, ...,pr)-\, 
a h o l к ( s ) e g y n - e d r e n d ű k v á z i c s o p o r t m ű v e l e t t á b l á j á b ó l o l y a n m ó d o n e l h a g y h a t ó 
e l e m e k l e g n a g y o b b s z á m á t j e l ö l i , h o g y a t á b l a m e g m a r a d ó r é s z e a m ű v e l e t t á b l á t 
e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z z a . 
A z 1. t é t e l b i z o n y í t á s á n á l f e l h a s z n á l t m ó d s z e r s e g í t s é g é v e l b e l á t h a t ó a k ö v e t -
k e z ő T . EVANS [24] é s S . K . STEIN á l t a l b e b i z o n y í t o t t t é t e l : 
2. TÉTEL: Minden n-re létezik olyan n-ed rendű kvázicsoport, amely tartalmaz 
n 
k-ad rendű részkvázicsoportot, ha IcS- . 
MEGJEGYZÉS: A Z e l ő z ő k b e n l á t h a t t u k , h o g y a z z ( Ó E / - c s o p o r t o k k ö z ö t t v a n 0 
d i a g o n á l i s ú , p l . m i n d e n p á r o s r e n d ű c i k l i k u s c s o p o r t i l y e n . K ö n n y e n b e l á t h a t ó , 
h o g y l é t e z i k n e m k o m m u t a t í v 0 d i a g o n á l i s ú c s o p o r t , i l y e n p l . a d i é d e r c s o p o r t . 
N e m s i k e r ü l t b e b i z o n y í t a n u n k , h o g y e g y G c s o p o r t m ű v e l e t t á b l á j a a k k o r é s 
c s a k a k k o r 0 d i a g o n á l i s ú , h a a c s o p o r t e g y s é g e l e m e n e m á l l í t h a t ó e l ő a c s o p o r t 
ö s s z e s e l e m e i t t é n y e z ő k é n t p o n t o s a n e g y s z e r t a r t a l m a z ó s z o r z a t k é n t . T o v á b b á a 
k ö v e t k e z ő k é r d é s t n e m s i k e r ü l t m e g v á l a s z o l n i : l g a z - e , h o g y m i n d e n 0 d i a g o n á l i s ú 
l a t i n n é g y z e t c s o p o r t t á b l a ? 
2.§. A csoportizotóp kvázicsoportok 
A 2 . t é t e l a l k a l m a z á s a k é n t b e f o g j u k b i z o n y í t a n i R . SCHAUFFLER e g y t é t e l é t 
( l á s d [ 2 0 ] - b a n ) . 
L e g y e n M a z 1, 2 , . . . , n t e r m é s z e t e s e g é s z s z á m o k n e m ü r e s , v é g e s r é s z h a l m a z a . 
A z M h a l m a z o n é r t e l m e z e t t Tí l a t i n n é g y z e t á l t a l m e g h a t á r o z o t t 1 m ű v e l e t k v á z i -
c s o p o r t o t a l k o t é s e z t ( M ) i - g y e l j e l ö l j ü k . 
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J e l ö l j e Q „ a z ö s s z e s « - e d r e n d ű M h a l m a z o n é r t e l m e z e t t k v á z i c s o p o r t b ó l á l l ó 
h a l m a z t . Q „ - t a k k o r n e v e z z ü k e g é s z é b e n a s s z o c i a t í v n a k , h a t e t s z ő l e g e s 1 , 2 ( ( M ) i , 
(M)2 tklj m ű v e l e t e k h e z t a l á l h a t ó o l y a n 1 * , 2 * ( ( M ) i » , ( M ) 2 * £ Q „ ) m ű v e l e t , h o g y 
M t e t s z ő l e g e s x,y,z e l e m é r e f e n n á l l a k ö v e t k e z ő ö s s z e f ü g g é s : 
(2) xl(y 2 z) = (xl* y)2* z. 
R . SCHAUFFLER t é t e l e a k ö v e t k e z ő : 
3. TÉTEL: Q„ akkor és csak akkor egészében asszociatív, ha я S 3. 
BIZONYÍTÁS: S z á m o l á s s a l k ö n n y e n b e l á t h a t ó , h o g y я S 3 e s e t b e n Q n e g é s z é b e n 
a s s z o c i a t í v ( l á s d [ 2 0 ] - b a n ) . A t é t e l b i z o n y í t á s a a z z a l v á l i k t e l j e s s é , h a k i m u t a t j u k , 
h o g y я > 3 e s e t é b e n í i „ n e m e g é s z é b e n a s s z o c i a t í v . E n n e k k i m u t a t á s á h o z s z ü k s é g ü n k 
lesz a k ö v e t k e z ő t é t e l r e : 
Legyen X egy olyan részhalmaza Cl„ -пек, amelyre (2) teljesül. Ekkor tetszőleges 
T] -re ((M)i 6 X) érvényes a következő: 
х\у = ср(х)2г2ф(у), 
ahol 2 müvelet az M halmazon csoportot alkot, ennek a (M)2 csoportnak cp, ф két 
automorfizmusa, z pedig M-nek egy rögzített eleme, x, у két tetszőleges eleme 
M-nek.5 
M á s k é p p e n f o g a l m a z v a SCHAUFFLER t é t e l e í g y h a n g z i k : 
Qn akkor és csak akkor egészében asszociatív, ha minden eleme csoportizotóp. 
( E g y k v á z i c s o p o r t o t a k k o r n e v e z ü n k c s o p o r t i z o t ó p n a k , h a l é t e z i k v e l e i z o t ó p 
c s o p o r t . ) M i v e l m i n d e n я ( я > 3) p o z i t í v e g é s z s z á m h o z t a l á l h a t ó o l y a n 
я ' \ n ' < ^ y j ) e g é s z s z á m , h o g y n n e m o s z t ó j a я - п е к , í g y a 2 . t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k , 
h o g y я > 3 e s e t é n l é t e z i k o l y a n я - e d r e n d ű k v á z i c s o p o r t , a m e l y r e n e m é r v é n y e s a 
Lagrange-tétel, v a g y i s n e m c s o p o r t i z o t ó p . T e h á t я > 3 e s e t é n Q „ n e m l e h e t e g é -
s z é b e n a s s z o c i a t í v . 
3. §. D. W. Wall egy sejtéséről 
D . W . WALL [22] c i k k é b e n k ö z ö l t e a k ö v e t k e z ő s e j t é s é t : 
J e l ö l j e Q a z o l y a n я - e d r e n d ű k v á z i c s o p o r t o t , a m e l y m d i s z j u n k t y -ed r e n d ű 
r é s z k v á z i c s o p o r t o t t a r t a l m a z , a k k o r f e n n á l l a k ö v e t k e z ő ö s s z e f ü g g é s . 6 
(3) n^(m+l)s 
5
 A tételt BELOUSZOV m o n d t a ki egyik e lőadásában a moszkvai egyetem 1958. február 3—6-ig 
megtar to t t algebrai ko l lokv iumán . Az előadás k ivona ta megta lá lható bizonyítás nélkül BELOUSZOV 
[2] dolgoza tában . H o s s z ú M . bizonyítot ta be a tételt [14] dolgozatában. Hason ló állítás szerepel 
R. H . BRUCK [6] do lgoza tában is. 
A csopor t izo tóp kváz icsopor tokra vona tkozó feltételekkel foglalkozik A. FRIGERIO [9] dol-
goza ta is. 
6
 (3)-ban leírt összefüggést Wal l sejtésnek fog juk nevezni abban az esetben, ha m =-2, mivel 
az m = 1 és m = 2 esetre (3) érvényességét D . W. Wall bebizonyítot ta, a bizonyítás megtalá lható 
[22]-ben. 
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E n n e k a p a r a g r a f u s n a k a z a c é l j a , h o g y m e g c á f o l j u k W A L L s e j t é s é t é s b e b i z o -
n y í t s u k a k ö v e t k e z ő t é t e l t : 
4. TÉTEL. Ha m > 2, akkor létezik olyan kvázicsoport, amely m diszjunkt tet-
szőleges azonos rendű részkvázicsoport egyesítése. 
BIZONYÍTÁS: R . H . BRUCK b e b i z o n y í t o t t a ( l á s d [7]), h o g y t e t s z ő l e g e s « - r e 
( « > 2 ) l é t e z i k i d e m p o t e n s k v á z i c s o p o r t . 7 N y i l v á n v a l ó , h o g y e g y i d e m p o t e n s «? -ed 
r e n d ű k v á z i c s o p o r t m i n d e n e l e m é t h e l y e t t e s í t h e t j ü k e g y s - e d r e n d ű k v á z i c s o p o r t t a l 
é s í g y e g y ú j ms r e n d ű k v á z i c s o p o r t h o z j u t u n k , 8 a m e l y r e f e n n á l l a k ö v e t k e z ő ö s s z e -
f ü g g é s 
n=ms. 
MEGJEGYZÉS: A Z 1. t é t e l b e n f e l h a s z n á l t k o n s t r u k c i ó s e l j á r á s a l k a l m a z á s a k é n t 
m e g m u t a t j u k , h o g y m i n d e n « > 2 - r e l é t e z i k i d e m p o t e n s k v á z i c s o p o r t . 
P é l d a k é p p e n a l e í r t m ó d s z e r s e g í t s é g é v e l a h a r m a d r e n d ű c i k l i k u s c s o p o r t b ó l 
( l á s d 5 . á b r a ) l é t r e h o z u n k e g y n e g y e d r e n d ű i d e m p o t e n s k v á z i c s o p o r t o t ( l á s d 6 . 
á b r a ) . 
1 2 3 4 1 2 3 
1 1 [ 3 ] 2 
2 3 2 [Tj 
3 m 1 3 
5. ábra 
1 4 2 3 
3 2 4 1 
4 1 3 2 
2 3 1 4 
6. ábra 
7
 Az 1. tétel kapcsán bizonyítást nyert az is, hogy tetszőleges «=-2 és n ^ 6-ra van olyan latin 
négyzet, amely n diszjunkt diagonálist tartalmaz. Idempotens n-cá rendű kvázicsoport létezése 
ennek speciális esete. 
8
 A leírt konstrukciós eljárásra példaképpen vegyük azt az esetet, amikor n = 6, m = 3, s—2. 
Vegyünk egy harmadrendű idempotens kvázicsoportot, amely a következő művelettáblával írható 
le: 
1 2 3 
l 1 3 2 
2 3 2 1 
3 2 I 3 
3. ábra 
Ha 1 helyébe az ^ latin négyzetet, 2 helyébe ? j végül 3 helyébe ^ latin négyzetet helyettesítjük, 
akkor egy olyan hatodrendű kvázicsoportot kapunk, amely három diszjunkt másodrendű rész-
kvázicsoportot tartalmaz (lásd 4. ábra). 
1 4 2 5 3 6 
1 1 4 3 6 2 5 
4 4 1 6 3 5 2 
2 3 6 2 5 1 4 
5 6 3 5 2 4 1 
3 2 5 1 4 3 6 
6 5 2 4 1 6 3 
4. ábra 
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A Q j e l z e t t d i a g o n á l i s e l e m e i h e l y é b e 4 - e t í r t u n k . M i v e l t e t s z ő l e g e s p á r a t l a n 
n-re, a z я - e d r e n d ű c i k l i k u s c s o p o r t t a l i z o t ó p i d e m p o t e n s k v á z i c s o p o r t l é t e z i k é s 
a z я - e d ( я > 1) r e n d ű b ő l я . + 1 - e d r e n d ű i d e m p o t e n s k v á z i c s o p o r t a z e l ő z ő k h ö z 
h a s o n l ó m ó d o n k o n s t r u á l h a t ó , k ö v e t k e z i k , h o g y m i n d e n я - r e ( я > 2 ) l é t e z i k 
i d e m p o t e n s k v á z i c s o p o r t . 
4. §. Fuchs László néhány kvázicsoportokkal kapcsolatos problémája 
F U C H S LÁSZLÓ v e t e t t e f e l a k ö v e t k e z ő p r o b l é m á k a t : 
1. T e t s z ő l e g e s я e s e t é n t a l á l h a t ó - e я m i n d e n к t a g ú p a r t í c i ó j á h o z ( я = я , + я 2 -+-
л 
+ . . . + я
к
) , a h o l nk È » 2 S . . . ^nk é s o l y a n Q„ я - e d r e n d ű k v á z i c s o p o r t , 
i=2 
a h o l 
Qn = ßniUß„2U...Uß„k. 
2 . T e t s z ő l e g e s я - п е к e g y a d o t t 
я = nk + n2 + ... +nk 
p a r t í c i ó j á h o z l é t e z i k - e o l y a n O n я - e d r e n d ű k v á z i c s o p o r t , a m e l y r e f e n n á l l , h o g y 
QN = ßN, U . . . U Q„k. 
3 . T e t s z ő l e g e s я - h e z l é t e z i k - e o l y a n Q„ я - e d r e n d ű k v á z i c s o p o r t , a m e l y n e k 
m i n d e n m-re S ^ j v a n m-ed r e n d ű r é s z k v á z i c s o p o r t j a . 
A z 1. p r o b l é m a s p e c i á l i s e s e t k é n t t a r t a l m a z z a a 2 . é s 3 . p r o b l é m á k a t . 
A z 1. é s 2 . p r o b l é m a e s e t é n я = nl+n2 + ...+nk f e l t é t e l m i a t t a s z e r e p l ő 
бл,> Qn2> •••> Qnk r é s z k v á z i c s o p o r t o k p á r o n k é n t e l e m i d e g e n e k . 
L e g y e n я . a k k o r l a t i n n é g y z e t t u l a j d o n s á g o k m i a t t 9 Q„( ( / = 2 , . . . , k ) 
e g y e t l e n i d e m p o t e n s e l e m b ő l á l l é s e z z e l b i z o n y í t o t t u k , h o g y a z 1. é s 2 . p r o b l é m á r a 
a d o t t v á l a s z t a g a d ó . 1 0 
A 3 . p r o b l é m á t i l l e t ő e n a s z e r z ő k n e k n e m s i k e r ü l t e r e d m é n y t e l é r n i . 
A 3 . p r o b l é m á t c s o p o r t o k e s e t é n , v a g y i s a m i k o r m o s z t ó j a я - n e k , С . HOBBY, 
H . RUMSEY é s P . M . WEICHSEL v i z s g á l t á k ( l á s d [25]) é s a k ö v e t k e z ő t é t e l t b i z o -
n y í t o t t á k b e : 
G v é g e s я - e d r e n d ű c s o p o r t a k k o r é s c s a k a k k o r t a r t a l m a z a z ö s s z e s l e h e t -
s é g e s m - e d r e n d ű fin o s z t ó j a я - п е к ) e l e m e k b ő l l e g a l á b b e g y e t , h a a k ö v e t k e z ő 
f e l t é t e l e k k ö z ü l l e g a l á b b a z e g y i k t e l j e s ü l : 
(1) G c i k l i k u s 
( 2 ) G p - c s o p o r t é s t a r t a l m a z p i n d e x ű c i k l i k u s a l c s o p o r t o t 
( 3 ) n=p*q, a h o l p é s q k ü l ö n b ö z ő p r í m s z á m o k . G c s a k e g y e t l e n q-Sylow 
a l c s o p o r t o t t a r t a l m a z é s e z G - n e k k o m m u t á t o r a l c s o p o r t j a , v a l a m i n t a k k o r i s , 
h a S, G - n e k p-Sylow a l c s o p o r t j a , é s b S - n e k g e n e r á t o r e l e m e , é s bp G - n e k a 
c e n t r u m á b a n v a n . 
9
 Lásd [221. 
10
 A részletes bizonyítás a problémakörre vonatkozó egyéb eredményekkel együtt egy 
későbbi alkalommal fog megjelenni. 
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5.§. A diagonális fogalmának gráfelméleti analogonja 
M i n d e n zz-ed r e n d ű l a t i n n é g y z e t h e z h o z z á r e n d e l h e t ő e g y g r á f a k ö v e t k e z ő -
k é p p e n : 
J e l ö l j e au az A l a t i n n é g y z e t z - ed ik s o r á b a n é s y - e d i k o s z l o p á b a n á l l ó e l e m e t , 
ű ^ - h e z r e n d e l j ü k h o z z á a g r á f Pi} s z ö g p o n t j á t . A g r á f b a n k é t s z ö g p o n t o t a k k o r 
k ö t ü n k ö s s z e e g y é l l e l , h a a k é t s z ö g p o n t n a k m e g f e l e l ő Л - b e l i e l e m e k a z o n o s a k , 
v a g y e g y s o r b a n , i l l e t v e e g y o s z l o p b a n v a n n a k . J e l ö l j ü k a z Л - h o z r e n d e l t g r á f o t 
G(A)-\al. 
E g y g r á f b a n a f ü g g e t l e n p o n t o k m a x i m á l i s r e n d s z e r é n e k n e v e z i k a z o n p o n t o k 
h a l m a z á t , a m e l y e k k ö z ü l n i n c s k é t o l y a n , a m e l y e t é l k ö t ö s s z e é s b á r m e l y , e h a l m a z o n 
k í v ü l l e v ő p o n t b ó l v e z e t é l a h a l m a z v a l a m e l y i k e l e m é h e z . 
K ö n n y e n b e l á t h a t ó , h o g y a m e n n y i b e n A-ban v a n d i a g o n á l i s , ú g y a d i a g o n á l i s n a k 
m e g f e l e l ő G(v4 ) -be l i s z ö g p o n t o k a f ü g g e t l e n p o n t o k n a k e g y m a x i m á l i s r e n d s z e r é t 
a l k o t j á k . 
A l a t i n n é g y z e t e k és b i z o n y o s g r á f o k k ö z ö t t l e í r t k a p c s o l a t l e h e t ő s é g e t n y ú j t 
g r á f e l m é l e t i e r e d m é n y e k a l k a l m a z á s á r a . 
C . BERGE k ö n y v é b e n [3] f o g l a l k o z i k a m a x i m á l i s f ü g g e t l e n p o n t r e n d s z e r e k 
k i v á l a s z t á s á v a l . 
O r t o g o n á l i s l a t i n n é g y z e t e k e g y s z e r ű e l ő á l l í t á s á h o z s z ü k s é g e s o l y a n a l g o r i t m u s , 
a m e l y n e k s e g í t s é g é v e l k i v á l a s z t h a t ó a d o t t l a t i n n é g y z e t b ő l e g y d i a g o n á l i s . 
C . BERGE e r e d m é n y e i n e k m e g f e l e l ő á t f o g a l m a z á s a s e g í t s é g é v e l a d i a g o n á l i s 
k i v á l a s z t á s a e l e k t r o n i k u s s z á m o l ó g é p r e p r o g r a m o z h a t ó . A d i a g o n á l i s o k k i v á l a s z -
t á s á r a s z o l g á l ó p r o g r a m o t k é s z í t e t t t ö b b s z e r z ő , r é s z l e t e s e b b t á j é k o z t a t á s [ 2 6 ] - b a n 
t a l á l h a t ó . 
[21] d o l g o z a t á b a n J . SINGER f o g l a l k o z i k a k ö v e t k e z ő p r o b l é m á v a l : a z zz-ed 
r e n d ű c i k l i k u s c s o p o r t m ű v e l e t t á b l á j á b ó l (zz p á r a t l a n ) h á n y f é l e k é p p e n v á l a s z t h a t ó k i 
d i a g o n á l i s . 
B i z o n y o s g r á f o k r a v o n a t k o z ó a n is f o g l a l k o z t a k h a s o n l ó k é r d é s s e l . V a g y i s a z t 
v i z s g á l t á k , h o g y b i z o n y o s g r á f o k b a n h á n y f é l e k é p p e n l e h e t m a x i m á l i s f ü g g e t l e n 
p o n t r e n d s z e r t k i v á l a s z t a n i . 
A b e v e z e t e t t m e g f e l e l t e t é s l e h e t ő s é g e t n y ú j t a g r á f e l m é l e t i e r e d m é n y e k a l k a l m a -
z á s á r a . 
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FELÜLETI GÖRBÉK AFFIN GEODETIKUS 
GÖRBÜLETÉNEK ÚJ JELLEMZÉSE 
í r t a : M E R Z A J Ó Z S E F 
A h á r o m d i m e n z i ó s a f f i n t é r b e á g y a z o t t x = x(u1,u2) f e l ü l e t e n a z u n i m o d u -
l á r i s a f f i n m e t r i k á t a 
tp = Gxß du" du" 
a l a p f o r m a d e f i n i á l j a 1 , a h o l a Gxß m e n n y i s é g e k a s z o k o t t 
G -
. СП 
m ó d o n k é p z e n d ó ' k é s 
t o v á b b á 
aXR = 
Sx Sx д2х 
du1 ' Su2 ' did Su" 
a = d e t l l a y l l 
M i n t i s m e r e t e s , e m e l l e t t b e v e z e t i k a Fubini é s Pick á l t a l d e f i n i á l t 
ф = A
 xßy du" du" du' 
k ö b ö s a l a p f o r m á t , a m e l y e t a 
дх dx 
d3x 
Su1 ' du2 
f o r m á b a n i s í r h a t u n k . A f e l ü l e t Gauss-féle d e r i v á c i ó s k é p l e t e i t e z e k u t á n a 
a l a k b a n n y e r j ü k , 2 a h o l 
82x dx 
F a ß — + Z ' x ß , 
é s a Txß m e n n y i s é g e k a Gxß t e n z o r b ó l a z i s m e r t m ó d o n k é p e z e t t Christoffel-szxm-
b ó l u m o k . A z í g y n y e r t Г * k o n n e x i ó a f e l ü l e t e n s z i m m e t r i k u s a f f i n ö s s z e f ü g g é s t 
d e f i n i á l . E z e n ö s s z e f ü g g é s h e z t a r t o z ó a u t o p a r a l e l g ö r b é k e t a 
d2ue did du" .. dut 
1
 Lásd: [1], [6]. 
2
 Lásd: [4]. 
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d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t t e l j e l l e m e z h e t j ü k , m a j d b e v e z e t h e t ü n k e g y i l y e n g ö r b é n o l y a 
a f f i n p a r a m e t e r t , a m e l y s e g í t s é g é v e l a z a u t o p a r a l e l g ö r b e d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e a 
d2u'J
 + r*p du" du» _ Q 
do2 7l' do do 
a l a k o t ö l t i . 3 
E z e n e l ő z m é n y e k u t á n r á t é r ü n k a d o l g o z a t c é l j á n a k m e g j e l ö l é s é r e . I s m e r e t e s , 
h o g y v a l a m e l y f e l ü l e t i g ö r b e a f f i n g e o d e t i k u s g ö r b ü l e t é t a 
V\G\. 
\<р\>1г - e - f г т з т г - 5 ; e = — s g n G; G = d e t \\Gaß) 
du" 
f o r m u l á v a l é r t e l m e z h e t j ü k , 4 a h o l a — = t" j e l ö l é s a l k a l m a z á s á v a l ds 
0 = Dt" t" 
' ds 
A s z i m b ó l u m а Г * s e g í t s é g é v e l k é p e z e t t i n v a r i á n s d e r i v á l t o p e r á t o r a . A d o l g o z a t 
c é l j a a n n a k k i m u t a t á s a , m i k é n t l e h e t v a l a m e l y g ö r b e a f f i n g e o d e t i k u s g ö r b ü l e t é t a z 
ő t é r i n t ő a u t o p a r a l e l g ö r b é t ő l v a l ó e l t é r é s e m é r t é k é v e l d e f i n i á l n i . E c é l b ó l t e k i n t s ü k 
a z e k v i a f f i n 5 í v h o s s z r a v o n a t k o z t a t o t t x=x*(s) =x(u(s)) f e l ü l e t i g ö r b é t . R ö g z í t -
s ü k a g ö r b e e g y p o n t j á t é s l e g y e n a z a z í v h o s s z m é r é s k e z d ő p o n t j a , a z a z 
x* (о) = х(н(о)) = x(u). 
(0) 
E p o n t b a n a g ö r b e e g y e n l e t e h a r m a d r e n d i g s o r b a f e j t v e 
x * (y) = X* ( o ) + X * ' ( o ) - 5 + A"*" у + X * ' " ( о ) у + О ( 4 ) , 
( 0 ( 4 ) a z i - b e n l e g a l á b b n e g y e d f o k ú t a g o k a t j e l ö l ) . F e l h a s z n á l v a a z a u t o p a r a l e l 
g ö r b e d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t é t , a z u"(o)=u" é s 
- ( ^Л 
do /
 a=„ \dsJs=o 
k e z d e t i f e l t é t e l e k m e l l e t t m e g h a t á r o z h a t ó a z a z x ( ü ( o ) ) a u t o p a r a l e l g ö r b e , a m e l y 
k i e l é g í t i a 
d2ü? *edü* du» 
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t . A z a u t o p a r a l e l g ö r b e e g y e n l e t e v é g t e l e n s o r a l a k j á b a n l e g y e n 
x(<7) - x(o) + x'(o)o + x"(o) ~ + X » у + 0(4) . 
3
 Lásd: [3]. 
4
 Lásd: [2]. 
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R e n d e l j ü k e g y m á s h o z a z e g y e n l ő p a r a m e t e r é r t é k ű p o n t o k a t , t e h á t n e v e z z ü k a z 
s = (T-hoz t a r t o z ó p á r o k a t m e g f e l e l ő p o n t p á r o k n a k . E p o n t o k b a n v e g y ü k a g ö r b é k 
é r i n t ő v e k t o r a i t . B l a s c h k e i d é z e t t m u n k á j á b a n é r t e l m e z i k é t v o n a l e l e m a f f i n t á v o l -
s á g á t a k ö v e t k e z ő m ó d o n . K é t v o n a l e l e m a f f i n t á v o l s á g a a z o n t e t r a é d e r t é r f o g a t á n a k 
h a t o d i k g y ö k é v e l e g y e n l ő , a m e l y e t a z é r i n t ő v e k t o r o k k é t t á m a d á s i p o n t j a , t o v á b b á 
a z é r i n t ő v e k t o r o k n a k a m á s i k g ö r b e m e g f e l e l ő p o n t j a b e l i s i m u l ó s í k j á v a l v a l ó m e t -
s z é s p o n t j a i a l k o t n a k . 
A s z á m o l á s c é l j á r a j e l ö l j ü k a z s = a é r t é k h e z t a r t o z ó p o n t o t a g ö r b é n R - v e l , 
a z a u t o p a r a l e l g ö r b é n p e d i g P - s a l . A P, i l l . P p o n t o n á t h a l a d ó é r i n t ő e g y e n l e t e 
y — X * ( í ) + É Í - X * ' ( S ) , ü k У = x ( f f ) + r x ' ( < r ) 
é s a z u g y a n e z e n p o n t o k b a n v e t t s i m u l ó s í k o k e g y e n l e t e 
| z - x * ( j ) , x*'(s), x*"(s)I = O, ill. \z — x(p), x (ff), x » | = O. 
A a—s f e l t é t e l t k i h a s z n á l v a a P p o n t b e l i é r i n t ő a P p o n t b e l i s i m u l ó s í k o t a 
|хр)-х*(д), x'(s), x'TOl  
И о
 | x * ' ( í ) , X'(s), x"(s)\ 
p a r a m é t e r h e z t a r t o z ó M2 p o n t b a n m e t s z i . A P p o n t o n á t h a l a d ó é r i n t ő é s a A p o n t -
b e l i s i m u l ó s í k Mx m e t s z é s p o n t j á n a k p a r a m e t e r é r t é k e p e d i g 
| х * ( л ) - х ( л ) , x*'(s), x*"(s)\  
T
° | x ' ( í ) , x*'(í), x * " ( s ) | 
R ö v i d s z á m o l á s u t á n a PPMXM2 t e t r a é d e r V t é r f o g a t á r a a 
6V = т о / v i x ( s ) ~ x * ( s ) , x'(s), x*'(s)I ' 
k i f e j e z é s t k a p j u k . E n n e k b e c s l é s e s o r á n f o n t o l j u k m e g , h o g y 
X* ( о ) = X ( o ) é s X* ' ( o ) = x ' ( o ) . 
A r 0 é s p 0 e s e t é b e n e l é g s é g e s a s o r f e j t é s b e n a m á s o d r e n d ű d e r i v á l t a k i g e l m e n n i , 
a z o n b a n a h a r m a d i k t é n y e z ő e s e t é b e n a h a r m a d r e n d ű t a g o k a t i s figyelembe k e l l 
v e n n i . V i s z o n y l a g e g y s z e r ű s z á m í t á s r é v é n k a p j u k , h o g y 
/i0=-|-(1+°0)); t 0 =- | . ( i + o(i)), 
m í g 
|x(í) -x*(s), x ' ( j ) , x*'(s)I = ^ • [ | x * ' ( o ) ; X » - x * » ; x » - x * » | + O ( l ) ] . 
A f e n t i e k ö s s z e v e t é s é v e l a t e t r a é d e r t é r f o g a t a t e h á t 
( 2 ) 6V=^-\x*\o); x"(ó) — x * " ( o ) ; x » - x * » | + 0 ( 7 ) . 
A k é p l e t b e n s z e r e p l ő d e t e r m i n á n s m e g h a t á r o z á s á r a á l l í t s u k e l ő a b e n n e s z e r e p l ő 
v e k t o r o k a t e g y a l a p t r i é d e r r e v o n a t k o z ó l a g . M i v e l a z x * g ö r b e n e m a u t o p a r a l e l 
I 
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g ö r b e , a z é r t a r r a m i n d e n t o v á b b i n é l k ü l a l k a l m a z h a t ó k a z [ 5 ] - b e n l e v e z e t e t t k é p l e -
t e k s e z é r t a 
dx 
t = /<"— = ** 
( 0 du* 
'2) \ds py ) ôu* 
t^ = n ( я : a f e l ü l e t a f f i n n o r m á l i s a ) 
t r i é d e r b e n f e n n á l l n a k a z a l á b b i ö s s z e f ü g g é s e k : 
X*'— t ( i ) 
x*"= t +<p t 
(2) T ( 3 ) 
x*"' = F*t + A- t . 
(«0 (3) 
A z a u t o p a r a l e l g ö r b e e s e t é b e n 
m i v e l a z o n b a n a g ö r b é r e f e n n á l l a z ( 1 ) d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t , a z é r t j = O , v a g y i s 
a h o l J a m e g f e l e l ő g ö r b e p o n t b a n v e e n d ő . E n n e k d e r i v á l á s a a z 
x" = w' t + <p't' Y
 (3) T ( 3 ) 
e r e d m é n y t s z o l g á l t a t j a . M i v e l a z o n b a n | a f e l ü l e t a f f i n n o r m á l i s a , a z é r t a 
dn _ g dx 
du*~ "du« 
d e r i v á c i ó s k é p l e t f e l h a s z n á l á s á v a l 5 l á t j u k , h o g y a 
r _ % dü*_dtj du*def^ 
(3) du* da du* da 
v e k t o r a z é r i n t ő s í k b a n f e k s z i k . H a a a = 0 p o n t o t t e k i n t j ü k , a k k o r а т v e k t o r f e l -
b o n t h a t ó a
 (t)(o) és t (o) v e k t o r o k s e g í t s é g é v e l 
x = a t (o) + ß t (o) (1)V (2) 
a l a k b a n . V é g e z z ü k e l e z e k u t á n a ( 2 ) d e t e r m i n á n s b a v a l ó b e h e l y e t t e s í t é s t : 
A = I x*\o), x"(o) -x*"(o), x"\ó)—x*"'(o) \ = 
= | t (о), <pt(o)- t (o)-wt(ó), 4•>' t (o) + w\a t (ó) + ß t (o)~\-F*t - At |. 
' ( l ) v (3)V (2) y (3) " r (3) r L (Iff *(2)V / J (a) (3)' 
5
 L á s d : [1]. 
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E g y s z e r ű b b í r á s m ó d k e d v é é r t h a g y j u k el a z s = 0=0 h e l y á l l a n d ó k i í r á s á t , 
m a j d e g y s z e r ű b b a l a k r a h o z v a a d e t e r m i n á n s t a 
A = | t , t , (y'-A) t I 
41) (2)' K Y ' (3) ' 
k i f e j e z é s t n y e r j ü k . H a s z n á l j u k m é g f e l a 
11, t , = 
'(1) (2) (3)' 
é s a z 
А=-<р' + ф 
ö s s z e f ü g g é s e k e t 6 s i l y m ó d o n a 
a l a k h o z j u t u n k . A CECH á l t a l b e v e z e t e t t a f f i n g e o d e t i k u s g ö r b ü l e t k i f e j e z é s é b ő l a 
<5-|G|1/2 h e l y e t t e s í t h e t ő s í g y 
A = £ ( < A + - y У < Р 3 / 2 - Х 9 
l e s z . H a a d e t e r m i n á n s é r t é k é t a t e t r a é d e r t é r f o g a t k é p l e t é b e í r j u k é s a 
288 £ 
c(u) = c(u1, u2)=-
ч 
c s u p á n f e l ü l e t i h e l y t ő l f ü g g ő á l l a n d ó t b e v e z e t j ü k , a k k o r 
+ 0(1). 
A W . BLASCHKE á l t a l d e f i n i á l t a f f i n t á v o l s á g 7 
d=c- \V\1!', с = c o n s t . 
f e l h a s z n á l á s á v a l é s a z 
„ И « ) ! 1 ' '  
\c\ 
j e l ö l é s s e l h a t á r á t m e n e t r e t é r v e 
a d ó d i k . 
\х
д
\Чб — a - l i m 
s-> 0 
TÉTEL: Valamely felületi görbe affin geodetikus görbülete az öt érintő, alkalma-
san választott, autoparalel görbétől való eltérésének mértékét szolgáltatja, amint azt 
az előző képlet kifejezi. 
6
 Lásd: [5]. 
7
 Lásd: [1]. 
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BELSŐ METRIKÁJÚ HOMOGÉN TEREKRŐL 
írta: SZENTHE JÁNOS 
A h a l m a z e l m é l e t i g e o m e t r i a e g y i k f ő f e l a d a t a , h o g y a d i f f e r e n c i á l g e o m e t r i a 
e r e d m é n y e i b ő l k i k ü s z ö b ö l j e a g e o m e t r i á t ó l i d e g e n e l e m e k e t . E z a t ö r e k v é s , a m e l y 
e r e d e t i l e g a k o o r d i n á t a f e l v é t e l m e g k e r ü l é s é t , t é t e l e k n e k a d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g i f e l -
t e v é s e k t ő l v a l ó f ü g g e t l e n í t é s é t é s m á s h a s o n l ó m ó d s z e r b e l i t i s z t o g a t á s t c é l z o t t , 
s z á m o s e s e t b e n v e z e t e t t ú j , a r é g e b b i e l m é l e t e k h a t á s k ö r é n k í v ü l e s ő e r e d m é n y e k r e . 
H . BUSEMANN e g y k i t e r j e d t e l m é l e t e t d o l g o z o t t k i , a m e l y — a m á r e m l í t e t t t ö r e k v é s -
n e k m e g f e l e l ő e n — v i z s g á l a t t á r g y á v á t e s z i a n a g y b a n i d i f f e r e n c i á l g e o m e t r i a j e l e n t ő s 
r é s z é t . E v i z s g á l a t o k k i i n d u l ó p o n t j á t e g y s i k e r e s f o g a l o m a l k o t á s , a G - t é r k é p e z i . 
E t e r e k a m e t r i k u s t e r e k e g y s p e c i á l i s t í p u s á t a l k o t j á k . M i e l ő t t d e f i n í c i ó j u k a t m e g -
a d n á n k , n é h á n y j e l ö l é s t v e z e t ü n k b e . 
H a R e g y m e t r i k u s t é r é s a, b p o n t j a i , a k k o r e t é r b e n m é r t t á v o l s á g u k a t p(a, b) 
j e l ö l i . H a a z R t é r a, b, с p o n t j a i r a é r v é n y e s а p(a, с) + p(c, b) — p(a, b) ö s s z e f ü g g é s , 
a k k o r a z t m o n d j u k , h o g y с a z a é s b között van, j e l ö l é s b e n : acb. H a p a z R p o n t j a 
é s q n e m n e g a t í v s z á m , a z S(p, q) = {x\p(p, h a l m a z t p k ö z é p p o n t ú é s q 
s u g a r ú nyílt gömbnek, a z S(p, q} = {x:p(p,x)So} h a l m a z t p e d i g p k ö z é p p o n t ú 
é s q s u g a r ú zárt gömbnek n e v e z z ü k . H a a é s b a z R p o n t j a i é s с e t é r o l y a n p o n t j a , 
m e l y r e p(a, с) = p(c, b) = \ p(a, b) é r v é n y e s , a k k o r a z t m o n d j u k , h o g y с a z a, b 
pontpár középpontja. 
A z R m e t r i k u s t e r e t G - t é r n e k 1 n e v e z i k , h a r á a z a l á b b i n é g y a x i ó m a ( A l — 4 ) 
á l l í t á s a i é r v é n y e s e k . 
A l A z R t é r finit kompakt, v a g y i s b á r m e l y v é g t e l e n é s k o r l á t o s r é s z h a l m a z á -
n a k v a n t o r l ó d á s i p o n t j a a R t é r b e n . 
A 2 A z R t é r konvex, v a g y i s b á r m e l y k é t k ü l ö n b ö z ő p o n t j á h o z t a l á l h a t ó e g y 
k ö z ö t t ü k l e v ő , d e t ő l ü k k ü l ö n b ö z ő p o n t j a . 
E d e f i n í c i ó v a l ö s s z h a n g b a n a z R t é r H r é s z h a l m a z á t k o n v e x n e k n e v e z i k , h a 
a H b á r m e l y k é t k ü l ö n b ö z ő p o n t j á h o z m e g a d h a t ó a H e g y e z e k k ö z ö t t l e v ő , d e t ő l ü k 
k ü l ö n b ö z ő p o n t j a . 
A h á t r a l e v ő k é t a x i ó m a t e r m i n o l ó g i á j á n a k m e g i n d o k o l á s á r a b e v e z e t j ü k a 
metrikus szakasz f o g a l m á t . A s z á m e g y e n e s e g y z á r t s z a k a s z á n a k a z R t é r b e v a l ó 
i z o m e t r i k u s l e k é p e z é s e k o r k e l e t k e z ő k é p é t a z R t é r m e t r i k u s s z a k a s z á n a k n e v e z z ü k ; 
a z i n t e r v a l l u m v é g p o n t j a i n a k k é p e i t a m e t r i k u s s z a k a s z v é g p o n t j a i n a k n e v e z z ü k . 
S e g é d t é t e l k é n t t ö b b s z ö r i s a l k a l m a z n i f o g j u k . K . M E N G E R e g y t é t e l é n e k 2 k ö v e t -
k e z ő v á l t o z a t á t , m e l y e t i t t s z i n t é n a h á t r a l e v ő k é t a x i ó m a m o t i v á l á s á r a a d u n k 
m e g . 
1
 BUSEMANN [1], 37. 
2
 Menger [3]. 
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SÍ Egy finit kompakt és konvex metrikus tér bármely két pontja összeköthető 
a tér egy metrikus szakaszával, vagyis található egy olyan metrikus szakasza a térnek, 
melynek végpontjai az említett pontok. 
Az R t e r e t belső metrikájú3 t é r n e k n e v e z i k , h a b á r m e l y k é t p o n t j a ö s s z e k ö t h e t ő 
e g y o l y a n r e k t i f i k á l h a t ó í v é v e l a t é r n e k , m e l y n e k h o s s z a a k é t p o n t t á v o l s á g á v a l 
e g y e n l ő . E g y s z e r ű e n b e l á t h a t ó S Í a l a p j á n , h o g y m i n d e n o l y a n t é r , m e l y r e A l é s A 2 
á l l í t á s a i é r v é n y e s e k , b e l s ő m e t r i k á j ú . 
A 3 A z R t é r m e t r i k u s s z a k a s z a i lokálisan meghosszabbíthatók, v a g y i s b á r m e l y 
p p o n t j á h o z m e g a d h a t ó o l y a n д
р
 p o z i t í v s z á m , h o g y a z S ( p , qp) g ö m b b á r m e l y 
x é s y p o n t j á h o z t a l á l h a t ó o l y a n e z e k t ő l k ü l ö n b ö z ő z p o n t , h o g y xyz é r v é n y e s . 
H a a z R t é r r ö g z í t e t t p p o n t j a e s e t é n a f e n t i a x i ó m á n a k m e g f e l e l ő q p s z á m o k 
h a l m a z á n a k s z u p r é m u m á t д ( р ) j e l ö l i , e g y s z e r ű e n b e l á t h a t ó , h o g y e z a s z á m i s e l e m e 
a h a l m a z n a k ; g(p) = ° ° e s e t é n S ( p , g(p)) h e l y e t t a z R t e r e t c é l s z e r ű s z e r e p e l t e t n i . 
A z t m o n d j u k , h o g y e g y m e t r i k u s s z a k a s z reguláris, h a t a l á l h a t ó o l y a n m e t r i k u s 
s z a k a s z , m e l y n e k r é s z e é s a m e l y n e k v é g p o n t j a i a z e r e d e t i m e t r i k u s s z a k a s z v é g p o n t j a i -
t ó l k ü l ö n b ö z n e k . N y i l v á n v a l ó , h o g y r ö g z í t e t t p p o n t e s e t é n m i n d e n o l y a n m e t r i k u s 
s z a k a s z , m e l y n e k v é g p o n t j a i a z S ( p , д(р)) e l e m e i , r e g u l á r i s a z A 3 k ö v e t k e z t é b e n . 
A 4 A z R t é r b e n a m e t r i k u s s z a k a s z o k meghosszabbítása egyértelmű, v a g y i s h a 
x,y,z2,z2£R é s xyz2, xyz2, p(y, zt) = p(y, z2) é r v é n y e s e k , a k k o r zy=z2. 
Az R t é r у p o n t j á t elágazási pontnak n e v e z z ü k , h a m e g a d h a t ó k h o z z á a z R 
o l y a n x , Z j é s z2 p o n t j a i , h o g y xyzt, xyz2 é s p(y, z j = p(y, z2) é r v é n y e s e k . A z A 4 
t e h á t a z t m o n d j a k i , h o g y a z R t é r b e n n i n c s e n e k e l á g a z á s i p o n t o k . 
E g y s z e r ű e n b e l á t h a t ó , h o g y a f e l s o r o l t a x i ó m á k n a k m e g f e l e l ő t é r b e n a d i f f e -
r e n c i á l g e o m e t r i á b ó l i s m e r t g e o d e t i k u s v o n a l a k n a k a z e x t r e m á l i s t u l a j d o n s á g u k 
s z e m p o n t j á b ó l v e t t a n a l o g o n j a i l é t e z n e k ; e z i n d o k o l j a e t e r e k e l n e v e z é s é t . 
A G - t é r f o g a l m á v a l k a p c s o l a t b a n figyelmet é r d e m e l a k ö v e t k e z ő k ö r ü l m é n y : 
e g y r é s z r ő l — m i n t m á r e m l í t e t t ü k — a n a g y b a n i d i f f e r e n c i á l g e o m e t r i a s z á m o s 
t é t e l e é r v é n y e s e t e r e k r e é s e z i g e n v a l ó s z í n ű v é t e s z i , h o g y e t e r e k , l e g a l á b b i s t o p o l ó -
g i a i l a g , s z o r o s a b b r o k o n s á g b a n á l l j a n a k a d i f f e r e n c i á l g e o m e t r i a i t e r e k k e l , m e l y e k 
m i n d t o p o l ó g i a i s o k a s á g o k o n v a n n a k é r t e l m e z v e ; m á s r é s z r ő l v i s z o n t — a m i n t a z 
l á t h a t ó v o l t — a d e f i n í c i ó r a h a s z n á l t a x i ó m á k e b b e n a v o n a t k o z á s b a n i g e n k e v e s e t 
t a r t a l m a z n a k . E z a k e t t ő s k ö r ü l m é n y i n d o k o l j a a z t a s e j t é s t , h o g y a z a x i ó m á k 
i m p l i c i t e , k ö v e t k e z m é n y e i k b e n i g e n e r ő s m e g s z o r í t á s t j e l e n t h e t n e k a G - t e r e k t o p o -
l ó g i a i s t r u k t ú r á j á r a v o n a t k o z ó a n . H . BUSEMANN s z e r i n t i g e n v a l ó s z í n ű , h o g y m i n d e n 
G - t é r t o p o l ó g i a i s o k a s á g , d e a z a v é l e m é n y e , h o g y e n n e k k i m u t a t á s a a t o p o l ó g i a 
j e l e n l e h e t ő s é g e i m e l l e t t k i l á t á s t a l a n ; v a l ó b a n m é g a z t s e m s i k e r ü l t b i z o n y í t a n i , 
h o g y m i n d e n G - t é r v é g e s d i m e n z i ó j ú . 4 
E b b e n a d o l g o z a t b a n a G - t é r f o g a l m á n a k e g y l e s z ű k í t é s é t a d j u k m e g . E z t a z z a l 
é r j ü k e l , h o g y o l y a n m e t r i k u s t e r e k e t t e k i n t ü n k , m e l y e k a m á r f e l s o r o l t A l — A 4 
a x i ó m á k o n k í v ü l e g y t o v á b b i A 5 a x i ó m a á l l í t á s a i n a k is m e g f e l e l n e k ; a z i l y e n t e r e k e t , 
r ö v i d s é g k e d v é é r t , H - t e r e k n e k f o g j u k n e v e z n i . A z ú j a x i ó m a t e r m é s z e t e s e n k a p c s o l ó -
d i k a z e l ő z ő k h ö z é s g e o m e t r i a i l a g i n d o k o l t . E g y s z e r ű e n k i m u t a t h a t ó l e s z , h o g y e z 
a l e s z ű k í t é s a z e r e d e t i c é l k i t ű z é s s z e m p o n t j á b ó l l é n y e g t e l e n , m e r t m i n d e n d i f f e r e n -
c i á l g e o m e t r i a i l a g é r d e k e s p r o b l é m a e s z ű k e b b f o g a l o m k ö r é b e e s i k . M e g f o g j u k 
3
 RINOW [6], 121. 
4
 BUSEMANN [1], 403; RINOW [6], 193. 
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m u t a t n i , h o g y e s z ű k e b b t é r f o g a l o m e s e t é n m i n d e n t e l j e s i z o m e t r i a - c s o p o r t L I E -
c s o p o r t é s h o g y h o m o g é n e s e t b e n , t e h á t e g y t r a n z i t í v i z o m e t r i a - c s o p o r t l é t e z é s e 
e s e t é n , e t e r e k t o p o l ó g i a i s o k a s á g o k a t k é p e z n e k . í g y v á r h a t ó , h o g y e s z ű k e b b t é r -
f o g a l o m m a l a d i f f e r e n c i á l g e o m e t r i a i p r o b l é m á k n a k s z é l e s e b b k ö r e l e sz t á r g y a l h a t ó , 
m i n t a m i a G - t é r f o g a l m á v a l v o l t . 
I. 
A k ö v e t k e z ő k b e n n é h á n y d e f i n í c i ó t és s e g é d t é t e l t a d u n k m e g , a m e l y e k r e k é s ő b b 
s z ü k s é g ü n k l e s z . 
A z R m e t r i k u s t é r Я r é s z h a l m a z á t egyszeresen konvexnek n e v e z i k , h a a Я b á r m e l y 
k é t p o n t j á b ó l a l k o t o t t p o n t p á r n a k v a n e g y é s c s a k e g y k ö z é p p o n t j a a Я h a l m a z b a n . 
E g y s z e r ű e n b e l á t h a t ó , h o g y e g y finit k o m p a k t m e t r i k u s t é r n e k e g y z á r t r é s z -
h a l m a z a a k k o r é s c s a k a k k o r e g y s z e r e s e n k o n v e x , h a b á r m e l y k é t p o n t j a ö s s z e k ö t -
h e t ő e g y , d e c s a k e g y , e h a l m a z h o z t a r t o z ó m e t r i k u s s z a k a s s z a l . 
M i n t s e g é d t é t e l t f o g j u k a l k a l m a z n i a k ö v e t k e z ő Menger-fé\e t é t e l t : 5 
52 Ha R finit kompakt metrikus tér és H zárt, egyszeresen konvex részhalmaza, 
akkor a H halmazhoz tartozó konvex halmazok közös része konvex. 
Az R m e t r i k u s t é r H r é s z h a l m a z á t szigorúan konvexnek n e v e z z ü k , h a a H b á r m e l y 
k é t k ü l ö n b ö z ő p o n t j á h o z t a l á l h a t ó a H e g y e z e k t ő l k ü l ö n b ö z ő é s k ö z t ü k l e v ő p o n t j a 
é s m i n d e n i l y e n p o n t b e l s ő p o n t j a а Я h a l m a z n a k . 
E g y s z e r ű e n b e l á t h a t ó , h o g y e g y finit k o m p a k t m e t r i k u s t é r Я z á r t r é s z h a l m a z a 
a k k o r é s c s a k a k k o r s z i g o r ú a n k o n v e x , h a а Я b á r m e l y k é t p o n t j a ö s s z e k ö t h e t ő 
e g y а Я h a l m a z h o z t a r t o z ó m e t r i k u s s z a k a s s z a l é s m i n d e n i l y e n m e t r i k u s s z a k a s z , 
v é g p o n t j a i e s e t l e g e s k i v é t e l é v e l , а Я h a l m a z b e l s ő p o n t j a i b ó l á l l . 
T ö b b s z ö r f o g j u k a k ö v e t k e z ő , e g y s z e r ű e n b i z o n y í t h a t ó s e g é d t é t e l t a l k a l m a z n i : 
53 Ha R finit kompakt metrikus tér és p olyan pontja, hogy bizonyos 0 
esetén az S ép, o) konvex és minden e zárt gömb által tartalmazott metrikus szakasz 
reguláris, akkor q £ Sjp, q} esetén van olyan maximális <5^0, hogy S(q, <$> с  
cS(p, q') és ebben az esetben p(p, q) = о — ö. 
A k ö v e t k e z ő s e g é d t é t e l e g y s z e r ű e l e m i g e o m e t r i a i t é n y e k á l t a l á n o s í t á s á n a k 
t e k i n t h e t ő : 
54 Ha R finit kompakt metrikus tér és H zárt, egyszeresen konvex részhalmaza 
és С olyan halmaz, q > 0 pedig olyan szám, hogy я £ С esetén, ahol С а С zárt hurkát 
jelöli, S (а, аУ szigorúan konvex és minden általa tartalmazott metrikus szakasz 
reguláris, továbbá S (a, <?) с II érvényes, akkor f ) S (a, gj szigorúan konvex. 
a£C 
A s e g é d t é t e l b i z o n y í t á s á r a f e l t e h e t j ü k , h o g y a z M= f | S(a, д) h a l m a z 
l e g a l á b b k é t p o n t b ó l á l l , e l l e n k e z ő e s e t b e n u g y a n i s a s z i g o r ú k o n v e x i t á s d e f i n í c i ó -
j á n a k f e l t é t e l e i ü r e s e n t e l j e s ü l n e k . A z S 2 a l a p j á n k ö v e t k e z i k , h o g y M k o n v e x . 
L e g y e n e k и é s v a z M k ü l ö n b ö z ő p o n t j a i é s w o l y a n e z e k t ő l k ü l ö n b ö z ő p o n t j a , 
m e l y r e uwv é r v é n y e s . A z S 3 a l a p j á n k ö v e t k e z i k m i n d e n e g y e s a £ C e s e t é n o l y a n 
5
 MENGER [3]. 
2* 
128 SZENTHE J. 
m a x i m á l i s < 5 ( a ) ^ 0 l é t e z é s e , m e l y r e • S < > , < 5 ( a ) > с S (a, q) f e n n á l l . T e k i n t v e , h o g y 
S(a,g> s z i g o r ú a n k o n v e x a 6 С e s e t é n , a d ó d i k , h o g y ú ( a ) > 0 , a£C é r v é n y e s . 
T e g y ü k f e l , h o g y w n e m b e l s ó ' p o n t j a a z M h a l m a z n a k , a k k o r k é p e z h e t ő а С e l e m i b ő l 
e g y o l y a n {an}„ = i , 2 , . . . s o r o z a t , m e l y r e lim<5(ür„) = 0 . M i v e l M n e m ü r e s a z 
П-+ОО 
{ f l « } n = i , 2, . . . s o r o z a t k o r l á t o s é s í g y , a z R finit k o m p a k t v o l t a m i a t t , v a n e g y a, 
t o r l ó d á s i p o n t j a . É r t e l m e z é s e f o l y t á n а , а С e l e m e . E g y s z e r ű e n b e l á t h a t ó , h o g y 
и, V £ S (a,, p > és í g y S 3 a l a p j á n a z is , h o g y l é t e z i k a m e g f e l e l ő ó (a,) ^ 0 . M i v e l 
f e l t e v é s e i n k k ö v e t k e z t é b e n S ( a t , q) s z i g o r ú a n k o n v e x , a d ó d i k , h o g y < 5 ( a , ) > 0 . 
A z e l m o n d o t t a k b ó l k ö v e t k e z i k e g y o l y a n к t e r m é s z e t e s s z á m l é t e z é s e , m e l y r e 
Я ( \ ж \ 
p{at, ak) < ^ é s ö(ak)< —~ é r v é n y e s e k . M i v e l S 3 s z e r i n t p(a,,w) = g—ö(at) 
é s p(ak, w) = g — S(ak), a f e n t i e k a l a p j á n a z t k a p j u k , h o g y p(ak, vv) т-д -
és így p(ak,at)^\p(a,,w)-p(ak,w)\= p(ak,w)-p(a,,w)>g-^--
с / \ 
— ( g — ó(a,)) a m ' e l l e n t m o n d á s b a n v a n e g y f e n t i а к é r t e l m e z é s é v e l 
k a p c s o l a t o s e g y e n l ő t l e n s é g g e l . H e l y t e l e n v o l t t e h á t a z a f e l t e v é s ü n k , h o g y w n e m b e l s ő 
p o n t j a a z M h a l m a z n a k , e b b ő l v i s z o n t a z k ö v e t k e z i k , h o g y M s z i g o r ú a n k o n v e x . 
M i n t m á r e m l í t e t t ü k , e b b e n a d o l g o z a t b a n a G - t é r f o g a l m á n a k e g y l e s z ű k í t é s é t 
a d j u k m e g , a m i t e g y ú j a b b a x i ó m a f e l v é t e l é v e l é r ü n k e l . E z a z a x i ó m a a k ö v e t k e z ő : 
A 5 A z R t é r m i n d e n p p o n t j á h o z t a l á l h a t ó o l y a n 0 s z á m , h o g y O O Í S ^ 
e s e t é n a z S ( p , x~) z á r t g ö m b s z i g o r ú a n k o n v e x ; h a r ö g z í t e t t p p o n t e s e t é n a z e l ő z ő 
á l l í t á s n a k m e g f e l e l ő xp s z á m o k s z u p r é m u m á t x ( p ) j e l ö l i , a k k o r a z R t é r e n í g y 
é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y i n f i m u m a a z R m i n d e n k o r l á t o s r é s z h a l m a z á n n u l l á n á l n a g y o b b . 
A z o k a t a t e r e k e t , m e l y e k r e a z A l — 5 a x i ó m á k á l l í t á s a i é r v é n y e s e k , a k ö v e t -
k e z ő k b e n H - t e r e k n e k f o g j u k n e v e z n i . E m l í t e t t ü k , h o g y a H - t e r e k r e v a l ó á t t é r é s a 
d i f f e r e n c i á l g e o m e t r i a i v o n a t k o z á s o k s z e m p o n t j á b ó l n e m j e l e n t l é n y e g e s m e g s z o r í -
t á s t ; e z e g y s z e r ű e n k ö v e t k e z i k J . H . C . WHITEHEAD e g y t é t e l é b ő l , m e l y s z e r i n t e g y 
h a r m a d o s z t á l y ú é s p o z i t í v r e g u l á r i s í v e l e m ű FiNSLER-féle t é r b e n a z e l e g e n d ő e n k i s 
s u g a r ú g ö m b ö k s z i g o r ú a n k o n v e x e k . 6 ( E l s ő o s z t á l y ú FiNSLER-féle t e r e k r e e z m á r 
n e m é r v é n y e s . ) 
K ö v e t k e z ő s e g é d t é t e l ü n k i g e n e g y s z e r ű e n b i z o n y í t h a t ó : 
55 Ha R egy halmaz, H(zR, Г pedig az R önmagára való kölcsönösen egyértelmű 
leképezéseinek egy csoportja és <p € Г esetén (p(H) a H halmaznak a 90 leképezés 
nyomán keletkező képét jelöli, akkor Г minden eleme a ( j </ ( / / ) halmazt önmagába 
képezi le. f í r 
S e g é d t é t e l k é n t f o g j u k a l k a l m a z n i H . BUSEMANN k ö v e t k e z ő t é t e l é t : 7 
56 Ha R finit kompakt metrikus tér, mely konvex és nem tartalmaz elágazási 
pontot és (p az R egy olyan izometriája, melyhez található olyan pí R és о > 0 , hogy 
(p az S(p, q} minden pontját változatlanul hagyja, akkor cp az R minden pontját 
változatlanul hagyja. 
6
 WHITEHEAD [7]. 
7
 BUSEMANN [1], 178. 
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Н а R m e t r i k u s t é r é s Z a z R i z o m e t r i á i n a k e g y h a l m a z a , p p e d i g e g y t e t s z ő -
l e g e s , d e a t o v á b b i a k b a n r ö g z í t e t t p o n t j a , a k k o r é r t e l m e z h e t ő a E h a l m a z у, ф 
e l e m e i b ő l a l k o t o t t (у, ф) r e n d e z e t t p á r o k h a l m a z á n a ôp(y, ф) = s u p p(y(x), ф(х)) 
x£R 
e - ß ( p , x ) f ü g g v é n y . E g y s z e r ű e n b e l á t h a t ó , h o g y a E h a l m a z e f ü g g v é n n y e l , m i n t 
t á v o l s á g f ü g g v é n n y e l , m e t r i k u s t e r e t k é p e z . 8 
A z R m e t r i k u s t é r i z o m e t r i á i n a k {<£„}»= 1 ,2 , s o r o z a t á t konvergensnek n e -
v e z i k , h a a z R m i n d e n x p o n t j a e s e t é n а {<р„(х)}„
 = j 2 , . . . s o r o z a t k o n v e r g e n s . E g y -
s z e r ű e n b e l á t h a t ó , h o g y k o n v e r g e n s {y„}n= 1 ,2 , . . . s o r o z a t e s e t é n az а у l e k é p e z é s , 
m e l y a y(x) = l i m y„(x), x£R k i f e j e z é s s e l v a n é r t e l m e z v e a z R i z o m e t r i á j a ; e z t 
a z i z o m e t r i á t a {y„}n=i ,2,... s o r o z a t limeszének n e v e z i k . A z R m e t r i k u s t é r 
i z o m e t r i á i n a k e g y h a l m a z á t teljesnek n e v e z z ü k , h a e l e m e i b ő l a l k o t h a t ó m i n d e n 
k o n v e r g e n s s o r o z a t l i m e s z é t t a r t a l m a z z a . 
F e l f o g j u k h a s z n á l n i a k ö v e t k e z ő k é t i s m e r t t é t e l t 9 : 
IIa R metrikus tér, píR, а {y„}n=i,2.... sorozat elemei és а у az R izometriái 
és lim öp((p„, y) = 0 , akkor lim p(y„(x), y(x)) = 0 az R minden x pontja esetén 
П-+00 n—»00 
érvényes. 
Ha R finit kompakt metrikus tér, p£R továbbá a {y„}„=it2,... sorozat elemei 
és y az R izometriái és az R minden x pontjára érvényes, hogy 
lim p(y„(x), y(x)) = 0, 
П—*оо 
akkor lim àp(y„, y) = 0. 
n—*oo 
A z e m l í t e t t k é t t é t e l a l a p j á n e g y s z e r ű e n b i z o n y í t h a t ó k a k ö v e t k e z ő m e g á l l a p í -
t á s o k : ha R finit kompakt metrikus tér és Г e tér izometriáinak egy csoportja, akkor 
a öp metrika által e csoporton indukált topológia független a p ponttól;10 Г e topoló-
giára nézve topológikus csoportot képez, amely az R tér topológikus transzformáció 
csoportja-11 A k ö v e t k e z ő k b e n a z i z o m e t r i a - c s o p o r t o k a t , a m o s t e l m o n d o t t a k a l a p -
j á n , t o p o l ó g i k u s c s o p o r t o k n a k f o g j u k t e k i n t e n i . 
M i n t s e g é d t é t e l t a l k a l m a z n i f o g j u k H . BUSEMANN e g y t é t e l é n e k k ö v e t k e z ő 
k é z e n f e k v ő k i t e r j e s z t é s é t : 1 2 
S7 Ha R finit kompakt metrikus tér, p € R és L az R izometriáinak egy teljes 
halmaza, akkor a ôp metrika segítségével a L halmazból képezett metrikus tér szin-
tén finit kompakt. 
i i . 
E g y t o p o l ó g i k u s c s o p o r t r ó l a z t m o n d j á k , h o g y v a n tetszőlegesen kicsi alcso-
portja, h a e g y s é g e l e m é n e k b á r m e l y k ö r n y e z e t e t a r t a l m a z e g y n é l t ö b b e l e m ű a l -
c s o p o r t o t . 
8
 BUSEMANN [1], 1 6 - 1 7 . 
•> BUSEMANN [1], 1 7 - 1 8 . 
10
 BUSEMANN [1], 17. 
11
 MONTGOMERY—ZIPPIN [4], 40. 
12
 BUSEMANN [1], 18. 
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R ö v i d s é g k e d v é é r t b e v e z e t j ü k a k ö v e t k e z ő e l n e v e z é s t : a z R m e t r i k u s t é r p 
p o n t j á r ó l a z t m o n d j u k , h o g y reguláris pontja a t é r n e k , h a t a l á l h a t ó o l y a n n > 0 
s z á m , h o g y 
1. a z S(p,Q) e g y s z e r e s e n k o n v e x , 
2 . m i n d e n a z S ( p , q) á l t a l t a r t a l m a z o t t m e t r i k u s s z a k a s z r e g u l á r i s , 
3 . q^S{p, g) e s e t é n v a n o l y a n 0 , h o g y 0 c c r S ^ e s e t é n S(q, aj s z i g o r ú a n 
k o n v e x , 
4 . h a r ö g z í t e t t q G S ( p , q ) e s e t é n a z e l ő z ő f e l t é t e l n e k m e g f e l e l ő y.q é r t é k e k s z u p -
r é m u m á t x(q) j e l ö l i , a k k o r i n f y.(q) n e m n u l l a . 
e e s ( p . e ) 
E d o l g o z a t e r e d m é n y e i a k ö v e t k e z ő t é t e l e n a l a p u l n a k : 
TI Ha az R finit kompakt metrikus tér konvex, nincs elágazási pontja, de tar-
talmaz legalább egy reguláris pontot és Г az R izometriáinak egy csoportja, akkor a 
Г nem rendelkezik tetszőlegesen kicsi alcsoporttal. 
N y i l v á n v a l ó , h o g y b i z o n y í t á s r a a z a z e s e t s z o r u l , m i k o r R e g y n é l t ö b b p o n t o t 
t a r t a l m a z . A b i z o n y í t á s t i n d i r e k t ú t o n v é g e z z ü k : f e l t e s s z ü k , h o g y Г r e n d e l k e z i k 
t e t s z ő l e g e s e n k i c s i a l c s o p o r t t a l . K é p e z z ü k a z R e g y r e g u l á r i s p p o n t j á v a l а Г c s o p o r t 
őp m e t r i k á j á t . I n d i r e k t f e l t e v é s ü n k k ö v e t k e z t é b e n t e t s z ő l e g e s e > 0 e s e t é n m e g a d -
h a t ó а Г o l y a n n e m - t r i v i á l i s A
€
 a l c s o p o r t j a , h o g y a Ae t e t s z ő l e g e s cp e l e m é r e é r v é n y e s 
a ö p{q>, i ) < £ ö s s z e f ü g g é s , a h o l i а Г e g y s é g e l e m é t j e l ö l i . T e k i n t v e , h o g y ô p (qо , i ) = 
= s u p p(cp(x), x)-e~"(p x\ a z e x p o n e n c i á l i s f ü g g v é n y a l a p t u l a j d o n s á g a i b ó l é s a z 
x£R 
e l m o n d o t t a k b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y t e t s z ő l e g e s £ > 0 é s 0 é r t é k e k h e z m e g a d h a t ó 
а Г o l y a n n e m - t r i v i á l i s Л
с
a l c s o p o r t j a , m e l y n e k b á r m e l y <p e l e m é r e x£S(p, (> 
e s e t é n p(q>(x), x) < £ é r v é n y e s . 
J e l ö l j e m o s t q a r e g u l a r i t á s é r t e l m é b e n a p p o n t h o z s u g á r k é n t t a r t o z ó p o z i t í v 
s z á m é s a z R t é r á t m é r ő j é n e k m i n i m u m á t . A r e g u l a r i t á s é r t e l m e z é s é b e n s z e r e p l ő 
j e l e n t é s é n e k m e g f e l e l ő e n l e g y e n y — i n f y.{q), a k k o r L e g y e n a = m i n U , - f 
CS 8 —• — . ci 
t o v á b b i a k b a n t e h á t m á r r ö g z í t e t t . T e k i n t s ü k а Г c s o p o r t n a k a z e l ő b -
b i e k b e n m á r é r t e l m e z e t t A E j „ a l c s o p o r t j á t . M e g a d h a t ó o l y a n x £ S (^p, p o n t é s 
q>£Ae>e i z o m e t r i a , m e l y e k r e <p(x)Xx é r v é n y e s ; e l l e n k e z ő e s e t b e n u g y a n i s , а Л с > 9  
m i n d e n e g y e s e l e m e a z S ( p , m i n d e n p o n t j á t v á l t o z a t l a n u l h a g y n á , é s í g y S 6 
k ö v e t k e z t é b e n Л
Е > е t i r i v á l i s a l c s o p o r t l e n n e . E g y s z e r ű e n b e l á t h a t ó , h o g y a t é t e l b e n 
s z e r e p l ő f e l t é t e l e k t e l j e s ü l é s e e s e t é n v a n o l y a n a p o n t , m e l y r e axcp(x) é s p(a, x ) = 
= a — 3 e é r v é n y e s e k . 
A b i z o n y í t á s t o v á b b i r é s z é b e n a l a p v e t ő s z e r e p e t j á t s z i k a k ö v e t k e z ő k o n s t r u k -
c i ó : h a z£R é s £ > 0 , a k k o r l e g y e n F(z, ( ) = f j G(i /c(z) , ( ) . A f e n t i e k m i a t t 
x , tp(x)fF{a, a ) , u g y a n i s t / c Ç A c > e e s e t é n p(x, ф(а))-^р(х, d) + p(a, ф(а))<ос — 3e + 
+ £ és p(q>(x), ф(а))^р(ср{х), x) + p(x, ф(a)) 3p( tp (x ) , x) + /<(x, a) + 
z
 3 
+ p(a, ф(а)) < £ + a — 3e + £ = — a « = a . S z i n t é n e g y s z e r ű e n l á t h a t ó b e , h o g y 
F(a, a) ez S(p, g). 
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L e g y e n £ a z o k n a k a £ é r t é k e k n e k i n f i m u m a , m e l y e k r e xdF(a,() é r v é n y e s . 
A z e l ő b b b i z o n y í t o t t a k s z e r i n t a ^ £ . A z F(a,() h a l m a z t a r t a l m a z z a a z x p o n t o t . 
U g y a n i s £ d e f i n í c i ó j a s z e r i n t m i n d e n £ ' > £ é r t é k h e z t a l á l h a t ó o l y a n £ , h o g y 
é s xdF(a, £ ) é r v é n y e s e k . A z u t ó b b i a k v i s z o n t a z t j e l e n t i k , h o g y i / / 6 A £ j „ 
e s e t é n p(\p(a), x ) s £ , a m i b ő l a z k ö v e t k e z i k , h o g y p(fi/(a), x ) ^ £ Ç A E > „ e s e t é n , 
v a g y i s x € £ ) . 
M e g m u t a t j u k , h o g y x n e m l e h e t b e l s ő p o n t j a a z F(a, £) h a l m a z n a k . H a u g y a n i s 
x b e l s ő p o n t j a l e n n e a z F (a, £) h a l m a z n a k , a k k o r v o l n a o l y a n <5 > 0 , h o g y S(x, ő ) c : 
a F(a, £) é r v é n y e s v o l n a , v a g y i s S(x, ô) с. S(il/ (a), £ ) m i n d e n | Д Л £ > г e s e t é n f e n n -
á l l n a ; a z S 3 a l a p j á n v i s z o n t e b b ő l a z k ö v e t k e z n e , h o g y р ( ф ( а ) , x ) ^ £ — ö m i n d e n 
i / i€A £ > ( ? e s e t é n , a m i a z t j e l e n t i , h o g y xdF(a, £ — ő); e z v i s z o n t e l l e n t m o n d £ d e f i -
n í c i ó j á n a k . 
A <p(x) p o n t s z i n t é n e l e m e a z F (a, £) h a l m a z n a k . E z e g y s z e r ű e n k ö v e t k e z i k 
S 5 a l a p j á n a b b ó l , h o g y S(\jj(a), ( ) = ф(S(a, £ ) ) é s h o g y xdF(a, £) = 
= N £) . 
A z S 4 a l a p j á n b e l á t h a t ó , h o g y F{a,() s z i g o r ú a n k o n v e x ; t e k i n t v e , h o g y — 
m i n t b e l á t t u k — a, x , qe(x) d F(a, £) f e n n á l l é s h o g y ax<p(x), t o v á b b á a + x + <p(x) 
é r v é n y e s e k , e z a r r a v e z e t , h o g y x a z F(a, £) h a l m a z n a k c s a k b e l s ő p o n t j a l e h e t . 
E z v i s z o n t e l l e n t m o n d a n n a k a m á r b i z o n y í t o t t á l l í t á s n a k , h o g y x n e m l e h e t b e l s ő 
p o n t j a e h a l m a z n a k . H e l y t e l e n v o l t t e h á t a z a f e l t e v é s , h o g y а Г c s o p o r t n a k l e h e t 
t e t s z ő l e g e s e n k i c s i a l c s o p o r t j a . 
III. 
A következőkben fel fogjuk használni az igen mély GLEASON—YAMABE-féle13 
tételt, amely a következő: 
Ha egy lokálisan bikompakt topológikus csoportnak nincs tetszőlegesen kis 
alcsoportja, akkor az LIE-csoport. 
E t é t e l b ő l e g y s z e r ű e n a d ó d i k a k ö v e t k e z ő : 
T2 Ha a finit kompakt R metrikus tér konvex, nincs elágazási pontja, de van 
legalább egy reguláris pontja és Г az R izometriáinak egy teljes csoportja, akkor Г 
LIE-csoport. 
T e k i n t e t t e l a T I t é t e l r e , c s a k a z t k e l l b e l á t n i , h o g y Г l o k á l i s a n b i k o m p a k t ; 
e z v i s z o n t a S 7 s e g é d t é t e l b ő l é s a b b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y m i n d e n finit k o m p a k t m e t -
r i k u s t é r l o k á l i s a n b i k o m p a k t . 
E g y s z e r ű e n i g a z o l h a t ó , h o g y e g y H - t é r m i n d e n p o n t j a r e g u l á r i s é s í g y f e n t i 
t é t e l ü n k b ő l a d ó d i k a k ö v e t k e z ő : 
T3 Ha R egy H-tér és Г az R izometriáinak egy teljes csoportja, akkor Г LIE-
csoport. 
A z R m e t r i k u s t e r e t homogénnek n e v e z z ü k , h a b á r m e l y k é t x é s у p o n t j á h o z 
t a l á l h a t ó a z R o l y a n cp i z o m e t r i á j a , h o g y cp(x)=y t e l j e s ü l . Н а Г a z A ö n m a g á r a 
v a l ó k ö l c s ö n ö s e n e g y é r t e l m ű l e k é p e z é s e i n e k e g y c s o p o r t j a é s a z R b á r m e l y k é t 
x é s у e l e m é h e z t a l á l h a t ó а Г o l y a n p e l e m e , h o g y p(x)=y é r v é n y e s , a k k o r a z t 
13
 GLEASON [2]: YAMABE [8]. 
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m o n d j á k , h o g y а Г c s o p o r t tranzitív a z R t é r e n . N y i l v á n v a l ó , h o g y e g y m e t r i k u s 
t é r a k k o r és c s a k a k k o r h o m o g é n , h a . l é t e z i k a z i z o m e t r i á i n a k egy r a j t a t r a n z i t í v 
c s o p o r t j a . 
F e l h a s z n á l j u k a k ö v e t e z ő ' i s m e r t t é t e l t : 1 4 
Ha az R lokálisan bikompakt topológikus tér megszámlálható bázisú és Г LIE-
csoport az R topológikus transzformáció csopotja tranzitív az R téren, akkor R 
topológiai sokaság. 
E t é t e l a l a p j á n b i z o n y í t h a t ó a k ö v e t k e z ő : 
T4 Ha az R finit kompakt metrikus tér homogén és konvex, nincs elágazási pontja, 
de van reguláris pontja, akkor R topológiai sokaság. 
T e k i n t v e , h o g y m i n d e n finit k o m p a k t m e t r i k u s t é r m e g s z á m l á l h a t ó b á z i s ú é s 
m i n t e m l í t e t t ü k , l o k á l i s a n b i k o m p a k t , a z R i s a z . H a a z R ö s s z e s i z o m e t r i á i n a k 
c s o p o r t j á t t e k i n t j ü k , a z t e l j e s és í gy T 2 m i a t t L T E - c s o p o r t , a m e l y a z R t é r e n t r a n -
z i t í v t o p o l o g i k u s t r a n s z f o r m á c i ó c s o p o r t . 
A z a l á b b i t é t e l e g y s z e r ű k ö v e t k e z m é n y e a z e l ő z ő n e k : 
T5 Minden homogén H-tér topológiai sokaság. 
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AZ EUKLIDÉS ELŐTTI MATEMATIKA FELFEDEZÉSE 
írta: VEKERDI LÁSZLÓ 
A tudománytörténetírás legnehezebb kérdései közé tartozik a matematika 
eredetének a problémája. Amíg a görög matematika élő valóság volt, BOLYAI és 
LOBACSEVSZKIJ nagy felfedezéséig, ez a kérdés nem okozott túl sok gondot . A gö-
rög matematika EuKLiDÉsszel és a PLATÓN körében kialakult magasabb geometriai 
módszerekkel kezdődött. EUKLIDÉS rakta le a görög geometria szigorú logikai-
axiomatikus alapjait, a PLATÓN körében kialakult magasabb geometria pedig a 
kúpszeletek és a geometriai hely elméletére vezetett. EUKLIDÉS ezenkívül összeköt-
tetést jelentett a platóni iskola és a hellenisztikus kor matematikája között , ameny-
nyiben a reductio ad absurdum módszerének a bevezetésével lehetővé tette az irra-
cionalitás formájában felmerült infinitézimális kérdések indirekt úton való megol-
dását. A z infinitézimális geometria területén ugyanis a görög geometria „ n e m volt 
még elég előrehaladott ahhoz, hogy direkt bizonyításokat szolgáltasson".1 így 
látta a matematika kezdeteit a múlt század közepén MICHAEL CHASLES, a kor egyik 
legnagyobb geométere. Rövid öt oldalon tekinti át a görög matematika kezdeteit, 
s azután rögtön áttér az EUKLIDÉS utáni, hellenisztikus matematikára, amit részle-
tesen ismertet, harminchét oldalon keresztül. 
A görög m a t e m a t i k a tö r t éne tének egy k i tűnő , m o d e r n összefogla lása , 2 a m i t 
a X X . század egyik l egnagyobb m a t e m a t i k u s a és ma tema t ika tö r t énésze , В. L. v a n 
der WAERDEN írt , nyolc fejezet közü l mindössze k e t t ő b e n fog la lkoz ik a hellenisz-
t ikus ma tema t ikáva l , alig ö tven o lda lon . A k ö n y v nagy része, az első h a t fejezet , 
a kora i babi loni és g ö r ö g m a t e m a t i k á r ó l szól. 
A m i k o r CHASLES írt, a k k o r a hellenisztikus ko r , beleértve a késő hel leniszt ikus, 
r ó m a i és k o r a bizánci fej lődést is, je lentet te a t u d o m á n y t . 3 A ko ra i i dők , THALÉS , 
PYTHAGORAS, legenda és mi tosz h o m á l y á b a bu rko l t , t a l án csak a m e g b í z h a t a t l a n 
kora i t rad íc ió által ki ta lál t a l a k o k vol tak . 
В. L. VAN DER WAERDEN k o r á r a a helyzet m e g f o r d u l t : a hel leniszt ikus k o r vá l t 
l egendák , val lások és mí toszok szülőjévé, amelyik csak f e n n t a r t o t t a , vagy részle-
1
 CHASLES, M.: Aperçu historique sur l'origine et te développement des méthodes en géomét-
rie. Paris 21875 (4837). 4 - 9 . 
2
 WAERDEN, B. L. van der: Science awakening. Groningen 1954. (Ontwakende wetenschap. 
Egyptische, babylonischen en griekse wiskitnde. Groningen 1950.) 
3
 L. pl. J. G. DROYSEN: Geschichte Alexanders des Grossen. Berlin 1833. — Durch Aristoteles 
war jener grossartige Empirismus ins Leben gerufen, dessen die Wissenschaft bedurfte, um des unge-
heuren Vorrates von neuem Stoff, den Alexanders Züge jedem Zweige des menschlichen Erkennens 
eroberten, Herr zu werden. ... Die eigentümliche Entwickelung des griechischen Geistes hatte bis-
her die Philosophie als den Inbegriff alles Wissens dargestellt; jetzt emanzipierten sich die einzelnen 
Richtungen des Erkennens. (Kröners Taschenausgabe. Leipzig é. n. 482—483.). 
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t e z t e , s k é s ő b b h a n y a t l á s b a v i t t e a k o r a i t u d o m á n y o s f e j l ő d é s e r e d m é n y e i t . 4 A hel -
l e n i s z t i k u s k o r a X X . s z á z a d b a n a v a l l á s t ö r t é n e t t e r ü l e t e le t t , a k o r a i i d ő k , B a b i l o n 
és a g ö r ö g h a t o d i k és ö t ö d i k s z á z a d a t u d o m á n y t ö r t é n e t í r á s é . 
A z e l ső t u d o m á n y , a m a t e m a t i k a s z ü l e t é s é n e k a m e g í t é l é s é b e n a v é l e m é n y e k 
n a g y o n e l t é r ő e k . A m a t e m a t i k a k e z d e t e i t a t ö r t é n é s z e k egy része a g ö r ö g v i l á g b a 
he lyez i , m á s o k a b a b i l o n i k u l t ú r k ö r a j á n d é k á n a k t e k i n t i k , s a m á s o d i k - h a r m a d i k 
é v e z r e d f o r d u l ó j á r a v isz ik v i ssza . 
A z e l ső i r á n y e l i n d í t ó j a PAUL TANNERY vo l t , a m á s i k i r á n y t ö b b s zá lbó l f o n ó -
d o t t össze , s m a OTTO NEUGEBAUER a l e g j e l l e g z e t e s e b b képv i se lő j e . 
PAUL TANNERY5 e r e d e t i l e g m é r n ö k vo l t s a f r a n c i a d o h á n y i p a r b a n d o l g o z o t t . 
M i n t t u d o m á n y t ö r t é n é s z n e k a k o r a i g ö r ö g t u d o m á n y me l l e t t a X V I I . s z á z a d t e r m é s z e t -
t u d o m á n y a vo l t a l e g f o n t o s a b b s z a k t e r ü l e t e . A z ő n e v é h e z f ű z ő d i k FERMÂT m ű v e i -
n e k k i a d á s a , s é le te u t o l s ó év t i zede i a m o n u m e n t á l i s ÖESCARTES-kiadással f o r r o t -
t a k ö s sze . 
S z á m o s k ö z l e m é n y é n k í v ü l h á r o m f o n t o s k ö n y v e j e l e n t m e g a g ö r ö g t u d o m á n y 
k e z d e t e i r ő l : Pour Г historié de la science hellène de Thaïes a Empédocle, P a r i s 1887. 
— La géométrie grecque. Essai critique. I. P . P a r i s 1887. — Recherches sur T histoire 
de Г astronomie ancienne, P a r i s 1893. U t ó b b i b a n a z e l ső n a g y á t t e k i n t é s t a d j a a g ö -
r ö g t u d o m á n y e g é s z é r ő l . A B e v e z e t é s b e n a g ö r ö g t u d o m á n y t ö r t é n e t é t n é g y p e r i ó -
d u s r a o s z t j a : h e l l é n t u d o m á n y (ARiSTOTELÉssel b e z á r ó l a g ) , a l e x a n d r i a i t u d o m á n y 
4
 TARN, W. W. : Hellenistic civilisation. London 31952 (4927). — Everything was ready 
for an outburst of activity, which came as soon as Alexander had in effect quadrupled the rise 
of the known world. (259.) Pár generáción keresztül páratlan tudományos virágzás következik be. 
But it contained also one of those queer contradictions of which Hellenism was full; we regard 
science as essentially European, but Hellenistic astronomy was partly due to Babylonians. (296.) 
A görögök geometrizálták a babiloni csillagászati empíriát, ez vezetett a geocentrikus rendszer 
végleges megszilárdulására. The pity of it was that, could heliocentrism have been established, it 
should have killed astrology and saved the world infinite trouble. (298). Ezzel szemben Vö. GEORG 
SARTON: A history of science. Hellenistic science and culture in the last three centuries B. C. Cam-
bridge (Mass.) 1959. 317: It is not true, as Tarn claims, that Hipparchos' rejection of heliocen-
trism assured the success of astrology, but his acceptance of the astral religion implied astrological 
possibilities. Ezenkívül SARTON szerint az astrológia előretörését a Stoa epikureizmus feletti győ-
zelme döntötte el. Viszont S. SAMBURSKY: Physics of the stoics. London 1959. éppen a stoikusok-
ban látja a modern fizika megalapozóit. Utóbbi interpretáció azonban erős ellenzésre talált. Vö. 
CH. С. GILLISPIE, Isis 49 (1958) 3 5 6 - 3 5 8 és M. E. SEESOR, Isis 51 1960, 233. - M. CLAGETT, aki 
a középkori tudomány specialistája, még a késő görög tudományban sem hanyatlást, hanem ki-
egyenlítődést lát : This leveling off was undoubtedly tied up with complicated social and political 
changes brought about in the Mediterranean area by the rise and spread of Roman power. But 
it would have taken a fine eye in the first two or even three centuries of the Christian ere to detect 
any decline in Greek science or the Greek rational spirit by an examination alone of the works of 
the best scientists. (M. CLAGETT: Greek science in antiquity. New York 1955. 115. (CLAGETT szerint 
a görög csillagászat csúcsát PTOLEMAIOS jelenti, és még asztrológiai főműve, a Tetrabiblos is „kri-
tikai szellemet sugároz". (Uo. 116.) 
Nyilvánvaló, hogy a tudománytörténetírás még az előfeltételéig sem jutott el annak, hogy 
megírható legyen a hellenisztikus kor tudománytörténete. KARL REINHARDT két könyve: Poseido-
nios. München 1921 és Kosmos und Sympathie. München 1926 mutatja, mi minden vár még ezen 
a területen tisztázásra. Először is el kell jutni a források, a kifejezések és a szavak megértéséig, vagy 
helyesebben, hogy a reinhardti metodikához hűbben fejezzük ki magunkat, a megértésük kapujáig. 
Azután újra és újra meg kell kísérelni eljutni más irányokból ugyanezekig a kapukig, anélkül, hogy 
korai szintézis csábítását követve, átlépnénk rajtuk. 
5
 TANNERY életéről és működéséről lásd Osiris 4 ( 1 9 3 8 ) Part 2 6 3 3 — 6 8 9 és Revue d'Histoire 
des Sciences 7 (1954) No. 4. 
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(EuDÉMOStól kb. i. sz. kezdetéig), görög—római tudomány (i. sz. kezdetétől kb. 
CoNSTANTiNUsig és a kommentátorok kora (i. sz. VI. század végéig). Mindegyik 
periódus kb. 300—300 évig tart. Igazán teremtő csak az első: ekkor rakják le a görög 
tudomány (és nem filozófia!) alapjait. A második periódusban már csak a mate-
matika fejlődik. „Epikureusok és stoikusok foglalkoznak ugyan fizikával, mégpedig 
sokat; de az előbbiek nézőpontja — egy általános a priori hipotézissel összeférő 
különböző magyarázatokkal szembeni teljes közömbösség — minden természettu-
dományos haladásnak a tagadását jelenti, az utóbbiaknak pedig még az alaptaní-
tásaik is ellentétesek a természettudománnyal."6 A harmadik, a görög—római 
periódus elején TANNERY szerint a stoa uralkodik, de az i. sz. III. században vissza-
fordulnak a régi mesterek, PLATÓN, ARISTOTELES, PYTHAGORAS felé. Ez az eklek-
tikus, misztikus, szinkretizmusra törekvő irány azonban nem vezet új szintézishez, 
és a CoNSTANTiNusszal kezdődő új korszak a lélek nélküli utánzás, a kompiláció, 
a kommentátorok kora lesz.7 
A négy periódusból az első, s a másodikból száz év: ez az antik világ 1200 
évéből a teremtő, a legérdekesebb korszak ; ez TANNERY nagy áttekintésének a végső 
következtetése. Közel 70 év múlva TOBIAS DANTZIG kimutatást készít a 27 leg-
jelentősebb görög matematikus születési helyéről és a fenti négy periódus szerinti 
megoszlásáról: I. e. 600 és 300 közé esik 13 matematikus 9 városból, 300 és 0 közé 
10 matematikus 5 városból, i. sz. 0 és 300 közé 4 matematikus egyetlen városból, 
Alexandriából.8 
Ma már természetesnek tűnik, hogy a görög tudomány legérdekesebb perió-
dusa az első, a hellén-korszak. TANNERY előtt azonban ezt a kort egyáltalán nem 
tartották a természettudomány és a matematika szempontjából lényegesnek: ARIS-
TOTELES szemüvegén át filozófusoknak, metafizikusoknak, titokzatos és mély értelmű 
bölcseknek tekintették a THALÉSÍÓI EMPEDOKLESig terjedő gondolkozók sorát. 
S TANNERY könyve után egyszerre „nem elérhetetlen metafizikusok többé, hanem 
tapasztalatlan tudósok, nagyon egyszerűek és éppen ezért annál merészebbek, ... 
fogalmaikban és formuláikban felhagynak minden misztikus jelleggel és gyakran 
ismerjük fel tanításaikban mai tudományunk egynémely jellegzetes tendenciáját" 
— í r j a TANNERY egyik t a n í t v á n y a , GASTON MILHAUD.9 
TANNERY ismeri fel például az eleai ZÉNÓN jelentőségét a matematika fejlődése 
szempontjából. ZÉNÓN maga nem volt matematikus, „de egyike azoknak, akik 
legtöbbet tették a matematika elvei érdekében, szigorúan körülírva a pont és a 
pillanat alapvető fogalmait" és frappáns módon alkalmazva a görög gondolkozásra 
egyébként is oly jellemző reductio ad absurdum módszerét.1 0 ZÉNÓN nem ANAXA-
GORAS vagy LEUKIPPOS ellen támad híres paradoxonaival, mint általában hiszik, 
hanem a pythagoreusok ellen. „PARMENIDÉS olyan környezetben írta művét, ahol 
mint gondolkozók, egyedül a pythagoreusok állottak köztiszteletben." ZÉNÓN pe-
dig nem a mozgás lehetetlenségét igyekszik kimutatni, hanem azt bizonyítja be, 
hogy a kontinuum nem képzelhető el indivizibilis elemek összegeként, „mert, ha 
ezeknek az elemeknek nincs semmi nagysága (grandeur), akkor összegük sem lehet, 
6
 TANNERY, P.: Recherches sur l'histoire de l'astronomie ancienne. Paris 1893. 3. 
7
 Uo. 6 - 7 . 
8
 DANTZIG, T.: The bequest of the greeks. London 1955. 14. 
9
 MILHAUD, G. : Revue des Idées 1906 No. 25 2 8 - 3 9 . 
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m á s r é s z t , h a v a n n a g y s á g u k , a k k o r , m i v e l s z á m u k v é g t e l e n , ö s s z e g ü k is v é g t e l e n 
l e n n e " . 1 1 
E g y é v t i z e d d e l TANNERY k ö n y v e e ló ' t t HERRMANN H A N K E L 1 2 m é g ú g y t a r t o t t a , 
h o g y ZÉNÓN n e m t u d o t t m e g b i r k ó z n i a v é g t e l e n és a m o z g á s k é r d é s é v e l s a g ö r ö g 
m a t e m a t i k a i t u d o m á n y o k v é g l e g s z á m ű z i k a v é g t e l e n , a v á l t o z á s é s a m o z g á s f o g a l -
m a i t . A g ö r ö g ö k i n f i n i t é z i m á l - f ó b i á j á r ó l s z ó l ó l e g e n d á t TANNERY m ű v e s e m t u d j a 
e l o s z l a t n i , m é g HEIBERGNÉL 1 3 i s t a r t j a m a g á t , a k i p e d i g TANNERY m ű v e i n e k e g y i k 
k i a d ó j a , s k i t ű n ő filológus v o l t . A z i n f i n i t é z i m á l i s s z á m í t á s f e j l ő d é s t ö r t é n e t é n e k 
m o n o g r á f u s a , OTTO TOEPLITZ, j ó l t u d j a , h o g y a g ö r ö g ö k n é l s z ó s i n c s a v é g t e l e n t ő l 
v a l ó i r t ó z á s t ó l , s ő is ZÉNÓN p a r a d o x o n a i t t e k i n t i a v é g t e l e n f o g a l m á v a l d o l g o z ó 
m a t e m a t i k a k e z d e t é n e k . ZÉNÓN „ c s a k o l y a n v é g t e l e n p r o c e s s z u s e l l e n t i l t a k o z i k , 
a m i v e l k o n t i n u u m á t f u t á s a k o r t a l á l k o z u n k " . 1 4 U g y a n e z v o l t l é n y e g é b e n TANNERY 
v é l e m é n y e i s . 
A z u g y a n c s a k 1 8 8 7 - b e n m e g j e l e n t La géométrie grecque m i n t a s z e r ű é s a t u d o -
m á n y t ö r t é n e t í r á s b a n ú t t ö r ő a n a l í z i s s e l k e z d ő d i k . M e g v i z s g á l j a a h o z z á f é r h e t ő s z ö -
v e g e k t ü k r é b e n a p r o k l o s i a d a t o k a t , s a n n a k a s e g í t s é g é v e l , a m i t m e g b í z h a t ó n a k 
t a l á l t b e l ő l ü k , a n a l i z á l j a a z e u k l i d é s i „ E l e m e k " - e t . S e z z e l e l k e z d ő d ö t t a t u d o m á n y -
t ö r t é n e t e g y i k l e g é r d e k e s e b b é s l e g f o n t o s a b b k a l a n d j a , a z „ E l e m e k " e g y e s k ö n y v e i -
n e k és t é t e l e i n e k r é s z l e t e s v i z s g á l a t a a b b ó l a s z e m p o n t b ó l , h o g y a k o r a i g ö r ö g 
m a t e m a t i k a f e j l ő d é s é n e k m e l y i k f á z i s á b a t e h e t ő k . A n e h é z s é g e t a z j e l e n t i , h o g y a 
k o r a i g ö r ö g m a t e m a t i k a e g y e s f á z i s a i t j ó f o r m á n a l i g i s m e r j ü k m á s h o n n a n , m i n t 
é p p e n a z „ E l e m e k " - b ő l . E z e n k í v ü l e g y p á r k o r a i t ö r e d é k — ARCHYTAS k o c k a -
m e g k e t t ő z é s e , é s HIPPOKRATÉS h o l d a c s k á k t e r ü l e t é r e v o n a t k o z ó v i z s g á l a t a i — és 
ARISTOTELÉS s o k , d e m a t e m a t i k a i r á n t n e m n a g y m e g é r t é s t m u t a t ó l o c u s a , s a k é s ő i 
k o m m e n t á t o r o k n a g y o n is k é r d é s e s m e g b í z h a t ó s á g ú a d a t a i á l l n a k r e n d e l k e z é s r e . 
É r t h e t ő , h a a z EUKLIDÉS e l ő t t i g ö r ö g m a t e m a t i k a r e k o n s t r u k c i ó j a t á v o l r ó l s e m 
t e k i n t h e t ő m e g o l d o t t k é r d é s n e k . E z e n a t e r ü l e t e n v a l ó m u n k a a m a t e m a t i k a i h o z z á -
é r t é s e n , a f o k o z o t t filológiai é s f o r r á s k r i t i k a i g o n d o s s á g o n k í v ü l s o k l e l e m é n y e s -
s é g e t is i g é n y e l . É s á l l a n d ó a n f e n n á l l e g y s a j á t o s c i r c u l u s v i t i o s u s v e s z é l y e : a z „ E l e -
m e k " - b ő l r e k o n s t r u á l t k o r a i g ö r ö g m a t e m a t i k a s z o l g á l k e r e t ü l a z „ E l e m e k " e g y e s 
t é t e l e i n e k a k r o n o l ó g i á j á h o z . 
TANNERY m é g c s a k n a g y j á b ó l o s z t j a f e l a z „ E l e m e k " - e t a k o r a i g ö r ö g m a t e -
m a t i k a e g y e s k o r s z a k a i k ö z ö t t . A z „ É l e m e k " - e t a d d i g a g ö r ö g e l e m i g e o m e t r i a 
t a n k ö n y v é n e k t e k i n t e t t é k , TANNERY e g y h o s s z ú t ö r t é n e l m i f e j l ő d é s filológiai j e l -
l e g ű ö s s z e f o g l a l á s á t i s m e r i f e l b e n n e , a m e l y n e k a k e z d e t e i l e g a l á b b i s a z i. е . V . s z á -
z a d k ö z e p é i g n y ú l n a k v i s s z a . TANNERY s z e r i n t m á r e k k o r l e n n i e k e l l e t t a g ö r ö g 
g e o m e t r i á b a n k é z i k ö n y v s z e r ű ö s s z e f o g l a l á s o k n a k . E z e n t ú l a HippoKRÁTÉstől f e n n -
m a r a d t t ö r e d é k a z t m u t a t j a , h o g y m á r a g ö r ö g f e l s ő b b m e n n y i s é g t a n , a k ö r z ő -
v o n a l z ó v a l m e g n e m o l d h a t ó f e l a d a t o k g e o m e t r i á j á n a k a z a l a p j a i is k é s z e n v a n n a k . 1 5 
1 1
 Uo . 255. 
1 2
 HANKEL, H. : Zur Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter. Leipzig 1874. 
13
 HEIBERG, I. L. : Geschichte der Mathematik und Naturwissenschaften im Altertum. Mün-
chen 1925. 4. 
14
 TOEPLITZ, O . : Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung. Eine Einleitung in Infinitesimal-
rechnung nach der genetischen Methode. Ers ter Band. Berlin —Gött ingen—Heidelberg 1949. 2. 
15
 TANNERY, P. : „Geometria." (1895) = Mémoires Scientifiques II. Par is 1912. 4 7 2 - 4 8 6 . 
— TANNERY megállapításai , mint á l ta lában, itt is inkább a geniális megsejtés, mint a bizonyított 
interpretáció szintjén mozognak , amit ő maga is kiemel: „ E n résumé, lés origines véritables de la 
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A h a g y o m á n y m a g á n a k HiPPOKRATÉsnek is t u l a j d o n í t o t t e g y „ E l e m e k " - e t . D e 
s e m m i t s e m m o n d arró l , m i t t a r t a l m a z h a t o t t . TANNERY j ó f o r m á n s e m m i b ő l r e k o n s t -
r u á l j a e z t a k o r a i „ E l e m e k " - e t . S z e r i n t e l e g a l á b b i s k é r d é s f e l v e t é s b e n m i n d e n t tar-
t a l m a z o t t , a m i t EUKLIDÉS „ E l e m e i " a z a r i t m e t i k a i k ö n y v e k , a V I I . , V I I I . é s I X . k i -
v é t e l é v e l m a g u k b a n f o g l a l n a k . E z e k a h i p p o k r a t é s i „ E l e m e k " p e d i g v a l ó s z í n ű l e g 
m a g á i g PYTHAGORAsig v a g y PYTHAGORAS k ö z v e t l e n t a n í t v á n y a i i g v i s s z a n y ú l ó p y t h a -
g o r e u s g e o m e t r i á r a t á m a s z k o d n a k . 1 6 
V o l t - e e n n e k m e g f e l e l ő p y t h a g o r e u s a r i t m e t i k a i s ? TANNERY s z e r i n t u g y a n i s 
a z e u k l i d é s i „ E l e m e k " a r i t m e t i k a i k ö n y v e i n e m p y t h a g o r e u s e r e d e t ű e k , a p y t h a g o -
r e u s a r i t m e t i k a e n n é l p r i m i t í v e b b k e l l e t t h o g y l e g y e n , é s m á s t i s k e l l e t t t a r t a l m a z z o n 
— l e g a l á b b i s h a a z i . s z . I . — I I . s z á z a d b ó l s z á r m a z ó n e o p y t h a g o r e u s f o r r á s o k n a k 
n é m i h i t e l t a d u n k . M e g i n t a z a k é r d é s , m i t l e h e t e l h i n n i e z e k b ő l a k é s ő i f o r r á s o k b ó l ? 
TANNERY f e l h í v j a r á a figyelmet, h o g y m á r ARISTOTELÉS k i f e j e z e t t e n a p y t h a g o r e u s o k -
n a k t u l a j d o n í t e g y , a n é g y z e t á t l ó j á n a k é s o l d a l á n a k a z i n c o m m e n s u r a b i l i t á s á r a 
v o n a t k o z ó b i z o n y í t á s t , a m i a z o n a l a p s z i k , h o g y a c o m m e n s u r a b i l i t á s e g y s z e r r e 
k ö v e t e l n é m e g u g y a n a z o n s z á m p á r o s é s p á r a t l a n v o l t á t . E z a b i z o n y í t á s , a m i Е и к -
LiDÉsbe'- is m e g t a l á l h a t ó , o l y a n s z á m f o g a l m o n a l a p s z i k , a m i a z e u k l i d é s i n é l s o k k a l 
p r i m i t í v e b b . E z a s z á m f o g a l o m l e h e t e t t a p y t h a g o r e u s a r i t m e t i k a a l a p j a . 1 7 M i n d e z 
a z o n b a n c s a k s e j t é s , é s a n y i t o t t k é r d é s e k ö z ö n é t h a g y j a m a g a u t á n . „ V o i l à , l e s 
q u e s t i o n s q u i r e s t e n t t o u j o u r s o u v e r t e s , c a r , s i j ' a i c h e r c h é à l e s d i s c u t e r , j e n ' a i 
n u l l e m e n t p r é t e n d u l e u r d o n n e r u n e s o l u t i o n d é f i n i t i v e . " 1 8 M i n d e n e s e t r e a n n y i 
g y a n í t h a t ó , f e j e z i b e TANNERY, h o g y „ e g y , e l s ő s o r b a n m i n d e n s z á m á l t a l á n o s t u l a j -
d o n s á g á t , s a z u t á n a t í z e l s ő s z á m s p e c i á l i s t u l a j d o n s á g a i t t á r g y a l ó a r i t m e t i k a t e r v e 
n e m k é p z e l h e t ő e l ARCHYTAS e l ő t t , d e f e l t é t l e n ü l m e g v a n a z ő t k ö z v e t l e n ü l k ö v e t ő 
g e n e r á c i ó b a n " . 1 9 
F o g l a l j u k ö s s z e m é g e g y s z e r a T A N N E R Y - i n t e r p r e t á c i ó c e n t r á l i s g o n d o l a t á t : 
A z „ E l e m e k " m i n d e n l é n y e g e s e r e d m é n y e és a t á r g y a l á s i m ó d i s m á r m e s s z e E U K -
LIDÉS, s ő t PLATÓN e l ő t t k é s z e n á l l , a g e o m e t r i a i k ö n y v e k a p y t h a g o r e u s m a t e m a t i k a 
g y o r s f e j l ő d é s é b ő l e m e l k e d t e k k i a z V . s z á z a d s o r á n , a z a r i t m e t i k a i k ö n y v e k A R C H Y -
TAS v a g y a z ő t k ö z v e t l e n ü l k ö v e t ő g e n e r á c i ó m ü v e i . P L A T Ó N n a k m á r s e m m i e g y é b 
s z e r e p e s e m m a r a d a g ö r ö g m a t e m a t i k a f e j l ő d é s é b e n , m i n t h o g y f e l h í v j a a figyelmet 
a t é r g e o m e t r i a i p r o b l é m á k f o n t o s s á g á r a . 
E z t a z i n t e r p r e t á c i ó s v á z a t t ö l t ö t t é k k i a X X . s z á z a d s o r á n r é s z l e t e k k e l . A h o l 
TANNERY á l t a l á n o s s á g b a n k o r o k a t é s g e n e r á c i ó k a t j e l ö l t m e g , o t t m e g k e l l e t t k e -
r e s n i a z „ E l e m e k " e g y e s k ö n y v e i h e z t a r t o z ó n e v e k e t , i l l e t v e i s k o l á k a t . A z a l á b b i a k -
b a n , m i n t e g y p é l d a k é n t a z i l y e n t í p u s ú r e k o n s t r u k c i ó k s z e r k e z e t é r e , a n a l i z á l j u k a 
m a t e m a t i k u s THEAITÉTOS „ f e l t á m a s z t á s á n a k " a t ö r t é n e t é t . 
A b b a n a z i d ő b e n , a m i k o r THEAITÉTOS, a m a t e m a t i k u s m o d e r n h í r n e v e m e g -
a l a p o z ó d o t t , a k l a s s z i k a - f i l o l ó g i á b a n U . v o n WILAMOWITZ-MOELLENDORFF i n t e r -
géométrie théor ique chez les grecs restent passablement obscures ; on peut s impliment en dire que 
le gout pou r l 'é tude des propriétés des figures parait un trait caractérist ique de la race g r e c que . . . " 
(475.) 
1 6
 A La géométrie grecque. Paris 1887. számomra n e m volt hozzáférhető . TANNERY vélemé-
nyét itt másodkézből idézem: P . -H. MICHEL: De Pythagore a Euclide. Paris 1950. 168 — 209. E z 
a könyv a kérdésre vona tkozó szakirodalmat is bőven tárgyalja a ha rmincas évek végéig. 
1 7
 TANNERY, P . : Pour l'histoire de la science Hellene. Paris 1887. 369 — 391. Appendice II. 
Sur l'arithmétique pythagorienne. 
1 8
 U o . 391. 
1 9
 Uo . 3 7 9 - 3 8 0 . 
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p r e t á c i ó s i r á n y a u r a l k o d o t t . Ő v o l t a X X . s z á z a d e l s ő f e l é n e k l e g n a g y o b b n e v ű k l a s z -
s z i k a - f i l o l ó g u s a . NIETZSCHE i n t u i t i v - i m p r e s s z i o n i s t a „ Z u k u n f t s p h i l o l o g i e " - j e e l l e n i 
é l e s t á m a d á s s a l k e z d t e g y o r s a n f e l f e l é í v e l ő p á l y á j á t . A s z á z a d e l e j é n m á r B e r l i n b e n 
p r o f e s s z o r , t e k i n t é l y e é s n é p s z e r ű s é g e ó r i á s i . D e a G E O R G E - k ö r n a g y m e g v e t é s s e l 
n é z t e m ű k ö d é s é t , s F / a / ó n - b i o g r á f i á j á t „ e i n P l a t o n f ü r D i e n s t m ä d c h e n " - n e k m i n ő -
s í t e t t e GUNDOLF. WILAMOWITZ-MOELLENDORFF MOMSEN p o z i t i v i s t a , t é n y t i s z t e l ő m ó d -
s z e r e i n n ő t t f e l . A z i n t e r p r e t á c i ó n a k a t é n y e k g o n d o s a n h a l m o z o t t t ö m e g é r e k e l l e t t 
f e l é p ü l n i . S e m m i f é l e k i t a l á l á s n a k , á l m o d o z á s n a k n e m v o l t b e n n e h e l y e . A z í g y 
m e g a l a p o z o t t i n t e r p r e t á c i ó a t e r m é s z e t t u d o m á n y h o z f o g h a t ó k o m o l y t u d o m á n y 
i g é n y é v e l l é p f e l , h a t a l o m l e s z . E g y W I L A M 0 W I T Z - M 0 E L L E N D 0 R F F - t a n í t v á n y , EVA 
SACHS d o k t o r i d i s s z e r t á c i ó j a k ö r v o n a l a z t a a m a t e m a t i k u s THEAITÉTOS a l a k j á t PLATÓN 
h a s o n l ó c í m ű d i a l ó g u s a a l a p j á n 1 9 1 4 - b e n . 2 0 
H. G. ZEUTHEN, aki matematikus volt, a modern matematikai fogalomképzés 
felől közeledett PLATÓN dialógusához, s THEAITÉTOS mesterében, THEODOROsban 
ismeri fel annak az új, nagy fontosságú matematikai elvnek a felfedezőjét, aminek 
az alapján THEAITÉTOS az „Elemek" VIE, VIII. és X. könyveit megírta. THEODOROS 
a 3-tól 17-ig terjedő nem-négyzet számok négyzetgyökeinek az irracionalitását 
ZEUTHEN szerint egy olyan új kritérium alapján bizonyítja, ami a végtelen törteken 
alapul, „servant à déterminer le plus grande commune mesure de deux nombres 
donnés: si cette opération, appliquée à des quantités générales représentées par 
des segments de droite, s 'arrête d'elle-même, les quantités seront commensurables, 
si elle se continue à l'infini, incommensurables ." 2 1 
ABEL REY THEODOROST, S r a j t a k e r e s z t ü l THEAITÉTOSÍ a p y t h a g o r e u s m a t e -
m a t i k a k é p v i s e l ő i n e k t a r t j a . 2 2 О . BECKER e g y - e g y k ü l ö n f e j l ő d é s i f o k o t f ű z a THEO-
DOROS és THEAITÉTOS n e v é h e z , 2 3 s v é g ü l B . L . VAN DER WAERDEN a p l a t ó n i d i a l ó g u s 
é s a z „ E l e m e k " X . k ö n y v e a l a p j á n r e k o n s t r u á l t a THEAITÉTOS e l v e s z e t t k ö n y v é t . 2 4 
Láttuk, hogy ZEUTHEN a VII., VIII. és X. könyvet mind THEAITÉTOS munkájá-
nak tar tot ta s ezáltal THEAITÉTOS műve elsősorban aritmetikai jelleget öltött. VAN 
der WAERDEN a VII. könyvben az ARCHYTAS előtti pythagoreus aritmetikai kézi-
könyv primitív formájá t látja és a VIII.-ban ennek folytatását. De szemben a 
VII. könyv logikai egységével, a VIII. könyvet logikai tekintetben gyengének tar t ja . 
A VIII. könyvben egy általános elvekig felemelkedni nem tudó arányelméletet 
lát, ami teljes ellentétben áll a X. könyv logikai zártságával. A X. könyvet PLATÓN 
tanítványának, THEAiTÉTOSnak tulajdonít ja. A VIIÍ. könyv szerinte a PLATÓNÍ egy 
generációval megelőző ARCHYTAS műve. A VIIÍ. könyv logikai gyengéi nem a kor 
matemat ikájának közös hibái: a VII. könyv ugyanis magas logikai készültséget 
árul el, s ARISTOTELÉS is ezen kor matematikai kézikönyveiből vonta le logikai 
szabályait. Ez a logikai lazaság ARCHYTAS sajátja, ő VAN DER WAERDEN szerint „is cons-
tantly at odds with logic, trying unsuccessfully to meet its strict demands" . 2 5 
20
 SACHS. EVA: De Theaeteto atheniensi mcithematico. Berlin 1914. 
21
 ZEUTHEN, H. G.: „Sur Г origine historique de la connaissance des quantités irrationnelles".  
Oversigt over det kgl. danske Videnskabernes Selskabs forhandlingen. Copenhague 1915.  
333-362. Idézi P. -H. MICHEL: De Pythagore a Euclide. Paris 1950. 468. 
22
 REY, A.: L'apogée de la science technique grecque. Paris 1946. 189 — 190. 
2 3
 23. BECKER, О.: „Die Lehre von Geraden und Ungeraden im neunten Buch der euklidischen 
Elemente." Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik, Astronomie und Physik. B3 
(1936), 5 3 3 - 5 5 3 . 
2 4
 WAERDEN, B. L. van der: i. m. V. és VI. lejezet. 
2 5
 Uo. 155. 
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A V I I . k ö n y v is a r á n y e l m é l e t , WAERDEN e z t t a r t j a a n n a k a p y t h a g o r e u s k é z i -
k ö n y v n e k , a m i n e k a l é t e z é s é t m á r TANNERY s e j t e t t e . WAERDEN s z e r i n t f e l t e h e t ő , 
h o g y e n n e k a z e l m é l e t n e k a k i d o l g o z á s á r a a t ö r t e k k e l v a l ó s z á m o l á s v e z e t e t t . T ö r -
t e k a h i v a t a l o s g ö r ö g m a t e m a t i k á b a n ARCHIMÉDÉS e l ő t t n e m f o r d u l n a k e l ő , d e a 
g y a k o r l a t b a n t e r m é s z e t e s e n h a s z n á l n i k e l l e t t ő k e t . A n n a k a z o k a , h o g y a t ö r t e k e t 
a z e l m é l e t b ő l k i k ü s z ö b ö l t é k , a z e g y s é g e l m é l e t i o s z t h a t a t l a n s á g a v o l t . A t ö r t e k 
f o g a l m á n a k m a t e m a t i k a i a e q u i v a l e n s e a s z á m o k a r á n y a l e t t . „ T ö r t e k l e g k i s e b b 
k i f e j e z é s e k r e v a l ó r e d u k c i ó j a h e l y é b e s z á m o k a r á n y á n a k l e g k i s e b b k i f e j e z é s e k r e 
v a l ó e g y s z e r ű s í t é s e l é p , e z t k u t a t j a e l m é l e t i l e g a V I I . k ö n y v . " 2 6 E n n e k a p y t h a g o r e u s 
a r á n y e l m é l e t n e k a g e o m e t r i a i s e g é d e s z k ö z e i t j e l e n t i k a I I . k ö n y v b i z o n y o s t é t e l e i , 
s e b b e a k e r e t b e i l l i k ARCHYTAS h í r e s k o c k a m e g k e t t ő z é s e : k é t a d o t t s z á m h o z k é t 
k ö z é p a r á n y o s s z e r k e s z t é s e . É s h o g y a z e g é s z g o n d o l a t k ö r m e n n y i r e a p y t h a g o r e u s 
v i l á g k é p s z e r v e s r é s z e , a z t s z é p e n d e m o n s t r á l j a WAERDEN a z Archytas-fé\t s z e r -
k e s z t é s z e n e e l m é l e t i m e g f e l e l ő j é r e v a l ó u t a l á s s a l . 
Ezt az egész jól kiépített pythagoreus gondolatkört egyetlen veszély fenyegette: 
az, hogy „vonalszakaszokat nem mindig lehet számokkal kifejezni, vagy pontosabban 
fogalmazva, vonalszakaszok arányai nem mindig fejezhetők ki egész számok ará-
nyaiként. Más szóval: léteznek incommensurabilis vonalszakaszok."27) Ez a tény, 
s nem pedig mint TANNERY hitte, a / 2 irracionális voltának a felfedezése vezetett 
WAERDEN szerint a görög matematika fokozódó geometrizálódására. A pythago-
reusok nagyon jól ismerték az irracionális arányokat, más oka volt, hogy a \2-t 
nem tekintették számnak: a szám definíciójához való ragaszkodásuk. „ARI'THMOS 
számot jelent, ezért egész számot, logikai szigoruk még azt sem engedte meg, hogy 
törteket vezessenek be; egész számok arányaival helyettesítették őket ."2 8 így válik 
centrális kérdéssé a görög matematikában számok és vonalszakaszok egymáshoz 
való kapcsolata. Erről szól PLATÓN THEAiTÉTOsának sokat idézett része, erről szól 
az „Elemek" X. könyve, ami WAERDEN szerint nem egyéb, mint THEAITÉTOS EUKLI-
DÉS által kissé elrontott, elveszett könyve. 
Fontossága miatt hosszan kell idéznünk WAERDENnek a X. könyvről adott 
analízisét: „Mérhetőnek (measurable) nevezünk a továbbiakban egy vonalszakaszt 
(vagy egy területet), ha commensurabilis egy rögzített e vonalszakasszal (vagy egy 
e2 négyzettel). EuKLiDÉsben a mérhető területeket kimondhatónak (expressible) 
(frrjzôç) nevezik. Másrészt azokat a vonalakat nevezik kimondható (expressible) 
vonalaknak, amelyek mérhető négyzetekre vezetnek, tehát nemcsak mérhető vonala-
kat, hanem olyan nem mérhető vonalakat is, mint a 3 ,5 , ... területű négyzetek 
oldalai, amiket THEODOROS vizsgált. Ez a terminológia egyik első következménye 
azon osztályozási elvnek, amely a vonalszakaszokat az általuk előállított négyzetek 
szerint osztályozza. Minden egyéb vonalszakaszt irracionálisnak (йЯоуос) nevez-
nek." 2 9 Ugyanez a beosztás jelentkezik PLATÓN dialógusában is, ahol THEAITÉTOS 
bizonyos vonalszakaszok incommensurabilitására a feléjük emelt négyzetekből 
következtet. S mivel bizonyos, a X. könyvben definiált irracionális vonalak esetében 
ez a vizsgálat téglalapok négyzetté alakítását követeli meg, a X. könyv felhasználja 
a II. idevonatkozó erdményeit. 
26
 Uo. 115. 
27
 Uo. 158. 
2 8
 Uo. 125. 
2 9
 Uo. 167. 
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A z e g é s z X . k ö n y v e g y s é g e s s z e l l e m ű . WAERDEN s z e r i n t m é g a z is b i z o n y í t , 
a m i a k ö n y v b ő l h i á n y z i k : t i . e g y l o g i k a i l a g o d a i l l ő a r á n y e l m é l e t , a m i ö s s z e k ö t t e t é s t 
j e l e n t e n e a X . 2 . é s 3 - b a n b e v e z e t e t t a n t a n a i r e s i s - e n a l a p u l ó c o m m e n s u r a b i l i t á s -
k r i t é r i u m é s a k é s ő b b t á r g y a l t i r r a c i o n á l i s v o n a l s z a k a s z t í p u s o k k ö z ö t t . EUKLIDÉS 
i t t a z V . k ö n y v ö n a l a p u l ó a r á n y e l m é l e t e t a l k a l m a z , a m i t THEAITÉTOS n e m h a s z n á l -
h a t o t t , m e r t a z V . k ö n y v EUDOXOS m ű v e . U g y a n c s a k n e m h a s z n á l h a t t a a r é g e b b i , 
V I I . k ö n y v á l t a l r e p r e z e n t á l t a r á n y e l m é l e t e t s e m , m e r t a z i n c o m m e n s u r a b i l i s v o n a l -
s z a k a s z o k r a n e m é r v é n y e s . 
WAERDEN s z e r i n t ARISTOTELES e g y h e l y e ( T o p i c a 158 b ) v e t f é n y t r á , m i t h a g y o t t 
i t t k i EUKLIDÉS. ARISTOTELÉS á l t a l á n o s s á g b a n b e s z é l v e a d e f i n í c i ó r ó l , m e g e m l í t i , 
h o g y „ k é t t e r ü l e t é s k é t v o n a l a k k o r a r á n y o s a k , h a a t e r ü l e t e k és a v o n a l a k a z o n o s 
a n t a n a i r e s i s s e l (ávravaíoeoic) r e n d e l k e z n e k " 3 0 . M i n t e g y i l y e n a r á n y e l m é l e t h e z 
s z ü k s é g e s e l ő z m é n y é r t h e t ő m e g a X . 1. „ M o s t m á r m i n d e n v i l á g o s — í r j a WAERDEN— 
THEAITÉTOS n y i l v á n v a l ó a n e g y a n t a n a i r e s i s - d e f i n í c i ó n a l a p u l ó a r á n y e l m é l e t t e l k e z d e t t e 
v o l t a k ö n y v é t . S z o k á s a s z e r i n t j á r v a e l , k é s ő b b f e l h a s z n á l a n d ó l e m m á k k a l i n d u l t ; 
e z e k k ö z é t a r t o z i k a X . 1. A X . 2 — 3 . t é t e l e k b e n b e v e z e t i a v é g t e l e n é s v é g e s a n t a n a i r e s i s 
e l m é l e t é t , s e g y b e n k r i t é r i u m o t n y e r k é t v o n a l s z a k a s z v a g y k é t t e r ü l e t c o m m e n -
s u r a b i l i t á s á r a . V a l ó s z í n ű , h o g y a k ö v e t k e z ő l é p é s a r r a a z a n t a n a i r e s i s - d e f i n í c i ó r a 
a l a p í t o t t a r á n y e l m é l e t v o l t , a m e l y i k r e ARISTOTELÉS c é l z o t t . EUKLIDÉS e z t a r é s z t 
k i h a g y t a , m e r t ő m á r a d o t t e g y m á s i k a r á n y e l m é l e t e t a z V . k ö n y v b e n . . . A t o v á b b i a k -
b a n THEAITÉTOS r a c i o n á l i s m e n n y i s é g e k r e é s a r á n y a i k r a v o n a t k o z ó e l m é l e t é t f e j -
t e t t e k i a r á n y e l m é l e t e a l a p j á n ( X . 4 , 5 . é s 9 — 1 3 . ) . E b b e n a r é s z b e n EUKLIDÉS a b i z o -
n y í t á s o k a t m á s o k k a l c s e r é l t e f e l , a m i k e t ARCHYTAS é s i s k o l á j á n a k a z e r e d m é n y e i b ő l 
k ö l c s ö n z ö t t . A k ö v e t k e z ő f ő r é s z é t a X . k ö n y v n e k , a m i a 1 3 - f é l e i r r a c i o n á l i s v o n a l l a l 
f o g l a l k o z i k , g y a k o r l a t i l a g v á l t o z a t l a n u l h a g y t a E U K L I D É S . " 3 1 
E z e k a h o s s z ú i d é z e t e k n a g y o n j e l l e m z ő e k n e m c s a k EUKLIDÉS, h a n e m — s a 
m i s z e m p o n t u n k b ó l e z a f o n t o s a b b — VAN DER WAERDEN m u n k a m ó d s z e r é r e i s . 
M á r k é t a l g e b r i s t a g e n e r á c i ó n ő t t f e l a Moderne Algebra32 k r i s t á l y t i s z t a v o n a l v e z e t é s ű 
f e j e z e t e i n : a s z á m f o g a l o m r ö v i d , h a l m a z e l m é l e t i b e v e z e t é s e — k ö z e l í t é s e a c s o p o r t -
e l m é l e t e n á t a h h o z , a m i t a z a l g e b r a é r t a s z á m f o g a l m á n — , a z u t á n a g y ű r ű k é s t e s t e k 
t o v á b b i b e s z ű k í t é s é n á t v i t t s z á m o k n a k m i n t a „ f e l é j ü k e m e l h e t ő " m a g a s a b b k é p -
z ő d m é n y e k n e k , p o l i n o m o k n a k r é s z l e t e s v i z s g á l a t a — m i n d e z t THEAITÉTOS s e m 
é p í t h e t t e v o l n a f e l l o g i k u s a b b a n , s PLATÓN b i z o n y o s a n n a g y o n m e g l e t t v o l n a e l é -
g e d v e v e l e . 
WAERDEN THEAiTÉTOsa a csúcsát jelenti annak a gazdag lehetőségeket nyújtó 
interpretációs iránynak, ami TANNERYŐŐI indult ki. 
E n n e k a z i n t e r p r e t á c i ó s i r á n y n a k a n a g y e r e d m é n y e i k ö z é k e l l s o r o l n u n k a 
b a b i l o n i m a t e m a t i k a f e l f e d e z é s é t i s , j ó l l e h e t e r d m é n y e i e l l e n t m o n d á s b a n l á t s z a n a k 
l e n n i A m a t e m a t i k a k e z d e t e i r ő l TANNERY á l t a l k i a l a k í t o t t k é p p e l . WAERDEN k i t ű n ő e n 
i s m e r i a b a b i l o n i m a t e m a t i k á t s n e k i s i k e r ü l t e g y s é g e s k é p p é ö t v ö z n i e a m a t e m a t i k a 
k o r a g ö r ö g e r e d e t é n e k e l m é l e t é t a b a b i l o n i k e z d e t t e ó r i á j á v a l . S z e r i n t e a g ö r ö g ö k 
a b a b i l o n i a k t ó l v e s z i k d ö n t ő m a t e m a t i k a i i n s p i r á c i ó i k a t , m é g i s m á r n a g y o n k o r á n , 
a z ö t ö d i k s z á z a d f o l y a m á n , a h o g y TANNERY t a r t o t t a v o l t , k i a l a k í t j á k A b a b i l o n i t ó l 
a n n y i r a e l t é r ő s z e l l e m ű é s f o r m á j ú m a t e m a t i k á j u k a t . 
3
° Uo. 177. 
3 1
 31. Uo. 179. 
3 2
 WAERDEN, B. L. van der: Moderne Algebra /. Berlin 4936 31950. 
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M a m á r k ö z i s m e r t a m e z o p o t á m i a i k u l t ú r a f e l f e d e z é s é é r t f o l y t a t o t t m á s f é l 
é v s z á z a d o s k ü z d e l e m . K e v é s b é i s m e r e t e s a z a h a r c , a m i t F R A N Z XAVER KUGLER 
SJ . , a b a b i l o n i a s z t r o n ó m i a e g y i k l e g n a g y o b b i s m e r ő j e f o l y t a t o t t a s z á z a d e l e j é n 
a p á n b a b i l o n i s t á k e l l e n . U t ó b b i i r á n y k é p v i s e l ő i a GilgamesAegenáakör é s n é h á n y 
s z a k m a i é k í r á s o s t á b l a m e g f e j t é s e a l a p j á n n e m c s a k a B i b l i á t , h a n e m a z e g é s z m o d e r n 
t u d o m á n y o s f e j l ő d é s a l a p j a i t , c s i l l a g á s z a t o t , m a t e m a t i k á t , o r v o s t u d o m á n y t B a b i l o n -
b ó l k í s é r e l t é k m e g l e v e z e t n i . K U G L E R l e g f ő b b b ű n e a p á n b a b i l o n i s t á k s z e m é b e n a z 
v o l t , h o g y a m i t o l ó g i á t é s a t u d o m á n y t s z i g o r ú a n s z é t v á l a s z t o t t a : n e m v e z e t o l y a n 
k ö n n y ű ú t a c s i l l a g - m i t o s z o k t ó l a c s i l l a g á s z a t h o z — h a n g o z t a t t a — , m i n t a h o g y a z t 
a p á n b a b i l o n i s t á k h i s z i k . N e m l e h e t HIPPARCHOS f e l f e d e z é s é n e k a l a p j a i t B a b i l o n b a n 
m e g t a l á l n i . A b a b i l o n i c s i l l a g á s z a t n e m é v e z r e d e s , h a n e m a z i . e . u t o l s ó h é t é v s z á z a d -
b a n f e j l ő d ö t t k i . A - b a b i l o n i t u d o m á n y m e g é r t é s é t c s a k k o m o l y a s s z i r o l ó g i a i , m a t e -
m a t i k a i é s c s i l l a g á s z a t i t u d á s b i r t o k á b a n l e h e t r e m é l n i , t a n í t o t t a K U G L E R . 3 3 
KUGLER a t y a ö r ö k s é g é t : a B r i t i s h M u s e u m a g y a g t á b l á i r ó l k é s z í t e t t m á s o l a t a i t 
é s a z a s s z i r o l ó g i a i s m a t e m a t i k a i t u d á s e g y e s í t é s é t O T T O NEUGEBAUER v e t t e á t . 
O T T O NEUGEBAUER G ö t t i n g á b a n t a n u l t m a t e m a t i k á t , ő a d t a k i FÉLIX K L E I N 
h í r e s f e l o l v a s á s a i t a X I X . s z á z a d m a t e m a t i k á j á r ó l . 3 4 NEUGEBAUER u g y a n a z t t e t t e 
a b a b i l o n i t u d o m á n y é r t , m i n t TANNERY a k o r a i g ö r ö g t u d o m á n y é r t : k i m u t a t t a e g y 
a d d i g e l s ő s o r b a n m i s z t i k u s n a k é s filozofikusnak t a r t o t t f e j l ő d é s r ő l , h o g y s z i g o r ú , 
e g z a k t s m e g l e p ő e n m o d e r n f o g a l m a k k a l d o l g o z ó t u d o m á n y r e j l i k m ö g ö t t e . 
A z t m á r r é g e n t u d t á k , h o g y M e z o p o t á m i á b a n n a g y o n k o r á n , m é g a s u m é r 
k o r s z a k b a n , a z é k í r á s f e l f e d e z é s é v e l k ö r ü l b e l ü l e g y i d ő b e n b e v e z e t t e k e g y h a t v a n a s 
s z á m r e n d s z e r t , a m i n e k a s e g í t s é g é v e l a z a l a p m ű v e l e t e k e l v é g e z h e t ő e k v o l t a k . A s z á m -
r e n d s z e r a z o n b a n n e m v o l t k ö v e t k e z e t e s , m e r t e g y r é s z t k e r e s z t e z ő d ö t t a t í z e s s z á m -
r e n d s z e r r e l , m á s r é s z t k é t é r t e l m ű e k a s z á m j e g y e i , m e r t a k o r a i i d ő k b e n h i á n y z i k 
a s z á m j e g y e k k ö z ü l a n u l l a . S e g y é b k é n t s e m j u t n a k k é p l e t e k h e z , á l t a l á n o s a l g o r i t -
m u s h o z , m e r t a t á b l á z a t a i k u g y a n a z o n t í p u s b a t a r t o z ó e g y e d i f e l a d a t o k f e l s o r o l á s á -
b ó l á l l a n a k . S o k s z o r v a l ó s z í n ű l e g n e m e g y e b e k i s k o l a i g y a k o r l a t o k n á l . 3 5 
NEUGEBAUER é p p e n e z e k b e n A h i b á k b a n i s m e r i f e l A s u m é r s z á m r e n d s z e r l e g -
n a g y o b b e l ő n y é t . V a l ó b a n , a n u l l a n e m f o r d u l e l ő b e n n e , s e z a t é n y h a t á r o z a t l a n 
h e l y é r t é k r e n d s z e r t e r e d m é n y e z — a m i t í z e s s z á m r e n d s z e r ü n k h a t á r o z o t t , a b s z o l ú t 
h e l y é r t é k r e n d s z e r é v e l s z e m b e n . E b b e n a h a t á r o z a t l a n h a t v a n a s s z á m r e n d s z e r b e n 
„ e l v i l e g m i n d e n s z á m j e g y e t s z o r o z n i l e h e t 6 0 e g y t e t s z ő l e g e s p o z i t í v v a g y n e g a t í v 
h a t v á n y á v a l , a n é l k ü l , h o g y e z a s z á m í r o t t k i f e j e z é s é n v á l t o z t a t n a " . 3 6 A z e g y e s 
s z á m j e g y e k h e l y é r t é k é t c s a k a s z á m o l á s ö s s z e f ü g g é s é b ő l l e h e t e l d ö n t e n i . E z á l t a l 
o l y a n s z á m r e n d s z e r á l l e l ő , a m e l y p á r a t l a n u l a l k a l m a s a t ö r t e k k e l v a l ó s z á m o l á s r a . 
Н а а e g é s z s z á m , a k k o r a n n a k , h o g y — v é g e s h a t v a n a d o s t ö r t k é n t l e g y e n e l ő á l l í t h a t ó , 
а 
s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l e a z , h o g y a = 2"3"5y a l a k ú l e g y e n . A z i l y e n s z á m o k a t 
NEUGEBAUER r e g u l á r i s o k n a k , A n e m i l y e n e k e t i r r e g u l á r i s o k n a k n e v e z i . A z — t ö r t 
j e l z é s é r e a z а j e l ö l é s t v e z e t i b e . а 
3 3
 KUGLER, F.-X. S. J . : Im Bannkreis Babels. Panbabylonistische Konstruktionen und Reli-
gionsgeschichtliche Tatsachen. Müns te r i. W. 1910. 
3 4
 KLEIN, F . : Vorlesungen über die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert, Berlin 1926. 
3 5
 MEISSNER, В . : Babylonien und Assyrien II. Heidelberg 1924. 386—7. 
3 6
 NEUGEBAUER, O . : Vorlesungen über Geschichte der antiken mathematischen Wissenschaf-
ten. I. Vorgriechische Mathematik. Berlin 1934. 5. 
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S e b b e n a z i n t e r p r e t á c i ó b a n a z a d d i g i s k o l a i g y a k o r l a t o k n a k t a r t o t t s z á m t á b l á k 
m i n t r e c i p r o k t á b l á k l e p l e z ó ' d n e k le , o l y a n s z á m o k l i s t á i , a m e l y e k n e k s z o r z a t a m i n d i g 
h a t v a n , a z a z a z e g y s é g . B e l e é r t v e t e r m é s z e t e s e n m i n t m i n d i g e g y 6 0 v a l a m e l y h a t v á -
n y á v a l t ö r t é n ő s z o r z á s t : e g y n s z á m u g y a n i s n e m k ü l ö n b ö z t e t h e t ő m e g n-6Qk s z á m -
t ó l . E z e k n e k a r e c i p r o k t á b l á k n a k a c é l j a o s z t á s : e g y b s z á m o t ú g y o s z t a n a k e g y a 
s z á m m a l , h o g y s z o r o z n a k â - v a l . A t á b l á k k i f e j e z e t t e n m u t a t j á k , h o g y a s u m é r 
m a t e m a t i k u s o k t i s z t á b a n v o l t a k a z i r r e g u l á r i s s z á m o k k i v é t e l j e l l e g é v e l : 7 ig i n u — 7 
n e m o s z t , j e g y z i m e g p l . e g y i l y e n t á b l a . 3 7 
NEUGEBAUER f e l i s m e r i a s z á m l i s t á k t ö r v é n y s z e r ű s é g é t . A s z á m o k m i n d 2*3ß5r  
a l a k ú a k , s e b b ő l a f e l t é t e l b ő l e g y s z e l l e m e s g e o m e t r i a i r e p r e z e n t á c i ó s e g í t s é g é v e l 
t e s z i é r t h e t ő v é a r e c i p r o k t á b l á k e l ő á l l í t á s i m ó d j á t . 3 8 A t á b l á k s z o r z á s r a é s g y ö k -
v o n á s r a i s a l k a l m a s a k , é s a s u m é r m a t e m a t i k u s o k i l y e n s z á m o l á s i s e g é d e s z k ö z ö k 
b i r t o k á b a n n e m h a b o z t a k t e r ü l e t e k b ő l v o n a l a k a t k i v o n n i , v a g y t e r ü l e t e k e t ö s s z e -
s z o r o z n i , „ a m i t a n a g y o n ó v a t o s EUKLIDÉS s o h a s e m t e t t v o l n a m e g " . 3 9 
„ E z a t á b l a r e n d s z e r , a h o g y m á r i . e . 1 8 0 0 - b a n l é t e z e t t , e g y m a g á b a n a z e g é s z 
a n t i k v i t á s s z á m o l ó i f e l é h e l y e z t e v o l n a a b a b i l o n i a i k a t . 1. s z . 3 5 0 é s 4 0 0 k ö z ö t t a z 
a l e x a n d r i a i THEON m a g y a r á z a t o k o l d a l a i t f ű z i PTOLEMAIOS h a t v a n a s s z á m r e n d s z e r -
b e n v é g z e t t s z á m í t á s a i h o z A l m a g e s t - j é h e z í r o t t k o m m e n t á r j a i b a n . E g y b a b i l o n i 
t e m p l o m b i r t o k á n a k a d m i n i s z t r á c i ó s í r n o k a 2 0 0 0 é v v e l THEON e l ő t t j o g g a l c s o d á l -
k o z o t t v o l n a i l y e g y s z e r ű t e c h n i k á r a v e s z t e g e t e t t a n n y i s o k s z ó n . " 4 0 U g y a n í g y s z á m -
t á b l á k b a n f e j e z i k k i a b a b i l o n i m a t e m a t i k u s o k a Pythagoras-tételt i s , m á s f é l é v -
e z r e d d e l PYTHAGORAS e l ő t t . „ M i n d e z e k a p r o b l é m á k — í r j a NEUGEBAUER — v a l ó -
s z í n ű l e g s o h a s e m v o l t a k é l e s e n e l v á l a s z t v a o l y a n m ó d s z e r e k t ő l , a m e l y e k e t m i m a 
a l g e b r a i n a k n e v e z ü n k . A z e g é s z c s o p o r t k ö z é p p o n t j á b a n a k é t i s m e r e t l e n ű m á s o d -
f o k ú e g y e n l e t m e g o l d á s a á l l . " 4 1 
T i p i k u s a z 
XX — 1 x+x = b 
p r o b l é m a . S z á m o s e s e t e v a n , l e g f o n t o s a b b „ a z A t í p u s — í r j a NEUGEBAUER — , a m i t 
n o r m á l a l a k n a k n e v e z e k : k é t s z á m o t k e l l t a l á l n i h a a , s z o r z a t u k é s b, ö s s z e g ü k v a g y 
k ü l ö n b s é g ü k a d o t t . S z á m t a l a n p é l d a c é l j a n y i l v á n v a l ó a n a z , h o g y m e g t a n í t s a a 
b o n y o l u l t a b b k v a d r a t i k u s p r o b l é m á k n a k e m e n o r m á l a l a k o k r a v a l ó t r a n s z f o r m á l á s á t 
x-y = a 
x±y = b, 
a m i b ő l a m e g o l d á s m i n t 
" T + F d ) * 4 0 j 
37
 Uo. 8. 
3 8
 Uo. 9 - 1 1 . 
3 9
 WAERDEN, B. L. van der: Science awakening. Groningen 1954. 72. 
40
 NEUGEBAUER, О.: The exact sciences in antiquity. Providence, Rhode Island 4957. 34—35. 
41
 Uo. 40. 
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a d ó d i k a k é t e r e d e t i e g y e n l e t e t k é t l i n e á r i s 
x±y = b 
e g y e n l e t r e t r a n s z f o r m á l v a . M á s s z ó v a l , a n é g y z e t e s e g y e n l e t e t n o r m á l a l a k j á r a r e d u -
k á l n i a n n y i t j e l e n t , m i n t l i n e á r i s e g y e n l e t e k l e g e g y s z e r ű b b r e n d s z e r é r e h o z n i . " 4 2 
A m a t e m a t i k a i t á b l á k g o n d o s t a n u l m á n y o z á s a m e g m u t a t t a , „ h o g y a r é g e n 
i s m e r t é s s a j á t s á g o s a n p r i m i t í v e g y i p t o m i m a t e m a t i k a é s a l e g é l e s e b b l o g i k a i 
a n a l í z i s s e l á t d o l g o z o t t g ö r ö g m a t e m a t i k a m e l l e t t l é t e z e t t a m e d i t e r r á n k u l t ú r k ö r b e n 
m é g e g y h a r m a d i k m a t e m a t i k a i i d e a v i l á g is : a b a b i l o n i m a t e m a t i k a a l g e b r a i f o g a l o m -
k é p z é s e " . 4 3 
H o v á l e t t e z a k o r a i a l g e b r a ? E r r e i s NEUGEBAUER v á l a s z o l t l e g h a t á r o z o t t a b -
b a n , s ó't k ö v e t t e v a n d e r WAERDEN: e z a b a b i l o n i a l g e b r a ö l t ö z ö t t á t g e o m e t r i a i 
f o r m á b a a - g ö r ö g m a t e m a t i k á b a n . A k é r d é s t ö r t é n e t e h o s s z ú s m i n t a g ö r ö g m a t e m a -
t i k a t ö r t é n e t í r á s á b a n m a j d n e m m i n d e n , e z i s TANNERYre n y ú l i k v i s s z a . 
TANNERY m á r 1 8 8 2 - b e n f e l i s m e r i , 4 4 h o g y a m á s o d f o k ú p r o b l é m á k n a k a I I . 
k ö n y v b e n t a l á l h a t ó m e g o l d á s a i , a h o l a z i s m e r e t l e n e k , m i n t h o s s z ú s á g o k , a s z o r z a t a i k 
p e d i g m i n t f e l ü l e t e k j e l e n t k e z n e k , s a m e l y p r o b l é m á k a t m i x2-\-px-\-q = 0 e g y e n l e t 
a l a k j á b a n í r j u k f e l , m é g a l e g e l s ő p y t h a g o r e u s o k r a k e l l v i s s z a n y ú l j a n a k . U g y a n e z e k -
n e k a p r o b l é m á k n a k a V I . k ö n y v b e n v a l ó m e g i s m é t l é s e a z é r t v á l t s z ü k s é g e s s é , 
m e r t a g ö r ö g m a t e m a t i k a k e z d e t é n f e l f e d e z t é k , h o g y n e m m i n d e n h o s s z ú s á g - ö s s z e -
h a s o n l í t á s f e j e z h e t ő k i e g é s z s z á m o k a r á n y á v a l , n e m m i n d e n h o s s z ú s á g m é r h e t ő 
ö s s z e e g y m á s s a l . É r t h e t ő , h o g y ez a p y t h a g o r e u s o k s z á m á r a , a k i k a d o l g o k l é n y e g é n e k 
a z e g é s z s z á m o k a t t e k i n t e t t é k — u n v é r i t a b l e s c a n d a l e l o g i q u e , u n e r e d o u t a b l e 
p i e r r e d ' a c h o p p e m e n t v o l t . 4 5 H a v a l a m i t , h á t e z t a f e l f e d e z é s t é r d e k ü k b e n á l l o t t 
e l t i t k o l n i , s s z á m ű z n i a h o n n a n c s a k l e h e t e t t a k é t e s m e n n y i s é g e k e t . E z t ö r t é n i k 
a m á s o d i k k ö n y v b e n , a h o l t e r ü l e t e k ö s s z e a d á s á v a l v a g y k i v o n á s á v a l o l d v a m e g 
à p r o b l é m á k a t , e l k e r ü l i k a v o n a l a k k i v o n á s a k o r , i l l . a r á n y b a á l l í t á s a k o r f e l m e r ü l ő 
n e h é z s é g e k e t . 4 6 D e a g ö r ö g m a t e m a t i k a n e m a m i a l g e b r á n k h o z h a s o n l ó m ó d o n 
a l k a l m a z t a e z e k e t A g e o m e t r i a i s z á m o l á s i e s z k ö z ö k e t . TANNERY é p p e n a z t h a n g -
s ú l y o z t a , h o g y m i l y e n k ü l ö n b s é g v a n u g y a n a z o n p r o b l é m á k n a k a g ö r ö g é s m o d e r n 
m e g o l d á s a k ö z ö t t . A g ö r ö g „ s z e r k e s z t é s e k n e m e g y e n l e t e k m e g o l d á s a i , a g ö r ö g ö k 
ú g y l á t s z i k , s o h a s e m l á t t a k m á s t a z e g y e n l e t e k b e n , m i n t k o n k r é t v a g y i l y e n n e k 
f e l t é t e l e z e t t m e n n y i s é g e k k ö z ö t t f e n n á l l ó v a l ó d i r e l á c i ó k a t . É p p e z é r t n á l u k a z i s m e r e t -
l e n n e k c s a k e g y e t l e n é r t é k e l e h e t e t t " , a m i t n e m l e h e t a m i m á s o d f o k ú e g y e n l e t ü n k 
g y ö k e i v e l ö s s z e h a s o n l í t a n i . 4 7 
4 2
 U o . 4 0 - 4 1 . 
4 2
 NEUGEBAUER, О . : Vorgriechische Mathematik, 2. — E b b e n a tekinte tben a The exact sci-
ences in antiquity fe l fogása egészen más. A Vorgriechische Mathematik a kü lönbségekre helyezte 
a súlyt, az Exact sciences a t u d o m á n y o s fejlődés vál tozat lan jellegű vona tkozása i ra . N e m lehet 
figyelmen kívül hagyni , anélkül , hogy bármiféle közvetlen ha tás ra g o n d o l n á n k , azt a tényt , hogy 
a nyugat i tör ténet í rás a két könyv k iadása közöt t ugyanezt az a lakulás i tendenciát m u t a t t a : a kul -
t ú r k ö r elmélettől az ideatör ténet felé. 
4 4
 TANNERY, P . : „De la solution géométrique des problèmes du second degré avant Euclide." 
(1882) = Mémoires Scientifiques I. Paris 1912. 2 5 4 - 2 8 0 . 
4 5
 U o . 268. 
4 6
 U o . 257 és 263. 
4 7
 U o . 280. 
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H . G . ZEUTHEN l á t s z ó l a g e g é s z e n k i s m ó d o s í t á s t v i t t b e TANNERY i n t e r p r e t á -
c i ó j á b a , é p p e n m e r t a I I . é s V I . k ö n y v g e o m e t r i a i s z á m o l á s a é s a m a i a l g e b r a k ö z ö t t i 
h a s o n l a t t e v é s n e k n e m t u d o t t e l l e n á l l n i . C s a k n e m m i n d e n t á t v e s z TANNERY é r t e l m e z é -
s é b ő l . E l f o g a d j a a z i n c o m m e n s u r a b i l i t á s f e l f e d e z é s e k ö v e t k e z t é b e n b e á l l í t o t t „ b o t r á n y " 
e l m é l e t é t s a z t a f e l t e v é s t , h o g y a p y t h a g o r e u s o k a z í g y e l ő á l l í t o t t n e h é z s é g e k e l k e r ü -
l é s é r e g e o m e t r i a i a r i t m e t i k á j u k t o v á b b f e j l e s z t é s e k é n t a l a k í t j á k k i a m á s o d i k k ö n y v -
b e n l e í r t g e o m e t r i a i s z á m o l á s t . N e m v e t i k e l e z t a s z á m o l á s i m ó d o t a z i n c o m m e n -
s u r a b i l i t á s n a k EUDOXOS á l t a l i l e g y ő z é s e u t á n s e m — s i t t l é p t ú l TANNERY ó v a t o s 
i n t e r p r e t á c i ó j á n — , m e r t f e l i s m e r i k , h o g y o l y a n j e l r e n d s z e r t ( Z e i c h e n s p r a c h e ) a l a k í -
t o t t a k k i b e n n e , a m i u g y a n a z o k a t a f e l a d a t o k a t k é p e s m e g o l d a n i , m i n t a m i a l g e b -
r á n k , m í g a z u t ó b b i n e m l é p t ú l m á s o d f o k ú k i f e j e z é s e k t á r g y a l á s á n . A z így k i a l a k í t o t t 
g e o m e t r i a i a l g e b r á j u k é p p e n a m i m á s o d f o k ú e g y e n l e t e i n k m e g o l d á s á r a a l k a l m a s . 4 8  
Z e u t h e n g e o m e t r i a i a l g e b r a h i p o t é z i s é t „Die Lehre von den Kegelschnitten im Alter-
tum" ( K o p p e n h a g e n 1 8 8 6 ) c í m ű m ű v é b ő l l e h e t l e g j o b b a n m e g é r t e n i . A k ú p s z e l e t e k 
t á r g y a l á s á h o z a g ö r ö g ö k n e k is a n a l i t i k u s s e g é d e s z k ö z ö k r e v o l t s z ü k s é g ü k , é s ZEUTHEN 
a n a l i t i k u s s e g é d e s z k ö z ö k ö n m a g á t ó l é r t h e t ő d ő e n a n a l i t i k u s g e o m e t r i á t é r t . T e r -
m é s z e t e s n e k v e s z i , h o g y a g ö r ö g ö k m á r a l k a l m a z z á k a k o o r d i n á t a r e n d s z e r t , h a a 
f o g a l m a t e x p l i c i t e n e m is v e z e t i k b e . „ A k o o r d i n á t á k a t a z o n b a n m i a z a l g e b r á v a l 
e g y ü t t h a s z n á l j u k , s e z t a g ö r ö g ö k n e m i s m e r t é k . M e g k e l l t e h á t v i z s g á l n i , m i l é p 
n á l u k a k o o r d i n á t á k h a s z n á l a t á n á l , v a l a m i n t m á s v i z s g á l a t o k n á l is , a h o l m i m o s t 
a z a l g e b r á t h a s z n á l j u k , a z a l g e l y a h e l y é b e . " ZEUTHEN s z e r i n t e r r e a c é l r a k é t s e g é d -
e s z k ö z t h a s z n á l t a k : a z a r á n y e l m é l e t e t é s a g e o m e t r i a i s z e r k e s z t é s e k k e l v a l ó s z á m o l á s 
m ó d s z e r é t , a m i n t a z a z „ E l e m e k " I I . k ö n y v é b e n j e l e n t k e z i k . A z a r á n y e l m é l e t a z o n -
b a n a z i n c o m m e n s u r a b i l i t á s f e l f e d e z é s e u t á n n e h é z h e l y z e t b e j u t o t t , s m í g EUDOXOS 
k i n e m b ő v í t i a s z á m f o g a l m a t a z i r r a c i o n á l i s s z á m o k d e f i n í c i ó j á v a l , a d d i g a z a r á n y -
e l m é l e t n e m v o l t á l t a l á n o s m e n n y i s é g e k r e ( v a l ó s s z á m o k r a ) a l k a l m a z h a t ó . E z é r t 
e g y m á s f é l e , „ b i z o n y o s h a t á r o k k ö z ö t t t e l j e s e n á l t a l á n o s m e n n y i s é g e k r e is a l k a l -
m a z h a t ó " j e l b e s z é d e t a l a k í t o t t a k k i , a g e o m e t r i a i s z e r k e s z t é s e k k e l t ö r t é n ő s z á m o l á s 
m ó d s z e r é t . E z t a m ó d s z e r t a z i n c o m m e n s u r a b i l i t á s f e l f e d e z é s e n e m z a v a r t a . A z í g y 
k i a l a k u l t m ó d s z e r t j o g g a l l e h e t e t t ZEUTHEN s z e r i n t g e o m e t r i a i a l g e b r á n a k n e v e z n i , 
m e r t ez , m i n t a z a l g e b r a , a l k a l m a s á l t a l á n o s m e n n y i s é g e k k e l v a l ó m u n k á r a é s a 
k ö z ö n s é g e s b e s z é d t ő l k ü l ö n b ö z ő e s z k ö z ö k e t h a s z n á l e l j á r á s a i s z e m l é l e t e s s é t é t e l é r e . 
E z a g e o m e t r i a i a l g e b r a EUKLIDÉS k o r á r a o l y a n f e j l e t t s é g e t é r t e l , h o g y u g y a n a z o n 
f e l a d a t o k m e g o l d á s á r a v o l t k é p e s , m i n t a m i a l g e b r á n k , a m í g e z e k a f e l a d a t o k n e m 
m e n n e k t ú l m á s o d f o k ú k i f e j e z é s e k e n . 4 9 
Ö s s z e f o g l a l v a , h a a g ö r ö g k ú p s z e l e t - e l m é l e t e t a n a l i t i k u s g e o m e t r i á n a k t e k i n t -
j ü k , a k k o r a z „ E l e m e k " I I . é s V I . k ö n y v é b e n m e g a d o t t s z e r k e s z t é s e k f e l f o g h a t ó k 
e g y e h h e z s z ü k s é g e s g e o m e t r i a i a l g e b r a k é n t . S h a a p r e m i s s z a n e m á l l ? H a a g ö r ö g 
k ú p s z e l e t - e l m é l e t n e m t e k i n t h e t ő a n a l i t i k u s g e o m e t r i á n a k ? A k k o r a n n a k s i n c s 
s e m m i é r t e l m e , h o g y a I I . é s V I . k ö n y v e t v a l a m i f é l e a l g e b r á n a k i n t e r p r e t á l j u k . 
ZEUTHEN t e r m é s z e t e s n e k v e t t e , h o g y a g ö r ö g k ú p s z e l e t - e l m é l e t a n a l i t i k u s g e o m e t r i á -
n a k t e k i n t h e t ő , s é p p e z é r t a l g e b r á s í t o t t a a g ö r ö g s z e r k e s z t é s e s s z á m o l á s t . A k é s ő b b i 
m a t e m a t i k a t ö r t é n é s z e k n e m v e s z i k e z t i l y e n t e r m é s z e t e s n e k . H . D E VRIES s z e r i n t 
a n a l i t i k u s g e o m e t r i a a X I X . s z á z a d e l ő t t e g y á l t a l á n n e m l é t e z i k . 5 0 U g y a n e z a v é l e -
4 8
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ménye R. TATONnak51 is. Az analitikus geometria történetének monográfusa, 
C. B. BOYER szerint sem lehet a görögöknél analitikus geometriáról beszélni, az analiti-
kus geometria a szimbolikus algebra kifejlődését feltételezi s a görögöknek erről még 
csak fogalmuk sem volt.52 Ezt a nehézséget a görög analitikus geometria létezését 
védő matematikatörténészek is érzik, pl. J. L. COOLIDGE, aki a görög kúpszelet-
elmélet legfontosabb segédeszközének nem az algebrai geometriát tekinti, hanem 
az eudoxosi arányelméletet.53 
Amint a fentebb ismertetett interpretációkból kitűnik, a geometriai algebra 
kérdése nem választható el a görög analitikus geometria kérdésétől. A geometriai 
algebra kérdése ZEUTHENnél a kúpszelet-elméletből merült fel. OTTO NEUGEBAUER 
azonban a fordított irányból indul ki. Először is bizonyítottnak veszi a görög geo-
metriai algebra létezését, s azután kimutatja, hogy ennek a geometriai algebrának 
az egyes tételei semmi egyebek, mint a babiloni algebra erdményeinek a geometriai 
algebra nyelvére való átültetései. „Ha így fogalmazzuk meg a problémát — írja 
NEUGEBAUER — minden további teljesen triviális és a babiloni algebra simán csa-
tolható EUKLIDÉS formuláihoz. „A babiloni xy — a\ x+y = b, illetve xy = a; 
x—y = b normálalakok közvetlenül átfordíthatók geometriai nyelvre és a megoldás 
( I ) — — c
2
 formula szó szerinti lefordí-itt sem egyéb, mint a babiloni Л = + 
У
 2 
tása."5 4 
A babiloni algebra nagyra értékelésében nem minden matematikatörténész 
ért egyet NEUGEBAUERrel. ETTORE BORTOLOTTI az Osiris első évfolyamában kimu-
tatta, hogy a babiloniaknál nyoma sincsen még az algebrai módszernek. Szerinte 
egyenletek, normálformákra való redukció csak a modern fordítók mesterkedései, 
a babiloniak számkörében elképzelhetetlen minden racionális algebrai elmélet.55 
Márpedig NEUGEBAUER éppen a babiloni számrendszert tartotta tökéletesnek, 
tökéletesebbnek, mint az azt követő görögöt, és a babiloni számfogalom analízise 
során jut arra a felismerésre, hogy bizonyos számtáblákat egyenletmegoldásként 
értelmezzen. Annyi azonban kétségtelen, hogy a Neugebauer-íé\t babiloni számfoga-
lom GAUSS számelmélete nélkül nehezen képzelhető el. „Két a és b számot — írja 
NEUGEBAUER — amelyek csak 60 (pozitív vagy negatív) hatványának szorzatával 
különböznek egymástól 60 mint faktor szerint kongruensnek fogunk nevezni, és 
a — b (fact 60)-val jelölünk. Ékírásban felírva az ilyen kongruens számok nem 
különböztethetők meg."5 6 Ez a speciális számfogalom teszi lehetővé az osztó- és 
szorzótáblák összeállítását és használatát, s a számolási műveletek algebrai inter-
pretációját. 
D e h á t h a a b a b i l o n i s z á m f o g a l o m c s a k a GM/S-s-féle s z á m e l m é l e t i s m e r e t é b e n 
h a t o l y a n m o d e r n n e k ? K é t s é g k í v ü l é r t e l m e z h e t ő k a z é k í r á s o s t á b l á k m o d e r n m a t e -
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m a t i k a i s z e m p o n t b ó l ú g y i s , a h o g y NEUGEBAUER t e s z i , d e v a j o n í g y é r t e l m e z t é k - e 
ő k e t a b a b i l o n i a k i s ? 
H a s o n l ó k é p p e n a g ö r ö g g e o m e t r i a i a l g e b r a i s c s a k a k k o r i n t e r p r e t á l h a t ó a l g e b -
r á n a k , h a a v o n a l s z a k a s z t á l t a l á n o s m a t e m a t i k a i m e n n y i s é g k é n t ( v a l ó s s z á m k é n t ) 
f o g j u k f e l , s a r e á e m e l t n é g y z e t e t e n n e k a s z á m n a k a m á s o d i k h a t v á n y a k é n t . É s a 
s z o k á s o s a l g e b r a i í r á s m ó d r a m é g a k k o r i s c s a k ú g y t é r h e t ü n k á t , h a a v o n a l s z a k a s z -
s z á m é s n é g y z e t e k ö z ö t t s e m m i e l v i k ü l ö n b s é g e t n e m t e s z ü n k , h a e g y s z á m n é g y z e t é t , 
k ö b é t s t b . u g y a n o l y a n s z á m n a k t e k i n t j ü k , m i n t m a g á t a s z á m o t . E g y s z ó v a l , h a 
r e n d e l k e z ü n k a h a t v á n y f o g a l m á v a l . 
J ó l t u d j u k , h o g y e z e k e t a n a g y ú j í t á s o k a t c s a k DESCARTES h o z t a b e a m a t e m a -
t i k á b a . E z e k t e t t é k s z á m á r a l e h e t ő v é a z a l g e b r a i e g y e n l e t e k g e o m e t r i a i s z e r k e s z t é -
s e k r e t ö r t é n ő k ö l c s ö n ö s e n e g y é r t e l m ű l e k é p e z é s é t . A „ G e o m e t r i e " e l s ő k ö n y v e 
e z e k k e l a s o r o k k a l k e z d ő d i k : „ A g e o m e t r i a m i n d e n p r o b l é m á j á t k ö n n y e n l e h e t 
o l y a n k i f e j e z é s e k r e r e d u k á l n i , h o g y a z u t á n m á r n i n c s s z ü k s é g e g y é b r e m e g k o n s t r u -
á l á s u k h o z , m i n t n é h á n y e g y e n e s v o n a l h o s s z ú s á g á n a k a z i s m e r e t é r e . 
É s m i n t a h o g y a z e g é s z a r i t m e t i k a s e m m i e g y é b b ő l n e m á l l , m i n t n é g y v a g y ö t 
m ű v e l e t b ő l , " ú g y a g e o m e t r i á b a n i s c s u p á n d e f i n i á l n i k e l l e z e k e t a m ű v e l e t e k e t 
a f e n t m o n d o t t v o n a l s z a k a s z o k r a , s a k k o r i t t i s l e h e t e g y s z e r ű e n s z á m o l n i . „ D e 
g y a k r a n n i n c s s z ü k s é g e z e k n e k a v o n a l a k n a k p a p í r o n v a l ó m e g r a j z o l á s á r a , e l é g 
n é h á n y b e t ű v e l j e l ö l n i ő k e t , m i n d e g y i k e t k ü l ö n b e t ű v e l . . . a h o l m e g k e l l j e g y e z n i , 
h o g y a2 v a g y b3, v a g y h a s o n l ó k o n á l t a l á b a n s e m m i e g y e b e t n e m é r t e k , m i n t e g é s z e n 
k ö z ö n s é g e s v o n a l a k a t , b á r a z a l g e b r á b a n m e g s z o k o t t n e v e k e t h a s z n á l v a n é g y z e t e k -
n e k , k ö b ö k n e k s t b . n e v e z e m ő k e t . " 5 7 
A z a l g e b r á t , m i n t a n é g y e g y s z e r ű m ű v e l e t é s a g y ö k v o n á s v é g e s s z á m ú a l k a l -
m a z á s á b ó l n y e r t k i f e j e z é s e k v i z s g á l a t á t DESCARTES t e r e m t e t t e m e g . E z t a z a l g e b r á t 
e g y a r á n t l e h e t v o n a l s z a k a s z o k r a v a g y t e t s z ő l e g e s j e l e k r e , b e t ű k r e l e k é p e z n i . DES-
CARTES a l g e b r a i m ó d s z e r e k r ő l a l k o t o t t f o g a l m á t m á r a l i g l e h e t m e g k ü l ö n b ö z t e t n i 
a t t ó l , a m i t e g y m a i t a n k ö n y v é r t a l g e b r a i m ó d s z e r e k e n „ A t i s z t á n a l g e b r a i n a k 
n e v e z h e t ő m ó d s z e r e k é s e r e d m é n y e k a m a t e m a t i k a o l y a n t é n y e i n a l a p u l n a k , a m e l y e k 
a n é g y a l a p m ű v e l e t é s a z e g y e n l ő s é g i j e l v é g e s s z á m ú a l k a l m a z á s á v a l m e g f o g a l m a z -
h a t ó k . " 5 8 
I l y e n é r t e l e m b e n v e t t a l g e b r á r ó l DESCARTES e l ő t t n e m b e s z é l h e t ü n k . A m i t ő 
e l ő t t e í g y n e v e z t e k , a z c s u p á n e g y e s e g y e n l e t e k m e g o l d á s a v o l t s a g ö r ö g g e o m e t r i a i 
a l g e b r á b a n m é g e g y e n l e t e k r ő l s e m l e h e t s z ó . A g ö r ö g m a t e m a t i k a n e m g e o m e t r i a i 
s z e r k e s z t é s e k é s e g y e n l e t e k , h a n e m g e o m e t r i a i s z e r k e s z t é s e k é s a r á n y o k k ö z ö t t 
k e r e s k a p c s o l a t o t , s e z n a g y o n k ü l ö n b ö z ő a t t ó l , a m i t DESCARTES t e r e m t e t t m e g . 
É p p e n a z é r t f o g l a l k o z t u n k o l y a n r é s z l e t e s e n v a n d e r WAERDEN THEAITÉTO-
s á v a l , m e r t WAERDEN a z e g y i k e l s ő m a t e m a t i k a t ö r t é n é s z , a k i h a t á r o z o t t a n k i d o l -
g o z t a a k o r a i g ö r ö g m a t e m a t i k a a r á n y e l m é l e t j e l l e g é t . E b b e n a m a t e m a t i k á b a n 
a m i a l g e b r á n k t ó l m e r ő b e n i d e g e n f o g a l m a k s z e r e p e l n e k , m i n t p l . âvravaiçeotç, 
âÀoyoç,-nak n e v e z e t t v o n a l a k , Д т о с - п а к m o n d o t t t e r ü l e t e k . M i é r t n e v e z i k âÀoyoç-
n a k a z i n c o m m e n s u r a b i l i s v o n a l a k a t , m i é r t i n d u l n a k k i a v o n a l a k o s z t á l y o z á s á b a n 
a r á j u k e m e l h e t ő n é g y z e t e k b ő l , m i t j e l e n t a z , h o g y ARCHYTAS k é t k ö z é p a r á n y o s t 
í r b e o t t , a h o l m i e g y h a r m a d f o k ú e g y e n l e t e t o l d a n á n k m e g ? 
57
 Oeuvres de Descartes. Publiées par Ch. Adam & P. TANNERY. Tome VI. 369—371. 
58
 SZELE TIBOR: Bevezetés az algebrába. Budapest 1953. 9. 
AZ EUKLIDÉS ELŐTTI MATEMATIKA FELFEDEZÉSE 1 4 7 
Az első ilyen jellegű kérdéseket egy TANNERY-tanítvány, PIERRE BOUTROUX 
vetette fel .5 9 Ő látta először világosan, hogy a görög matemat ika fogalmai nem 
írhatók át modern jelekkel. Utána KURT REIDEMEISTER, a modern algebrai geometria 
egyik megteremtője közledett ilyen kritikus módon az alapfogalmak saját mate-
matikai gondolatvilágukból való megértésének az igényével a görög matematiká-
h o z . CANTOR, HEATH, TANNERY, ZEUTHEN, STENZEL és BECKER — í r j a REIDEMEIS-
TER — mind a késői teljesen megbízhatatlan neopythagoreusok hatása alá kerültek, 
s elhitték, hogy a középelmélet, a figurális számok, az irracionális felfedezésének 
botránya tények. Valójában ezek neopythagoreus mesék. Az irracionális felfede-
zése semmiféle gondolkozási krízist nem okozott , ellenkezőleg, a görög geometria 
természetes fejlődési vonalába esett. Ez a vonal a szemlélettől való fokozatos meg-
szabadulás volt, s az irracionalitás felfedezése logikusan következő lépés egy dya-
dikusan felépített ari tmetikában. A görög aritmetika a zenei intervallumok elméle-
tével karöltve fejlődik, és a geometriai számolási mód teljesen független az irracio-
nális problémájától . A tizedik könyvben sem bikvadrat ikus egyenletek feloldásá-
nak a geometriai algebrájáról van szó, hanem a különféle típusú irracionalitások-
nak bizonyos racionális nevekre (Namen) való visszavezetéséről. THEAITÉTOS pedig 
valószínűleg nem egyéb, mint a platóni dialógus körül kikristályosodott legenda. 
A X. könyv már PLATÓN hatását sejteti, és olyan tejesítmény „ami mélységben és 
ér tékben az EuDOXOséval mérhető össze".6 0 
Szó sincsen tehát külön „theaitétosi" és eudoxosi fejlődési fokról , mint O. 
BECKER és WAERDEN hitték, a görög matematika nagy teljesítményei REIDEMEISTER 
szerint nem koraiak, hanem egy olyan időszak termékei, amelyik gondolatvilága 
PLATÓN filozófiájában tükröződik. Másrészt Reidemeister a babilonból való átvétel 
elméletét is elveti. H o n n a n és hogyan állanak akkor elő a görög matemat ika bizo-
nyításai, tételei, szakkifejezései ? KURT von FRITZ61 az „Elemek" egzakt, tudományos 
felépítését az aristotelési filozófia hatásának tulajdonítot ta , de az „E lemek" egyrészt 
nem tökéletes logikai zártságú könyv, másrészt tételei nagy része bizonyosan sokkal 
régibb ARISTOTELÉSnél. 
Példa a IX. 20., amelyik azt mondja ki, hogy minden előre megadot t prím-
számnál létezik nagyobb prímszám. SZABÓ ÁRPÁDnak sikerült erről a tételről be-
bizonyítania, hogy éppen úgy korai pythagoreus eredmény, mint az „E lemek" 
másik transfinit tétele, amelyik a négyzetátló és -oldal incommensurabili tását mond ja 
ki. A két tétel bizonyításmódja is azonos: reductio ad absurdum. 6 2 H o n n a n j ö n 
ez a bizonyítási mód a korai görög matemat ikába? S egyáltalán miért éppen a korai 
pythagoreus matemat ikában olyan gyakori? Ugyanis a fenti két transfinit tételen 
kívül ugyanerről a bizonyítási módról van szó az O. BECKER által rekonstruált , 
és REIDEMEISTER által is ősi pythagoreus matemat ikának elismert páros-párat lan 
elméletben is. Azon tulajdonságok egyike, amelyeket BECKER oly jellegzetesnek 
talált a páros-páratlan elmélet bizonyításmódjára, nem egyéb, mint a PARMENIDÉS 
5 9
 BUOTROUX, P.: Les principes de l'analyse mathématique. Exposé historique et critique. Paris 
1914. I. 486, 1. lábjegyzet, uo. 280, 326. 
6 0
 REIDEMEISTER, K. : Die Arithmetik der Griechen. — Das exakte Denken der Griechen. 
Hamburg 1949. 1 5 - 4 3 . 
61
 FRITZ, K. von: „Die APXAl in der griechischen Mathematik". Archiv für Begriffsgeschichte 
1 (1955), 13 -116 . 
6 2
 SZABÓ, Á. : „Ein Lehrsatz der pythagoreischen Arithmetik." Elemente der Mathematik 
9 (1956), 101-105. 
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á l ta l b e v e z e t e t t b i z o n y í t á s i m ó d s z e r , a z ú n . „ h á r m a s ú t " m ó d s z e r e . SZABÓ Á R P Á D 
e m l é k e z t e t r á : K A R L REINHARDT m á r 1 9 1 6 - b a n k i m u t a t t a , h o g y PARMENiDÉsnek 
e z t a m ó d s z e r é t g ú n y o l t a ki i. e . 5 0 0 k ö r ü l e g y sz ic í l ia i k o m é d i a í r ó , EPICHARMOS. 
É s é p p e n e b b ő l a k o m é d i á b ó l f e n n m a r a d t t ö r e d é k b e n f o r d u l e l ő e l ő s z ö r a p á r o s -
p á r a t l a n s z á m e l n e v e z é s . A t ö r e d é k e t O . BECKER é s v a n d e r W A E R D E N a p á r o s -
p á r a t l a n e l m é l e t k o r a i v o l t á n a k a b i z o n y í t á s á r a h a s z n á l t á k fe l , é s ú g y é r t e l m e z t é k , 
m i n t a p y t h a g o r e u s m a t e m a t i k a k i g ú n y o l á s á t . SZABÓ Á R P Á D a BECKER é s WAERDEN 
e r e d m é n y e i t ö s s z e v e t v e a REINHARDT m e g o l d á s á v a l , k i m u t a t j a , h o g y i t t , a p á r o s -
p á r a t l a n e l m é l e t b e n a z e l e a t a „ h á r m a s ú t " , a z e l l e n t m o n d á s m e n t e s s é g k r i t é r i u m a 
k e r ü l á t a z e l e a t a filozófiából a p y t h a g o r e u s m a t e m a t i k á b a . 6 3 S e n n e k a z e l e a t a 
b i z o n y í t á s k r i t é r i u m n a k a h a t á s á r a v á l i k a p y t h a g o r e u s m a t e m a t i k a d e d u k t í v t u -
d o m á n n y á . 6 4 
D e h o n n a n e r e d a p y t h a g o r e u s m a t e m a t i k a s a j á t o s s z á m f o g a l m a , a z o s z t h a -
t a t l a n e g y s é g e k b ő l á l l ó s z á m f o g a l m a ? A m e g e l ő z ő m a t e m a t i k a , a b a b i l o n i u g y a n i s 
é p p e n a s z á m o k o s z t h a t ó s á g á r a é p ü l t f e l : a „ h a t á r o z a t l a n h e l y é r t é k r e n d s z e r e n " 
b e l ü l b á r m e l y k é t s z á m s z o r z a t a a z e g y s é g — m o d u l o 6 0 . I n n e n k i i n d u l v a n e m l e -
h e t n e m e g é r t e n i a g ö r ö g s z á m f o g a l m a t . A z e g y s é g e u k l i d é s i d e f i n í c i ó j a — „ e g y a z , 
a m i s z e r i n t m i n d e n d o l g o t e g y n e k m o n d u n k " — e g é s z e n m á s f o r r á s o k b ó l t á p l á l -
k o z i k . 
SZABÓ Á R P Á D PLATÓN „ Á l l a m " c . d i a l ó g u s á n a k a n a l í z i s é n k e r e s z t ü l m u t a t j a 
k i , h o g y e z a s z á m f o g a l o m PARMENIDÉS l é t e z ő r ő l s z ó l ó t a n í t á s á r a v e z e t h e t ő v i s s z a . 
S e z a z e g y s é g m e g s o k s z o r o z á s á b ó l á l l ó s z á m f o g a l o m t e t t e s z ü k s é g e s s é a z „ o s z t á s " 
és a „ r é s z " p o n t o s m e g f o g a l m a z á s á t . A f o l y a m a t n y o m o n k ö v e t é s é t a h a s z n á l t 
t e r m i n u s t e c h n i c u s o k t e s z i k l e h e t ő v é . „ K é z e n f e k v ő v o l t — f o g l a l j a ö s s z e i d e v o n a t -
k o z ó v i z s g á l a t a i t SZABÓ Á . — a l e g e g y s z e r ű b b f a j t a o s z t h a t ó s á g ( a , f e l e z h e t ő s é g ' ) 
j e l ö l é s é r e a l e g g y a k r a b b a n h a s z n á l t e l e a i t e r m i n u s t , a ó t a i g s t v i g é t h a s z n á l n i . 
U g y a n a k k o r v i s z o n t a z t a n é v s z ó t — , r é s z ' = p é g o g — , a m e l y a z e l e a t á k á l t a l 
m é g t a g a d o t t , o s z t á s ' e r e d m é n y é t j e l ö l t e , f ö l h a s z n á l h a t t á k a s z á m o k e g y é b o s z t -
h a t ó s á g a i n a k a m e g j e l ö l é s é r e . " 6 5 E b b e n a z ö s s z e f ü g g é s b e n é r t h e t ő m e g EUKLIDÉS 
n y o l c a d i k a x i ó m á j a : „ a z e g é s z n a g y o b b m i n t a r é s z " . U g y a n i s a z e l e a t a - p y t h a -
g o r e u s e g y s é g f o g a l o m a g e o m e t r i á r a a l k a l m a z v a a „ p o n t " f o g a l m á h o z v e z e t : 
„ p o n t a z , a m e l y i k n e k r é s z e n i n c s " , s e k k o r a v é g e s v o n a l s z a k a s z t é p p e n a 8 . a x i ó -
m á v a l l e h e t m e g v é d e n i ZÉNÓN „ f e l e i d ő e g y e n l ő a d u p l á j á v a l " p a r a d o x o n á v a l 
s z e m b e n . 6 6 
A z e l e a t a l o g i k á n a k a g e o m e t r i á r a v a l ó a l k a l m a z á s a s o k k a l n e h e z e b b f e l a d a t o t 
j e l e n t e t t , m i n t a z a r i t m e t i k a i a l k a l m a z á s a . A g ö r ö g m a t e m a t i k a a g e o m e t r i a t e r ü -
l e t é n f o k o z o t t a n k é n y s z e r ü l a m a g a á l l á s p o n t j á n a k a z e l e a t a filozófiával s z e m b e n i 
r ö g z í t é s é r e . A f o l y a m a t v é g e r e d m é n y e a g ö r ö g g e o m e t r i a a x i o m a t i k u s - d e f i n i t o r i k u s 
m e g a l a p o z á s a l e t t . A r é s z l e t e k v a l a m e l y e s f e l d e r í t é s e a m e g b í z h a t ó f o r r á s o k t e l j e s 
h i á n y á b a n c s a k a h a s z n á l t t e r m i n u s o k a n a l í z i s e a l a p j á n v o l t l e h e t s é g e s . A t e r m i n u -
s o k v á l t o z á s a i n a k a f e l d e r í t é s é b ő l k ö v e t k e z t e t n i l e h e t a z á l t a l u k t a k a r t j e l e n t é s r e , 
a m i v é g s ő , k i a l a k u l t f o r m á j u k b ó l m á r a l i g r e m é l h e t ő . 
6 3
 SZABÓ A . : „Eleatica". Acta An t iqua Hung . 3 (1955), 6 7 - 1 0 3 . 
6 4
 SZABÓ A . : , ,Hogvan lett a matematika deduktiv tudománnyá? I, / / . " M a t e m a t i k a i Lapok 
8 (1957), 8 - 3 6 és 2 3 2 - 2 4 7 . 
6 5
 SZABÓ Á . : „A görög matematika definíciós-axiomatikus alapjai." Matemat ika i Lapok 
10 (1959). 7 2 - 1 2 1 . 
6 6
 Uo. 1 0 6 - 1 1 8 . 
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í g y a z á^icóuaza h e l y e t t m á r k ö z v e t l e n ü l EUKLIDÉS u t á n xoivai ëvvoiai-it 
k e z d e n e k a l k a l m a z n i , s c s a k PROKLOS t é r v i s s z a ú j b ó l , s ő s e m k ö v e t k e z e t e s e n a z 
áboj/iaia-r'd. A d e f i n í c i ó k — uqoi — h e l y e t t p e d i g g y a k r a n h a s z n á l PROKLOS 
vnoxHasig-t. ARISTOTELES e r ó ' s e n t i l t a k o z o t t e n n e k a ^ k e t t ő n e k a f e l c s e r é l é s e 
e l l e n , d e PLATÓN m é g й л о Э т а е д е к п е к n e v e z t e a g e o m e t r i a é s a r i t m e t i k a d e -
finícióit. H o n n a n e r e d n e k e z e k a z i n g a d o z á s o k , m i t j e l e n t e n e k a s z a v a k a k ö z -
n y e l v b e n , a filozófia é s a l o g i k a h a s z n á l a t á b a n é s h o g y a n k e r ü l n e k a m a t e m a t i k á b a ? 
PLATÓN a vnó&íotg s z ó t a öuolóytjiia
 ч
 s z i n o n i m s z a v a k é n t „ n e m b i z o n y í t -
h a t ó f e l t e v é s " , „ e l ó ' z e t e s m e g á l l a p o d á s " é r t e l e m b e n h a s z n á l j a . D e e z a f o g a l o m 
n e m j e l e n t t e l j e s ö n k é n y e s s é g e t : o l y a n n a k k e l l l e n n i e , h o g y e l l e n t é t é t f e l t é t e l e z v e 
i n d i r e k t b i z o n y í t á s l e h e t ó ' s é g e á l l j o n f e n n . „ L é n y e g é b e n m i n d e n t ö k é l e t e s e n v é g b e -
v i t t i n d i r e k t ] b i z o n y í t á s — í r j a SZABÓ Á . — i l y e n k e t t ó ' s г>лоBeáig a l k a l m a z á s -
b ó l á l l , é s é p p e n e r r e é p ü l f e l a z e g é s z p l a t ó n i d i a l e k t i k a . " 6 7 A m ó d s z e r t a m a t e -
m a t i k á b ó l v e s z i á t : a z i n d i r e k t b i z o n y í t á s a z i . е . V . s z á z a d m a t e m a t i k á j á n a k fó ' 
b i z o n y í t á s i m ó d s z e r e . I d e p e d i g a z e l e a t a l o g i k á b ó l j u t o t t . A d e f i n í c i ó f o g a l m á n a k 
a z e r e d e t é t a z e l e a t a l o g i k á b a n ke l l k e r e s n i . U g y a n c s a k a d i a l e k t i k á b a n l e h e t m e g -
t a l á l n i a z á&cofia k i f e j e z é s e r e d e t é t is . EUKLIDÉS a x i ó m á i l é n y e g é b e n m i n d e g y e t -
l e n f o g a l o m , a z e g y e n l ő s é g m e g h a t á r o z á s á r a v a l ó k . PLATÓN e r r e a c é l r a k é t d e f i -
n í c i ó t h a s z n á l , s í g y i s n e v e z i ő k e t , ó . u o A o y r j u a r a . A z e k l i d é s z i á b o j p a x a a z o n -
b a n c s a k a z é r z é k s z e r v e k á l t a l i g a z o l h a t ó , e m p i r i k u s t é t e l e k , s í g y n e m l é p h e t n e k 
f e l a ófioÁoylrjfiaxa-vá v á l á s h o z s z ü k s é g e s k ö z ö s m e g e g y e z é s i g é n y é v e l , m e r t 
a z e l e a t a d i a l e k t i k a s z e r i n t c s a k a z é r t e l e m m e l m e g r a g a d h a t ó t é t e l e k é r d e m l i k m e g 
e z t a n e v e t . A z äE, iwii .a h e l y b e n h a g y á s á t m e g k e l l k ö v e t e l n i a v i t a p a r t n e r t ő l , é p p e n 
ú g y , m i n t a p o s t u l a t u m é t ; é p p ú g y „ f ü g g ő b e n m a r a d " a v i t a s o r á n , m i n t a z u t ó b b i . 
A z d î j t w / t a - n a k e z t a z é r t e l m é t c s a k ARISTOTELÉS s o r v a s z t j a el , c s a k u t á n a v e s z i 
f e l a „ t e r m é s z e t s z e r ű e n i g a z n a k t a r t o t t t é t e l " j e l e n t é s t . D e a m a t e m a t i k a m é g s o k á i g 
a n n y i r a é r z i a z e r e d e t i é r t e l m e t , h o g y a z e u k l i d é s i s z ö v e g b e n i n k á b b f e l c s e r é l i 
•Aoivaí ivvoiat-ra.68 E r e d e t i l e g a z o n b a n a z « ^ ы . п а т а é p p e n ú g y a z e l e a t á k 
k r i t i k á j a e l l e n f e l á l l í t o t t k ö v e t e l m é n y e k v o l t a k , m i n t a z ahrjuata. N e m f o r m á l i s 
l o g i k a i j e l l e g ü k , h a n e m t a r t a l m u k k ü l ö n b ö z t e t t e m e g ő k e t . E l ő b b i e k a z „ e g y e n l ő -
s é g " f o g a l m á n a k a m e g v é d é s é t s z o l g á l t á k , u t ó b b i a k a „ g e o m e t r i a i m o z g á s é t " : 
a s z e r k e s z t é s é t . 6 9 
I s m é t a m á r é r i n t e t t t é n n y e l á l l u n k s z e m b e n : a g e o m e t r i a t e r ü l e t é n a g ö r ö g 
m a t e m a t i k a l é n y e g e s e n n a g y o b b e r ő f e s z í t é s e k e t t e s z á l l á s p o n t j a r ö g z í t é s e é r d e -
k é b e n , m i n t a z a r i t m e t i k á b a n . A z a r i t m e t i k á b a n u g y a n i s k é t s z á m v i s z o n y á n a k , 
a Áoyog-nak a z e g y e n l ő s é g é r e m á r a l e g k o r á b b i i d ő b e n b e v e z e t a g ö r ö g m a t e -
m a t i k a e g y k i f e j e z é s t : âvà lóyov l'ooi, a l o g o s s z e r i n t e g y e n l ő e k . A z ïaov c s a k -
h a m a r e l m a r a d , a z áváloyov á t k e r ü l a m a t e m a t i k a i s z a k n y e l v b ő l a k ö z n y e l v b e 
é s a g r a m m a t i k á b a , a z âva p r e p o z í c i ó e r e d e t i d i s z t r i b u t í v j e l e n t é s e e l v é s z , s a z a n a -
l ó g i a f e l v e s z i m a i j e l e n t é s é t , a m i b ő l a z e r e d e t i j e l e n t é s t t ö b b é k i h á m o z n i n e m l e -
h e t n e . 7 0 
N a g y é s n e h e z e n k i b o g o z h a t ó p r o b l é m á t j e l e n t a s z a v a k é l e t e . U g y a n a z o k a 
s z a v a k k o r s z a k o n k é n t e g é s z e n m á s t j e l e n t e n e k , s u g y a n a z o n d o l g o k j e l ö l é s é r e 
67
 SZABÓ, Á.: „Anfänge des euklidischen Axiomensystems." Archive for History of Exact 
Sciences 1 (1960), 37-106. 
6 8
 Uo. 78. 
69
 Uo. 7 8 - 8 4 . 
7 9
 SZABÓ Á.: „ A N A . X O r i A . " Acta Antiqua Hung. 10 (1962) 237-245. 
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h a s z n á l n a k k o r s z a k o n k é n t e g é s z e n m á s s z a v a k a t . E g y s z ó l e f o r d í t á s a t á v o l r ó l s e m 
j e l e n t i m é g a s z ó m e g é r t é s é t . Só ' t : s o k e s e t b e n é p p e n a l e f o r d í t á s l e h e t a m e g é r t é s 
l e g f ő b b a k a d á l y a . M u t a t j a e z t a ôvvapig e s e t e . 
E n n e k a s z ó n a k a f é l r e é r t é s é é r t TANNERY f e l e l ő s . Ő a d t a m e g a s z ó n a k n é g y z e t -
oldalként f o r d í t v a a z t a z é r t e l m e t , a m e l y n e k a s e g í t s é g é v e l k é s ő b b a z t m u t a t t á k k i 
T H E O D O R o s r ó l , h o g y a Í 3 , / 5 , . . . É 1 7 i r r a c i o n a l i t á s á t a k a r j a b i z o n y í t a n i e s e t e n -
k é n t , m e r t á l t a l á n o s t é t e l t m é g n e m t u d o t t h o z n i a z i r r a c i o n a l i t á s o k r ó l , s 1 7 - n é l 
a z u t á n a b b a h a g y t a . A z i r r a c i o n a l i t á s o k t e l j e s , á l t a l á n o s e l m é l e t é t t a n í t v á n y a , THEAI-
TÉTOS a d t a m e g a z „ E l e m e k " X . k ö n y v é b e n . 
SZABÓ Á R P Á D a k é r d é s e s PLATÓN-he lye t a z e g é s z d i a l ó g u s k e r e t é b e n , n a g y o n 
figyelmesen a n a l i z á l v a k i m u t a t j a , 7 1 h o g y a óvváptg n e m négyzetoldalt j e l e n t e t t , 
h a n e m n é g y z e t e t , i l l . a ôvvdpsi ovppezçog r ö v i d í t é s e . A k é r d é s e s THEODOROS-
j e l e n e t b e n n e m a \'3, / 5 , . . . F 1 7 i r r a c i o n a l i t á s á n a k t ö k é l e t l e n , e g y e d i b i z o n y í t á s á r ó l 
v a n s z ó , h a n e m e g y á l t a l á n o s m e g k ü l ö n b ö z t e t é s r ő l „ h o s s z ú s á g u k s z e r i n t c o m m e n -
s u r a b i l i s " — prjxei ovpptTQog — é s a „ f ö l é j ü k e m e l h e t ő n é g y z e t s z e r i n t c o m m e n -
s u r a b i l i s . — á v v á u e i a v u p e t o o g — v o n a l a k k ö z ö t t . „THEODOROS t a n í t v á n y a i 
t e h á t t u l a j d o n k é p p e n c s a k e g y o d a i l l ő elnevezést, nevet k e r e s t e k a r r a , a m i t é p p e n 
m e g t a n u l t a k . " „ T h e a i t é t o s " , a m a t e m a t i k u s , p e d i g k é s ő a n t i k , n e o p y t h a g o r e u s l e -
g e n d a . 
D e m i t j e l e n t e t t m a g a a ôvvapig s z ó e g y é b k é n t a g ö r ö g n y e l v b e n ? S v a n - e 
e n n e k a j e l e n t é s n e k j e l e n t ő s é g e a g ö r ö g m a t e m a t i k a t ö r t é n e t e s z e m p o n t j á b ó l ? 
M e g e n g e d i - e a övvapig s z ó h a s z n á l a t a a „ h a t v á n y " - k é n t v a l ó f o r d í t á s á t é s i n t e r -
p r e t á c i ó j á t , m i n t TANNERY t e t t e v o l t ? SZABÓ Á R P Á D a z i g e , ôvvao&cu, k ö z n y e l v -
b e n , g a z d a s á g i é s p o l i t i k a i s z ó h a s z n á l a t b a n v a l ó e l ő f o r d u l á s a i t v é g i g k ö v e t v e k i -
m u t a t j a , h o g y m i n d i g v a l a m i l y e n é r t é k e g y e n l ő s é g e t f e j e z k i . G e o m e t r i a i s z ó h a s z -
n á l a t b a n p e d i g n é g y z e t é r t é k s z e r i n t i e g y e n l ő s é g e t . S e m m i é r t e l m e s i n c s t e h á t a 
„ n é g y z e t e t l é t r e h o z ó o l d a l " , a „ h a t v á n y " - k é n t v a l ó TANNERY s z e r i n t i f o r d í t á s n a k . 
* 
A z EUKLIDÉS e l ő t t i m a t e m a t i k a t ö r t é n e t e a t ö r t é n e t í r á s k ü l ö n l e g e s , s z é l s ő 
e s e t é t j e l e n t i , a h o l k ö z v e t l e n f o r r á s o k c s a k n e m t e l j e s h i á n y á b a n , a p r i m é r f o r r á -
s o k r ó l é v s z á z a d o k k a l k é s ő b b , s o k s z o r t ö b b k ö z v e t í t ő n k e r e s z t ü l t ö r t é n t f e l j e g y -
z é s e k k ö z ö t t k e l l h a l a d n i , f e l t e v é s t f e l t e v é s r e á l l í t v a é s e l d o b v a , ó v a t o s a n é s m e r é -
s z e n e g y , l e g f e l j e b b r é s z b e n h e l y e s i n t e r p r e t á c i ó f e l é . 
(Beérkezett: 1962. XII. 9.) 
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NÉHÁNY MEGJEGYZÉS 
A SZOBOLJEV-FÉLE DISZTRIBÚCIÓ ELMÉLETHEZ 
í r ta: FRIVALDSZK.Y SÁNDOR 
A j e l e n c i k k b e n n é h á n y k i e g é s z í t é s t t e s z ü n k a Szoboljev-fé\e d i s z t r i b ú c i ó e l -
m é l e t h e z (1. [1]), i l l e t v e a l e g f o n t o s a b b Szoboljev-féle t é t e l e k h e z , a m e l y e k k e l a [2] 
c i k k i s f o g l a l k o z i k . V e z e s s ü k b e a W i k ) ( Q ) t é r b e n a z a l á b b i n o r m á t : 
M . « > W = { I I A H > + 2 11<. . .*„9>11МП)} 1 / Р , P У
 ' Zkt = k 
a h o l f i e g y и - d i m e n z i ó s t a r t o m á n y , a m e l y n e k p o n t j a i x — ( x l t ..., xn) (n ^ 2 ) . 
E z a k i f e j e z é s b á r m e l y О t a r t o m á n y e s e t é n v é g e s é s a í f ? k ) ( f i ) t é r Banach-
t e r e t a l k o t e z z e l a n o r m á v a l . V é g ü l , h a Q c s i l l a g t a r t o m á n y , a k k o r a f e n t i n o r m a 
e k v i v a l e n s a Szoboljett-féle n o r m á v a l . 
A s z ü k s é g e s a l a p f o g a l m a k m e g t a l á l h a t ó k a [2] c i k k b e n . E b b e n a c s i l l a g t a r t o -
m á n y o k r a , i l l e t v e v é g e s s z á m ú i l y e n t a r t o m á n y a l k a l m a s e g y e s í t é s é r e k i m o n d o t t 
Szoboljev-féle t é t e l e k á l t a l á n o s í t á s á r a a k ö v e t k e z ő t é t e l t a l á l h a t ó : 
TÉTEL: Legyen FI tetszőleges tartomány, ÍI° pedig olyan, amelynek lezárása 
is még Çl-ban van (azaz í2°cíi). Ekkor létezik olyan M = M(£l°) állandó, hogy 
bármely cp € W(pk) (Q) függvény esetén 
1) cpíLp(Sl°), 
2 ) < р б И ^ > ( П 0 ) ( / = 1, . . . , Á — 1), 
3) A O^i^k egész szám bármely (ij, ..., i„) felbontása esetén (ahol ik +... 
...+/'„ = /; ij^Oj fennáll, hogy 
Höf, ...inrp\\bPm S M||ç>||ww(n). 
A cp függvény és annak összes legfeljebb (k — l)-ed rendű Szoboljev-féle deri-
váltjai egy legfeljebb 0 (n-dimenziós) Lebesgue-mértékű halmazon megváltoztathatók 
úgy, hogy a cp függvény és annak fenti deriváltjai már mindenütt értelmezettek legye-
nek az Í2 halmazon és az új cp' függvényre és annak új, fenti deriváltjaira érvényesek 
legyenek az alábbi állítások: 
4) На к > njp és O^i-^k — n/p egész szám, akkor cp' £ С f fi), továbbá az i szám 
bármely (/,, ..., /„) felbontására fennáll: 
18'CP' II , „ . , ... CXl ...CX„ |c0(íl°) 
5) Ha Dkkl...kn f £ C0(Q) а к szám bármely (klt ..., k„) felbontása esetén, 
vagy ez elérhető a Dkr..kncp' függvényeknek 0 Lebesgue-mértékű halmazon való meg-
változtatásával, akkor cp'íCk_l(fi); 
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6) На п' olyan pozitív egész szám, amelyre n>rí >n — (k — i)p, ahol 
egész szám, ha S* egy (n' +1 )-dimenziós tartomány peremének egy darabja reguláris 
és S* c f í ° , és ha (i\, ..., i„) az i szám valamely felbontása, akkor D\r ,.in y £ Lp(S*) 
és 
It-f (,...(„ qp'lltp(s*) S MIIqs'IIwwj(fi) • 
A t o v á b b i a k b a n m e g v i z s g á l j u k , h o g y e r ő s í t h e t ő k - e a f e n t i t é t e l á l l í t á s a i . N e v e -
z e t e s e n , h a a 4 . p o n t f e l t é t e l e i t e l j e s ü l n e k , a k k o r f e n n á l l - e а у £ С , ( П ) á l l í t á s , v a g y 
l e g a l á b b a y ' f ü g g v é n y k o r l á t o s l e s z - e a z Q h a l m a z o n ( a z Q — fi h a l m a z p o n t j a i b a n 
9 ? ' = 0 ) ; i l l e t v e , h a a 6 ) p o n t f e l t é t e l e i k ö z ö t t a z S * c f i ° f e l t é t e l t a z S * c H f e l t é -
t e l l e l h e l y e t t e s í t j ü k , v a j o n i g a z l e s z - e a p o n t á l l í t á s a . M i n d k é t k é r d é s t n e g a t í v i r á n y -
b a n f o g j u k e l d ö n t e n i e g y - e g y e l l e n p é l d a s e g í t s é g é v e l . 
A . K é p e z z ü k a z a l á b b i t a r t o m á n y t : 
fi'" = { x ; x i > 0 ; | x 2 | < x T ; XI + 2 - = 2 ; — 1 < X ; 
a h o l m ^ 2 . L e g y e n 
1 (i = 3 л ) } , 
é s s z á m í t s u k k i a z 
(1) í 
i = l 
dx 
r* 
00 
Vi 
i n t e g r á l t , a h o l o t > 0 . A Fubini-tétel s z e r i n t 
1 1 я/4 } r2 
Г
 d x
 Л 
* f* 
— = 2 
J r 0 0 « 
-Xf-dr(2)dydx3...dxn 
Г(п) 
-1 - 1 0 / sin ff \l/(m— 1) 
n _ 2 s cos'" ffl 
a p o l á r - t a r s z f o r m á c i ó é r t e l m é b e n . 
E l v é g e z v e a í = x „ / r ( n _ 1 ) h e l y e t t e s í t é s t , k a p j u k , h o g y 
7 Ï 
J f(n) A n - 1 ) J 
dt 
( 1 - R 2 ) * ' 2 
Г(п-1) 
A z i n t e g r á l t u l a j d o n s á g a i s z e r i n t e z é r t 
í 
í dx„ 2 a 7 Г(п) 1) 
m i v e l 
( 1 + , 2 ) Я / 2 - 1 -
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T e l j e s i n d u k c i ó v a l k a p j u k , h o g y 
1
 dx3...dxn ^ 2n~2 
h 
A Л 
n-2 
Г(п) r(2) 
E z é r t ( 1 ) v é g e s , h a a z 
я / 4 
í í 
0 / s in <p \ l / ( m — 1) 
> COS'" <!>' \ S"1 q>' 
i n t e g r á l v é g e s . H a a k k o r 
« г í 0 / sin cp \ l / ( m - l ) 
V cos™ g ' 
A ( 0 , л/4) i n t e r v a l l u m b a n 
e z é r t h a a =>2 é s a z 
л Sin p 
л / 4 
j P 
dp 
tx-ï 
- i 
i n t e g r á l v é g e s , a k k o r a ( 2 ) i n t e g r á l i s v é g e s . V é g ü l , h a 
t 
* -
2
 1. 
m-l 
a z a z 
a < m + 1, 
é s a > 2 , a k k o r a z ( 1 ) i n t e g r á l v é g e s . 
L e g y e n n S 2 , к e g é s z é s а / ) > 1 , / ? > 2 s z á m o k e g y é b k é n t t e t s z ő l e g e s e k . L e g y e n 
m o l y a n s z á m , a m e l y r e 
(3) 1 +m>(ß + k)p~, ms= 2. 
E k k o r a 
p(x) = p'(x) = -j-
f ü g g v é n y r e 7 / € C„ (Qm) ; ç>' € L , ( Í 2 m ) é s m i v e l 
8kp'(x) 
dxki ...dxk„" 
1 
fl + k ' 
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a z é r t dkcp'/dx\i...dxk"Ç.Lp(Çlm) а к s z á m b á r m e l y (kl, . . . , k„) f e l b o n t á s á r a . E z é r t 
<p' € fV<k)(£lm), m é g i s a <p' f ü g g v é n y n e m k o r l á t o s a z Í 2 m h a l m a z o n . ( E b b ő l k ö v e t -
k e z i k , h o g y a z Q m t a r t o m á n y n e m k v á z i - c s i l l a g t a r t o m á n y . ) 
B , A f e n t i Clm t a r t o m á n y b a n v i z s g á l j u k a z a l á b b i h a l m a z t 
S * = { x : 0 = 0 ( i = 2 , . . . , л - л ' + 1 ) ; 
— xí<xJ<x1(j = n —rí +2,...rí)} 
a h o l 0 < rí < n e g é s z é s 0 < a < 1. 
E z a h a l m a z e g y л ' - d i m e n z i ó s h i p e r s í k o n f e k s z i k , t o v á b b á S * c Q m é s 
S * D ( Q m — П ш ) = {0} , a z a z e g y e t l e n p o n t . S z á m í t s u k k i a z a l á b b i i n t e g r á l t , a h o l 
a > 0 : 
( 4 ) f ^ - f L f j - * , . . * , 
J On) J J J Г(„') 
S* 0 -XI — Xl 
n ' - l 
a Fubini-iètet s z e r i n t , a h o l a v á l t o z ó k a t á t i n d e x e l t ü k . A t = xn./r(n,_1) h e l y e t t e s í -
t é s s e l 
Xl Г(п'-1) 
dt 
f ^ - á - г 
J /"(„<) /•(„'_!) J (1+t
2)*'2 
' ( n i - l ) 
a d ó d i k . M i v e l é s 
2"'2 - (1+t2)"2 
a z é r t 
1 1 , u 
S i , h a — l ^ f ë l , 
2 x , 1 Г dx„. „ 1 
— I — - r s 2 x , -
1/2 - I « 
r ( " ' - l ) J V ) 
2«/2 
- V" — 
- X I 
H a s o n l ó a n 
Xl Xl 
V - 1 ) 
-X l - X l 
e z é r t a ( 4 ) i n t e g r á l a k k o r é s c s a k i s a k k o r v é g e s , h a a z 
a 
\x\~1~'dxx 
0 
i n t e g r á l v é g e s , a z a z , h a 
л ' — 1 — a > - 1 , 
ok rí. 
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L e g y e n n S 2, к egész s z á m és a p >• 1 s z á m e g y é b k é n t t e t sző leges . L e g y e n 
n>ri >n — kp p o z i t í v egész . H a ß > m a x (2, n) és 
<p(x) = f'(x) = - j - , 
r(") 
a k k o r tp'$L1(S*). Még i s , h a (3) f e n n á l l a z m s z á m r a , a k k o r <p'£ fV^k)(Qm). 
IRODALOM 
[1] С. Л. С о б о л е в : Н е к о т о р ы е п р и м е н е н и я ф у н к ц и о н а л н о г о а н а л и з а 
в м а т е м а т и ч е с к о й ф и з и к е , Москва 1950. 
[2] FRIVALDSZKY S.: Általánosított deriváltakkal rendelkező függvények adott tartományról való 
kiterjesztésének kérdéséről, Matematikai Lapok, 14, (1963), 1—2. szám. 
(Beérkezett: 1963. II. 25.) 

KVÁZI-KONKÁV PROGRAMOZÁSI FELADAT 
MEGOLDÁSA GRADIENS VETÍTÉSI MÓDSZERREL 
írta: KOVÁCS LÁSZLÓ BÉLA 
Bevezetés 
A z u t ó b b i é v e k b e n a n e m l i n e á r i s p r o g r a m o z á s a z é r d e k l ő d é s k ö z é p p o n t j á b a 
k e r ü l t . A lineáris programozás a l k a l m a z á s i k ö r e k o r l á t o z o t t , s o k e s e t b e n u g y a n i s 
a c é l f ü g g v é n y v a g y a f e l t é t e l e k n e m l i n e á r i s a k , é s l i n e á r i s s a l v a l ó h e l y e t t e s í t é s ü k 
d u r v a k ö z e l í t é s . A n e m l i n e á r i s p r o g r a m o z á s k ö r é b e n j e l e n t ő s h e l y e t f o g l a l e l a 
k o n k á v p r o g r a m o z á s . A k o n k á v p r o g r a m o z á s ú j s z e r ű f e l a d a t o t j e l e n t p é l d á u l 
a z é r t i s , m e r t e g y k o n v e x p o l i é d e r e n e g y k o n k á v f ü g g v é n y a m a x i m u m á t á l t a l á b a n 
n e m c s ú c s o n é r i e l . E b b ő l k ö v e t k e z i k a z is, h o g y a k o n k á v p r o g r a m o z á s i e l j á r á s o k 
á l t a l á b a n n e m v é g e s e k . 
A konkáv programozás f e l a d a t a a k ö v e t k e z ő : M a x i m a l i z á l a n d ó e g y 7(x) k o n -
k á v f ü g g v é n y g ( ( x ) — 0 ( ' = 1, 2 , . . . , k ) f e l t é t e l e k m e l l e t t , a h o l g f ( x ) f ü g g v é n y e k is 
k o n k á v o k . H a 
m 
7 ( x ) = 2 c i x i 
j=i 
é s 
m 
giOO = 2 " i j X j - b i ( } — 1 , 2 , . . . , k ) 
7=1 
a k k o r l i n e á r i s p r o g r a m o z á s i f e l a d a t o t k a p u n k . 
A z e l s ő k o n k á v p r o g r a m o z á s r ó l s z ó l ó c i k k , K U H N é s TUCKER [6] d o l g o z a t a 
1 9 5 0 - b e n j e l e n t m e g . E b b e n f ő l e g e x i s z t e n c i a - é s u n i c i t á s t é t e l e k t a l á l h a t ó k , v a l a -
m i n t a z ú n . n y e r e g p o n t t é t e l . A z A R R O W , H U R W I T Z é s U Z A W A á l t a l k i a d o t t [10] 
c i k k g y ű j t e m é n y b e n á l t a l á n o s l i n e á r i s t e r e k b e n v a l ó p r o g r a m o z á s ( H U R W I T Z : P r o g -
r a m m i n g i n L i n e a r S p a c e s ) , t o v á b b á f ő k é n t k o n v e r g e n c i a - , e x i s z t e n c i a - é s u n i -
c i t á s t é t e l e k t a l á l h a t ó k . E g y b e n a z o p t i m u m o t i s s z o l g á l t a t ó n y e r e g p o n t m e g k e r e -
s é s é t d i f f e r e n c i á l - i l l . d i f f e r e n c i a e g y e n l e t e k r e v e z e t i v i s s z a , a m e l y e k g y a k o r l a t i f e l -
h a s z n á l á s a a z o n b a n k o r l á t o z o t t . E r r ő l a t é m á r ó l l á s d m é g KARLIN [5] m u n k á j á t . 
M á s i k f o n t o s n e m l i n e á r i s p r o g r a m o z á s i t é m a k ö r a kvadratikus programozás. 
E z e n á l t a l á b a n e g y p o z i t í v d é f i n i t ( v a g y s z e m i d e f i n i t ) k v a d r a t i k u s f ü g g v é n y m a x i -
m a l i z á l á s á t é r t i k l i n e á r i s f e l t é t e l e k m e l l e t t . M i n t h o g y e g y p o z i t í v d é f i n i t ( s z e m i d e -
finit) k v a d r a t i k u s f ü g g v é n y k o n v e x , e z a f ü g g v é n y m a x i m u m á t a f e l t é t e l e k á l t a l 
m e g h a t á r o z o t t k o n v e x p o l i é d e r v a l a m e l y i k c s ú c s á n v e s z i f e l . E z a z o k a a n n a k , 
h o g y a k v a d r a t i k u s p r o g r a m o z á s m ó d s z e r e i n e k k i i n d u l ó p o n t j a a s z i m p l e x m ó d s z e r 
m e g f e l e l ő m ó d o s í t á s a . L á s d p é l d á u l WOLFE [11] d o l g o z a t á t . A m e n n y i b e n e g y p o z i -
t í v d é f i n i t ( s z e m i d e f i n i t ) k v a d r a t i k u s f ü g g v é n y m i n i m u m á t k e r e s s ü k , a k k o r e z 
e k v i v a l e n s a f ü g g v é n y ( — l ) - s z e r e s é n e k , t e h á t e g y k o n k á v f ü g g v é n y n e k m a x i m a l i -
z á l á s á v a l , a m i e g y k o n k á v p r o g r a m o z á s i p r o b l é m a . 
4 III. Osztály Közleményei XIII /2 
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A z i t t k ö z ö l t d o l g o z a t b a n a k o n k á v n á l á l t a l á n o s a b b c é l f ü g g v é n y e s e t é n v i z s -
g á l j u k a p r o g r a m o z á s i f e l a d a t o t , f e l t é t e l i e g y e n l e t e i n k a z o n b a n l i n e á r i s a k . 
A k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y f o g a l m á t A R R O W é s ENTHOWEN v e z e t t e b e a z [1] 
c i k k b e n , a z o n b a n i t t c s a k e x i s z t e n c i a - é s u n i c i t á s t é t e l e k , v a l a m i n t a p r o b l é m á n a k 
n y e r e g p o n t k e r e s é s é r e v a l ó v i s s z a v e z e t é s e t a l á l h a t ó . 
N e m r é g j e l e n t m e g ROSEN [8] c i k k e , a m e l y b e n a k o n k á v p r o g r a m o z á s i f e l a d a -
t o t e g y ú j m ó d s z e r r e l a z ú n . g r a d i e n s v e t í t é s s e l o l d j a m e g . E n n e k a c i k k n e k a fó ' 
g o n d o l a t a i t h a s z n á l t u k f e l é s á l t a l á n o s í t o t t u k a j e l e n d o l g o z a t b a n , k i e g é s z í t v e a 
k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y e k r e v o n a t k o z ó l e m m á k k a l , v a l a m i n t n é h á n y m e g j e g y z é s s e l . 
A z elsó ' § - b a n a k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y e k n e k a t o v á b b i a k h o z s z ü k s é g e s , e d d i g 
m é g n e m t á r g y a l t t u l a j d o n s á g a i t i s m e r t e t j ü k . A 2 . § - b a n m e g e m l í t ü n k n é h á n y f o n -
t o s f o g a l m a t é s l e m m á t , a m e l y r e a m ó d s z e r b e n t á m a s z k o d u n k . A 3 . § e g y m á t r i x -
i n v e r t á l á s i m ó d s z e r r e l é s a v e t í t ó ' m á t r i x o k t u l a j d o n s á g a i v a l f o g l a l k o z i k . A d o l g o z a t 
g e r i n c é t a 4 . § a l k o t j a . E b b e n t a l á l h a t ó a k v á z i - k o n k á v p r o g r a m o z á s i f e l a d a t m e g -
f o g a l m a z á s a — k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y m a x i m a l i z á l á s a é s a m a x i m u m h e l y é n e k 
m e g k e r e s é s e l i n e á r i s f e l t é t e l e k e s e t é n — a f e l a d a t m e g o l d á s á t e ló 'kész í tó ' t é t e l e k , 
v a l a m i n t a z e l j á r á s k o n v e r g e n c i á j á n a k b i z o n y í t á s a . V é g ü l a z 5. § - b a n r ö v i d e n ö s z -
s z e f o g l a l j u k a z a l g o r i t m u s t , a m e l y a 4 . § t é t e l e i n a l a p s z i k . 
Ez úton köszönöm PRÉKOPA ANDRÁsnak, hogy dolgozatomat áttanulmányozta 
és hasznos tanácsokkal látott el. 
1. DEFINÍCIÓ: E g y m-változós / ( x ) f ü g g v é n y t (Х = { Г [ , . . . , XM}) k o n k á v n a k 
n e v e z ü n k e g y R k o n v e x t a r t o m á n y b a n , h a m i n d e n xx,x2£R e s e t é n 
t e l j e s ü l . ( H a a h a t á r o z o t t e g y e n l ó ' t l e n s é g t e l j e s ü l m i n d e n m e g e n g e d e t t A-ra , a f ü g g -
v é n y t s z i g o r ú a n k o n k á v n a k n e v e z z ü k . ) 
2 . DEFINÍCIÓ: E g y W - v á l t o z ó s f ( x ) f ü g g v é n y t k v á z i - k o n k á v n a k n e v e z ü n k e g y 
R k o n v e x t a r t o m á n y o n , h a m i n d e n xx, x2 £ R e s e t é n 
t e l j e s ü l . H a a h a t á r o z o t t e g y e n l ó ' t l e n s é g t e l j e s ü l m i n d e n m e g e n g e d e t t A- ra , a k k o r 
a f ü g g v é n y t s z i g o r ú a n k v á z i - k o n k á v n a k n e v e z z ü k . 
A f e n t i d e f i n í c i ó b ó l n y i l v á n v a l ó , h o g y m i n d e n k o n k á v f ü g g v é n y e g y b e n k v á z i -
k o n k á v i s . E g y k o n k á v , d e n e m s z i g o r ú a n k o n k á v f ü g g v é n y l e h e t s z i g o r ú a n k v á z i -
k o n k á v . ( P é l d á u l : a z x - t e n g e l l y e l n e m p á r h u z a m o s e g y e n e s . ) 
A t o v á b b i a k b a n m e g v i z s g á l j u k a k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y e k n é h á n y t u l a j d o n -
s á g á t . 
1. LEMMA : 'Egy egyváltozós differenciálható f(x) függvény akkor és csak akkor 
kvázi-konkáv egy (a,b) intervallumon xx, x2 £ (a, b) esetén, ha az 
l . § . Kvázi-konkáv függvény fogalma és tulajdonságai 
/ [ A x , + (1 - A)X2] ^ A / ( X L ) + (1 - A ) / ( X 2 ) ( 0 < A < 1) 
/ [A X L + ( 1 — A)X2] S min { / ( X l , / ( x 2 } (0 < A < 1) 
f(Xl)tëf(x2) 
(1.2) 
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BIZONYÍTÁS: A f e n t i f e l t é t e l szükséges. L e g y e n u g y a n i s a z / ( x ) f ü g g v é n y k v á z i -
k o n k á v . A z t k e l l i g a z o l n u n k , h o g y ( 1 . l ) - b ő l k ö v e t k e z i k ( 1 . 2 ) . T e k i n t s ü k e l ő s z ö r 
a z x 2 > x 1 e s e t e t . E k k o r 
( 1 . 3 ) / ( x 1 ) = l i m / ( X l + 4 ~ / ( X l ) s O , 
Л-.0 n 
m e r t 
f(x2 + / / ) — / ( x j ) ^ 0 , h a c s a k xt+h S x 2 
a z / ( x ) k v á z i - k o n k á v i t á s a é s ( 1 . 1) m i a t t . A z o n b a n x 2 > x l m i a t t (1 . 3 ) e k v i v a l e n s 
( 1 . 2 ) - v e l . x 2 < X j e s e t é n a b i z o n y í t á s u g y a n í g y t ö r t é n i k , m í g x 2 = x x e s e t é n ( 1 . 2 ) 
t r i v i á l i s a n t e l j e s ü l . 
A z e l é g s é g e s s é g i g a z o l á s á h o z t e g y ü k f e l , h o g y m i n d e n x2, x2£(a, b)-re (1 . 1)-
b ő l k ö v e t k e z i k ( 1 . 2 ) . I g a z o l n i f o g j u k , h o g y / ( x ) a z (a, b) i n t e r v a l l u m o n k v á z i -
k o n k á v . L e g y e n x 2 > x j xlt x2£(a, b) k é t o l y a n p o n t , a m e l y r e (1 . 1) f e n n á l l . B e -
l á t j u k , h o g y / [ A x t + ( 1 — Я ) х 2 ] ^ / ( х ! ) ( 0 < / < 1). A b i z o n y í t á s i n d i r e k t m ó d o n 
t ö r t é n i k . T e g y ü k f e l u g y a n i s , h o g y l é t e z i k e g y x 3 ( x t < x 3 < x 2 ) p o n t , m e l y r e / ( x 3 ) < 
c / ( x t ) . E k k o r l é t e z i k e g y x 4 £[xlt x 3 ) p o n t , m e l y r e f(x4) =f(x1), d e f(x) < / ( x , ) 
m i n d e n x € ( x 4 , x 3 ) e s e t é n . 1 M i v e l / ( x 4 ) > / ( x 3 ) é s x 4 < x 3 l é t e z i k o l y 
x 5 £ ( x 4 , x 3 ) m e l y r e 
( 1 . 4 ) / ( x 5 ) < 0 . 
M á s r é s z t a z o n b a n 
( 1 - 5 ) / ( x 5 ) ^ / ( x 4 ) = / ( X j ) S / ( x 2 ) 
é s 
( 1 . 6 ) x 5 < x 2 . 
(1 . 4 ) , (1 . 5), é s (1 . 6 ) e g y ü t t a z ( 1 . 2 ) - n e k e l l e n t m o n d . T e l j e s e n h a s o n l ó a n i g a -
z o l h a t j u k a l e m m a e l é g s é g e s r é s z é t , h a x 2 < x , e s e t é n t e l j e s ü l (1 . 1), t e h á t a l e m m á t 
i g a z o l t u k . 
2. LEMMA: Egy egyváltozós folytonos függvény akkor és csak akkor szigorúan 
kvázi-konkáv az (a, b) intervallumon, ha kvázi-konkáv (a, b)-n és bármely x 0 pontnak 
létezik olyan (x0 — e, x0 + e) környezete, ahol 
( 1 . 7 ) f(x) © / ( x 0 ) (minden x £ ( x 0 — e, x0 + e), x = x0 esetén). 
BIZONYÍTÁS: I g a z o l j u k e l ő s z ö r a l e m m a s z ü k s é g e s s é g é t . A k v á z i - k o n k á v i t á s 
a d e f i n í c i ó m i a t t s z ü k s é g e s . A m á s i k f e l t é t e l is s z ü k s é g e s , u g y a n i s h a l é t e z n e e g y 
X; ( j = 1, 2 , . . . ) x 0 - h o z t o r l ó d ó p o n t s o r o z a t , h o g y / ( х г ) = / ( x 0 ) , a k k o r / ( x ) f o l y t o n o s -
s á g a m i a t t e g y x 0 - b ó l k i i n d u l ó s z a k a s z o n a f ü g g v é n y é r t é k e / ( x 0 ) v o l n a , t e h á t n e m 
v o l n a s z i g o r ú a n k v á z i - k o n k á v . 
A z e l é g s é g e s s é g b i z o n y í t á s á h o z l e g y e n e k x t , x2 £ (a, b) t e t s z ő l e g e s p o n t o k , é s 
x2 , / ( x 2 ) ëf(x2). ( A z x 2 < x t e s e t t e l j e s e n h a s o n l ó a n t á r g y a l h a t ó . ) M i v e l a 
f ü g g v é n y k v á z i - k o n k á v : 
(1 . 8) / [ A x t + (1 - A)x 2 ] ^ f ( X l ) ( 0 < Л < 1). 
1
 Azon x, pontok, melyekre f(xi) =--f(x,) nem torlódhatnak Хз-hoz, ekkor ugyanis az / ( x ) 
folytonossága miatt /(XI)=/(A'3) volna a feltevéssel ellentétben. 
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T u d j u k a z t is a m á s o d i k f e l t é t e l m i a t t , h o g y l é t e z i k o l y ó m e l y r e 
( 1 . 9 ) / [ А * 1 + ( 1 - Я ) х 2 ] > / ( х 2 ) ( 0 < A s á ) 
t e l j e s ü l . T e g y ü k f e l a f e n t i á l l í t á s s a l e l l e n t é t b e n , h o g y l é t e z i k e g y x 3 € ( x 1 ( x 2 ) , 
( x 3 Ф х х , х 3 ^ x 2 ) m e l y r e 
( 1 . 1 0 ) / ( x 3 ) =f(x,). 
A l k a l m a z z u k a l e m m á b a n s z e r e p l ő m á s o d i k f e l t é t e l t a z x 3 p o n t r a . x 3 - n a k v a n 
o l y a n k ö r n y e z e t e , m e l y b e n f ( x ) ^ f ( x 3 ) . E z t ö s s z e v e t v e ( 1 . 8 ) - c a l , k a p j u k , h o g y 
l é t e z i k e g y o l y x 4 6 ( x 3 , x 2 ) p o n t , a m e l y r e 
( 1 . 1 1 ) / ( x 4 ) > / ( x 3 ) . 
( 1 . 9 ) - b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y l é t e z i k e g y x 5 6 ( X ( , x 3 ) , m e l y r e 
( 1 . 1 2 ) f ( x 5 ) > / ( x 3 ) . 
A z o n b a n ( 1 . 11) é s ( 1 . 12) e l l e n t m o n d a k v á z i - k o n k á v i t á s n a k , a m i v e l a l e m m á t 
i g a z o l t u k . 
Megjegyzés: A z 1. é s 2 . d e f i n í c i ó b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y e g y n v á l t o z ó s f ü g g v é n y 
e g y R k o n v e x t a r t o m á n y b a n a k k o r é s c s a k a k k o r k v á z i - k o n k á v , i l l . s z i g o r ú a n k v á z i -
k o n k á v , h a a k o n v e x t a r t o m á n y b á r m e l y k é t p o n t j á t ö s s z e k ö t ő s z a k a s z a m e n t é n 
k v á z i - k o n k á v , i l l . s z i g o r ú a n k v á z i - k o n k á v . 
3 . DEFINÍCIÓ: A d o t t / ( x ) m - v á l t o z ó s f ü g g v é n y é s e g y R k o n v e x t a r t o m á n y a z 
m - d i m e n z i ó s t é r b e n . A z x 0 £ A p o n t o t a z / (x ) f ü g g v é n y R t a r t o m á n y b e l i l o k á l i s 
m a x i m u m á n a k n e v e z z ü k , h a l é t e z i k e g y o l y a n G ( x 0 , e ) x 0 p o n t k ö r ü l i e s u g a r ú 
g ö m b , m e l y r e 
/ (x 0 ) = m a x / (x ) 
xCRnG(x0,E) 
3. LEMMA : Egy m-változós, folytonos, kvázi-konkáv függvénynek egy zárt konvex 
R tartományban pontosan egy lokális maximuma van, amely természetesen az R-beli 
abszolút maximum is. 
BIZONYÍTÁS: A f e l t é t e l e k b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y l é t e z i k a b s z o l ú t m a x i m u m , 
a m e l y l o k á l i s m a x i m u m i s . A z t k e l l c s a k b e l á t n i , h o g y t ö b b n e m l e h e t . L e g y e n u g y a n i s 
a z / ( x ) f ü g g v é n y n e k x , é s x 2 A - b e l i l o k á l i s m a x i m u m a , é s l e g y e n t o v á b b á 
( 1 . 1 3 ) / ( X l ) ^ / ( X 2 ) . 
E k k o r a z / ( x ) s z i g o r ú k v á z i - k o n k á v i t á s a m i a t t : 
( 1 . 1 4 ) / ( A X 1 + ( 1 - / ) X 2 ) > / ( X 2 ) ( 0 < Я < 1 ) . 
M i v e l a z o n b a n x1,x2dR é s R k o n v e x , a z e g é s z ( х „ , x 2 ) s z a k a s z A - b e n v a n , t e h á t 
e l l e n t m o n d á s r a j u t o t t u n k a z z a l , h o g y X[ A - b e l i l o k á l i s m a x i m u m , a m i v e l i g a z o l t u k 
a l e m m á t . 
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2.§. Néhány fontos fogalom és lemma 
A t o v á b b i a k b a n a z x v e k t o r t m i n d i g o s z l o p v e k t o r n a k t e k i n t j ü k , a t r a n s z p o n á l t -
j á t , a m e g f e l e l ő s o r v e k t o r t x T - v e l j e l ö l j ü k . 
4 . DEFINÍCIÓ : A z m d i m e n z i ó s e u k l i d é s i t é r e g y 5 h a l m a z á t sokaságnak n e v e z z ü k , 
h a e l ő á l l í t h a t ó a k ö v e t k e z ő a l a k b a n 
a h o l К a l t é r . A s o k a s á g d i m e n z i ó j á n a d e f i n í c i ó j á b a n s z e r e p l ő К a l t é r d i m e n z i ó j á t 
é r t j ü k . 
A z m d i m e n z i ó s e u k l i d e s i t é r b e n a z m — 1 d i m e n z i ó s s o k a s á g o t hipersíknak 
n e v e z z ü k . 
K ö n n y e n b e l á t h a t ó , h o g y a d o t t n é s b e s e t é n a z 
e g y e n l e t e t k i e l é g í t ő x v e k t o r o k h i p e r s í k o t a l k o t n a k , é s m i n d e n h i p e r s í k í g y á l l í t h a t ó 
e l ő . A z п = ( я 1 ; . . . , nm) v e k t o r t a sík normálvektorának, n e v e z z ü k . I s m e r e t e s t o v á b b á , 
h o g y a h i p e r s í k a t e r e t k é t f é l t é r r e o s z t j a . ( A t é r e g y t e t s z ő l e g e s p o n t j á r ó l ú g y d ö n t h e t ő 
e l , h o g y m e l y i k f é l t é r b e n v a n , h o g y a s í k e g y p o n t j á b ó l a k i v á l a s z t o t t p o n t b a m u t a t ó 
v e k t o r n a k a n o r m á l v e k t o r r a l v a l ó s k a l á r i s s z o r z a t a p o z i t í v v a g y n e g a t í v ; m é g e g y -
s z e r ű b b e n a ( 2 . 2 ) e g y e n l e t b e v a l ó b e h e l y e t t e s í t é s k o r p o z i t í v v a g y n e g a t í v s z á m o t 
k a p u n k . ) A z o n p o n t o k h a l m a z á t , a m e l y e k r e a (2 . 1) e g y e n l e t p o z i t í v v a g y n u l l a 
é r t é k e t a d , n e v e z z ü k a s í k p o z i t í v f é l t e r é n e k , a t ö b b i p o n t e g y ü t t e s é t p e d i g a s í k 
n e g a t í v f é l t e r é n e k . 
T e k i n t s ü k m o s t к s z á m ú h i p e r s í k p o z i t í v f é l t e r é n e k a k ö z ö s r é s z é t , E z e g y 
k o n v e x h a l m a z , j e l ö l j ü k Л - e l . A z a z 
(2. 1) 5 = {v + x : x<EK}, 
(2.2) 
m 
m (2. 3) Я , ( x ) = 2 nijXj-b,^о ( / = 1 , 2 , ...,k), 
a h o l 
m 
M á s k é p p e n , f e l h a s z n á l v a , h o g y П; = ( я
п
, ni2, . . . , nim), 
A z R z á r t k o n v e x h a l m a z t e h á t 
(2. 6) 
A z R h a l m a z h a t á r a 
R = {x : i , - ( x ) i = 0 / = 1 , 2 , . . . k ) . 
( 2 . 7 ) В = { х : Я , ( х ) = 0 v a l a m i l y e n /'-re é s Я ; ( х ) ^ 0 m i n d e n / - r e } 
H a s z n á l n i f o g j u k m é g a t o v á b b i e g y s z e r ű s í t ő j e l ö l é s e k e t : 
(2. 8) 
( 2 . 9 ) 
Nk = [n,, n2 , ..., nj , 
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Nk тхк m é r e t ű m a t r i x , b^ p e d i g к d i m e n z i ó s v e k t o r . í g y a z R h a l m a z a z o n x p o n -
t o k b ó l á l l , a m e l y e k r e a z 
( 2 . 1 0 ) N l x - h k ^ О 
v e k t o r e g y e n l ő t l e n s é g t e l j e s ü l . 
5. DEFINÍCIÓ: A ( 2 . 8 ) t í p u s ú Nq matrix pszeudoinverzének n e v e z z ü k a z 
( 2 . 1 1 ) (NTqNqyXNq 
m á t r i x o t . 
K ö n n y e n i g a z o l h a t ó a z a l á b b i l e m m a . 
4. LEMMA: Az Nq matrix psZeudoinverze akkor és csak akkor létezik, ha az 
Nq-t alkotó n^, ...,n„ vektorok lineárisan függetlenek. 
J e l ö l j ü k 7 / ; - v e i a z i - e d i k h i p e r s í k p o n t j a i n a k h a l m a z á t , a z a z a z o k a t a z x p o n -
t o k a t , m e l y e k r e 2 ; ( x ) = 0 , 
( 2 . 1 6 ) H, — {x : Ai(x) = n j x — bt = 0 } . 
T e k i n t s ü n k m o s t t e t s z ő l e g e s q s z á m ú l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n h i p e r s í k o t . 2 L e g y e n 
a k ö z ö s r é s z ü k Q, t e h á t 
( 2 . 1 7 ) ö = í W 
i = l 
J e l ö l j ü k t o v á b b á H f l a l a z n ; n o r m á l v e k t o r ú , o r i g ó n á t m e n ő s í k o t é s ö ° - l a l e z e k 
k ö z ö s r é s z é t : 
(2.18) # P = {x : n,x = 0}, 
( 2 . 1 9 ) Q ° = í ) H l 
i= 1 
A Q° h a l m a z q d i m e n z i ó s a l t é r . A o r t o g o n á l i s k i e g é s z í t ő a l t e r é t j e l ö l j ü k 
g - m a l . N y i l v á n v a l ó , h o g y 
( 2 . 2 0 ) О = j x : t e t s z ő l e g e s v a l ó s s z á m j . 
T e k i n t s ü k m o s t a k ö v e t k e z ő m X m - e s m á t r i x o t : 
( 2 . 2 1 ) Pq = Nq(NTqNq)-lNTq. 
5. LEMMA: P egy vetítő matrix,3 mely minden m dimenziós vektort Q-ba vetít. 
2
 Hipers íkokat lineárisan függet leneknek nevezünk, h a normálvektora ik lineárisan függet-
lenek. 
3
 Vetítésen merőleges vetítést é r tünk , azaz olyat, hogy az eredeti és a vetített vektor kü lönb-
sége merőleges a r ra az al térre vagy sokaságra , ahova vetí tünk. Ez nyilvánvalóan egyértelmű. Ugyanis 
ha lenne ket tő , azok különbsége merőleges lenne az altérre, de másrészt benne is van, tehát 0. A tér 
egy pon t j á t azonosnak tek in t jük az or igóból a p o n t b a m u t a t ó vektorra l , ezért pon t vetítése 
és vektor vetítése közöt t nem teszünk különbséget . 
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BIZONYÍTÁS: M i v e l Em, a z m d i m e n z i ó s e u k l i d é s i t é r , Q° é s ß o r t o g o n á l i s 
ö s s z e g e , m i n d e n £ m - b e l i v e k t o r e g y é r t e l m ű e n á l l í t h a t ó eló' m i n t e g y ß ° - b e l i é s e g y 
ß - b e l i v e k t o r ö s s z e g e . E z é r t e l e g e n d ő i g a z o l n i , h o g y 
( 2 . 2 2 ) Pq\ = 0 h a v < E ß ° 
é s 
( 2 . 2 3 ) Pqw = w h a w 6 ß . 
L e g y e n v € ß ° . E k k o r Q° d e f i n í c i ó j a m i a t t 
i n n e n 
n , r v = 0 0 ' = 1 , 2 , . . . , 9 ) , 
< v = Q , 
a m i b ő l Pq d e f i n í c i ó j a m i a t t (2 . 2 2 ) a z o n n a l k ö v e t k e z i k . 
L e g y e n m o s t w Ç Q, a z a z 
« 
w = Z П;П; = А в а , 
i = 1 
i n n e n 
Pq w = Nq(NqNq) -1 NqNqa = Nqa = w 
E z z e l a l e m m a á l l í t á s á t i g a z o l t u k . 
M e g j e g y z e n d ő , h o g y h a q = m, N,„ n é g y z e t e s m a t r i x é s 
( 2 . 2 4 ) P q = X m N n - 1 ( N l ) - 1 N l = I 
e g y s é g m á t r i x , a z a z m i n d e n v e k t o r t ö n m a g á b a v e t í t , a h o g y v á r h a t ó v o l t . 
T e k i n t s ü k a k ö v e t k e z ő m X w - e s m á t r i x o t : 
( 2 . 2 5 ) P° = I - Pq = I"Nq(NqNq)-1 Nq. 
6. LEMMA : P°q vetítőoperátor, mely minden m dimenziós vektort Q°-ba vetít. 
BIZONYÍTÁS: L e g y e n i s m é t v £ ß ° é s w £ ß . F e l h a s z n á l v a a z 5 . l e m m á t , k a p j u k , 
h o g y 
é s 
„ 0 z, 
Р„У = У- Pay = V 
P° w = W — Pq W = О 9 T
a m i v e l i g a z o l t u k a l e m m á n k a t . 
A z e d d i g i e k b ő l k ö v e t k e z i k a z a l á b b i , v e t í t ő m a t r i x o k é s l i n e á r i s f ü g g e t l e n s é g 
k a p c s o l a t á r a v o n a t k o z ó á l l í t á s . 
7. LEMMA: Legyenek n,-k ( / = 1, 2, ..., k) lineárisan független vektorok és Pq 
a fenti (2. 25) vetítőmatrix. Annak a szükséges és elégséges feltétele, hogy egy у 
vektor lineárisan független legyen nrktöl, az, hogy 
( 2 . 2 6 ) P°qy* О 
legyen. 
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8. LEMMA : Egy tetszőleges X vektor Q-beli vetülete4 a következőképpen állítható 
elő: 
(2. 27) Pqx = x — Nq (jV[áQ -1 (Nqx - b„). 
BIZONYÍTÁS: H a s z n á l j u k a k ö v e t k e z ő j e l ö l é s e k e t 
T 
Д ; ( х ) = П; X — BI 
( 2 . 2 8 ) Á ( x ) = 
/ n í x - M 
T L 
n2x — b2 
V nqx — bq) 
— NÍx — Ьл 
E k k o r a Q s o k a s á g í g y í r h a t ó : 
( 2 . 2 9 ) Q = { x : Á ( x ) = o } . 
A z t k e l l t e h á t b e l á t n i , h o g y m i n d e n x - r e 
(2. 30) X(Pqx) = o, 
t o v á b b á , h o g y a v e t í t é s m e r ő l e g e s , 4 a z a z 
( 2 . 3 1 ) Pqx — x£Q. 
F i g y e l e m b e v é v e (2 . 2 7 ) - t é s ( 2 . 2 8 ) - t , v a l a m i n t Q d e f i n í c i ó j á t , 
À ( P q x ) = N l x - b q - N q N q ( N ^ N q ) - 1 (Nqx- b„) = О. 
V e z e s s ü k b e a k ö v e t k e z ő j e l ö l é s t : 
(NqNq)'1 ( A j x - b , ) = u. 
E k k o r 
я 
PqX - X = NqU = 2 "i4> » 
i = l 
a m i v e l i g a z o l t u k a l e m m á n k a t . 
A vetítőmatrixok néhány egyszerű tulajdonsága 
L e g y e n e k v, w £ E m t e t s z ő l e g e s v e k t o r o k . B o n t s u k f e l ő k e t 0 - b e l i , i l l . 0 ° - b e l i 
ö s s z e t e v ő i k r e : 
( 2 . 3 2 ) \=Pq\ + Pq\ yy = Pqyy+P°qyv. 
Q é s Q° o r t o g o n a l i t á s a m i a t t 
( 2 . 3 3 ) (Pqy)T(P°qyy) = 0 éS (Pq\)T (PqW) = 0. 
E z é r t 
(2. 34) v 'w = (Pqy)T(Pqw) + (Pqy)T(P°w) 
4
 Lásd a 3. lábjegyzetet. 
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é s 
(2. 35) v r ( F > ) = <P t°v)r(P f°w) = ( P > ) T w . 
E z t a l k a l m a z v a v = w - r e k a p j u k , h o g y 
( 2 . 3 6 ) ! vr(P,°v) = |P,°v|2. 
V é g ü l m e g j e g y z e n d ő ' , h o g y ( 2 . 2 4 ) é s (2 . 2 5 ) m i a t t , h a q = m 
(2.37) Pmv = o ( m i n d e n v£Fm e s e t é n ) . 
3.§. Matrix inverzió. Vetítőmatrixok kiszámítása 
A t o v á b b i a k b a n g y a k r a n l e s z s z ü k s é g ü n k a z (NJNQ)~L t í p u s ú i n v e r z e k , v a l a m i n t 
a Pq é s Pq v e t í t ó ' m a t r i x o k k i s z á m í t á s á r a , k ü l ö n b ö z ő ' п , , п 2 , ..., n9 e s e t é n . L e g g y a k -
r a b b a n ú g y l é p f e l a p r o b l é m a , h o g y a s z e r e p l ő ' n , - b ó ' l e g y e t e l h a g y u n k , v a g y e g y 
ú j a t h o z z á v e s z ü n k . E z é r t k ü l ö n ö s e n h a s z n o s l e s z r e k u r z i ó s f o r m u l á k k é s z í t é s e . 
A m o s t k ö v e t k e z ő ' m a t r i x i n v e r z i ó s m ó d s z e r [ 7 ] - b e n t a l á l h a t ó m e g . 
L e g y e n A e g y n é g y z e t e s m a t r i x . V é g e z z ü k e l a k ö v e t k e z ő ' p a r t i c i o n á l á s t : 
( 3 . 1) 
-K A2 A4J 
a h o l AX é s A4 n é g y z e t e s m á t r i x o k , A2, A3 a m e g f e l e l ő s o r ú , i l l . o s z l o p ú d e r é k s z ö g ű 
m á t r i x o k . L e g y e n t o v á b b á 
( 3 . 2 ) А0 = А4-АЗАГ1А2. 
H a m i n d AX, m i n d A0 n e m s z i n g u l á r i s , a k k o r A i n v e r z e l é t e z i k é s a k ö v e t k e z ő -
k é p p e n á l l í t h a t ó e l ő : 5 
( 3 . 3 ) A ' 1 = B -
a h o l 
( 3 . 4 ) 
Г Bj B21 
U a B 4 J ' 
BJ=A( L+A- 1A2A0 
BI — -АГ 1A2AÖ 
Р з = -AÔ 'АзАТ 
B4 = AÖ1. 
Az A és В m á t r i x o k ö s s z e s z o r z á s á v a l e l l e n ő r i z h e t ő , h o g y В v a l ó b a n i n v e r z . ( 3 . 4 ) -
b ő l n y i l v á n v a l ó , h o g y BT u g y a n o l y a n m é r e t ű m a t r i x , m i n t AT ( i — 1, 2 , 3 , 4 ) , t e h á t , 
h a i s m e r t A~L, a k k o r a BL i s a z . U g y a n c s a k ( 3 . 4 ) - b ó ' l k ö v e t k e z i k , h o g y 
( 3 . 5 ) А(1 = В
Х
-В2В11В3, 
5
 Természetesen ez az elégséges feltétel nem szükséges, azonban a mi esetünkben teljesülni 
fog. 
1 6 6 KOVÁCS L. В. 
L e g y e n m o s t 
( 3 . 6 ) A = N [ N q 
(3 .7) AI=NJ.INQ_1 
(3.8) A2 = A3=N^MQ 
( 3 . 9 ) А4 = ЩЩ=1. 
H a i s m e r j ü k (N^Nq)~l-et, a k k o r k ö n n y e n k i s z á m í t h a t j u k 
( 3 . 5 ) s e g í t s é g é v e l , a h o l m o s t BX, В 2 , В 3 , В А a z (NfNq)~1 m a t r i x n a k а ( 3 . 6 ) — 
( 3 . 9 ) - n e k m e g f e l e l ő p a r t i c i o n á l á s a i , a z a z В
х
 a b a l f e l s ő s a r o k b a n l e v ő (q — 1) X 
X(q— l ) - e s m a t r i x , B4 a z u t o l s ó s o r e l e m e , B2 é s B3 p e d i g a z u t o l s ó o s z l o p , i l l . 
u t o l s ó s o r b ó l e l h a g y v a a z u t o l s ó e l e m e t . ( H a n e m a z n ( ( - t a k a r j u k e l h a g y n i , h a n e m 
e g y m á s i k n ; - t , N^NQ-ban s o r , i l l . o s z l o p c s e r é k k e l e l é r h e t ő , h o g y n ( é s n 4 s z e r e p e t 
c s e r é l j e n e k , e k k o r t e r m é s z e t e s e n a z i n v e r z e n i s v é g r e k e l l h a j t a n i a m e g f e l e l ő o s z l o p - , 
i l l . s o r c s e r é t . ) 
H a i s m e r j ü k (N^1Nq-1)~1-et, ( N q N q ) ~ 1 a k ö v e t k e z ő k é p p e n s z á m í t h a t ó k i : 
f e l h a s z n á l v a a P°q v e t í t ő o p e r á t o r ( 2 . 2 5 ) e l ő á l l í t á s á t é s A0 ( 3 . 2 ) d e f i n í c i ó j á t , 
(3. 10) A0 = nq[l-Nq^1(NqL1Nq.1)-1NqLl]nq = щ Р4°_ i ne, 
a z a z f e l h a s z n á l v a ( 2 . 3 6 ) - o t , 
A0 = TTQFQ- = № IN,)R(/°- ,ПЧ) = IP°Q_ {NQ\2 
( 3 . 1 1 ) Ao=\P°q-inq\2. 
A 7 . l e m m a s z e r i n t a n n a k a s z ü k s é g e s é s e l é g s é g e s f e l t é t e l e , h o g y A 0 > 0 l e g y e n , a z , 
h o g y nq l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n l e g y e n n f - k t ő l ( / = 1 , 2 , . . . , q— 1). E z t f e l t é v e ( e k k o r 
A j 1 = - — , m e r t A0 e g y e l e m ü m a t r i x ) : 
А о 
BI = (NQ-INQ-I)'1 + AÖ yq-i y « - i 
( 3 . 1 2 ) B2 = BT3= -Aö'yq-t 
04= aö1, 
a h o l 
(3. 13) y e - i = ( < _ i # , _ i ) - 4 < - i n 4 ) . 
E k k o r ( A j L e t a k ö v e t k e z ő k é p p e n á l l í t h a t j u k e l ő : 
[ В В 
B3 B\ ' 
a h o l BT ( / = 1 , 2 , 3 , 4 ) a ( 3 . 1 2 ) - b e n d e f i n i á l t m a t r i x . 
A z e d d i g i e k s e g í t s é g é v e l k ö n n y e n a d h a t u n k e g y r e k u r z i ó s f o r m u l á t a Pq é s a 
v e t í t ő o p e r á t o r o k r a . F e l h a s z n á l v a a ( 2 . 2 1 ) , ( 3 . 1 2 ) é s ( 3 . 1 4 ) k é p l e t e k e t , 
(3. 15) = P 1 Bl 1 =Pq-i +Aö\P°q-inq){Pq-inq)T. 
L R 3 R 4 J L n , J 
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J e l ö l j ü k Ug-val a P q _ t n í ( i r á n y ú e g y s é g v e k t o r t : 
„ o 
Pq- 1П, ( 3 . 16) 
Mivel Pq = I — Pq , 
- 1 П« 
( 3 . 1 7 ) Pq = Pq - 1 — Uq Uq . 
A l k a l m a z z u k a Pq o p e r á t o r t e g y t e t s z ő l e g e s y£E,„ v e k t o r r a : 
( 3 . 1 8 ) P ° y = P q ~ t y — ( u j u ) u 9 . 
T o v á b b á , m i v e l | u e | = l , t e h á t 
( 3 . 1 9 ) | P î ° y l 2 = I A - i y l 2 + [ u [ y | 2 - 2 ( u [ y ) u ï ( J P g ° _ 1 y ) . 
A l k a l m a z z u k m o s t a ( 2 . 3 5 ) ö s s z e f ü g g é s t : 
( 3 . 2 0 ) u [ ( £ ° _
 1 У ) = i u , ) r y = u [ y . 
H a s z n á l j u k f e l e z t ( 3 . 1 9 ) - b e n : 
( 3 . 2 1 ) I A ° y l 2 = I G ° - i y l 2 - | u [ y | 2 . 
E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y 
(3.22) l-PeVl — I -fT- г УI — |yl-
T e k i n t s ü k a d o t t n a k a z n 1 , n 2 , - „ n , n o r m á l v e k t o r o k a t . K i s z á m í t a n d ó P f , az 
az o p e r á t o r , a m e l y a 
Q, = { x : n j x = 0 / = 1 , 2 , . . . , / } 
a l t é r b e v e t í t . A ( 2 . 2 5 ) e l ő á l l í t á s b ó l P ? - t a z a z a z e l s ő h i p e r s í k b a v e t í t ő o p e r á t o r t 
m e g k a p h a t j u k . M o s t v e s s z ü k a m e g m a r a d t n o r m á l v e k t o r o k k ö z ü l a z e l s ő t , a m e l y 
l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n n j - t ő l , é s a (3 . 17) r e k u r z i ó v a l k é p e z z ü k P\?-t. A m o s t f e n n -
m a r a d ó n o r m á l v e k t o r o k k ö z ü l v e s z ü n k e g y e t , a m e l y a z e l s ő k é t n o r m á l v e k t o r t ó l 
l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n , é s i s m é t a l k a l m a z z u k a z e m l í t e t t r e k u r z i ó t . A z e l j á r á s t a d d i g 
f o l y t a t j u k , a m í g a l e h e t ő l e g t ö b b l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n n o r m á l v e k t o r t k i v á l a s z t o t -
t u k . E k k o r e l j u t o t t u n k e g y P ß v e t í t ő o p e r á t o r h o z , a m e l y t e h á t Г s z á m ú h i p e r s í k 
k ö z ö s r é s z é b e v e t í t . B e f o g j u k b i z o n y í t a n i , h o g y e z a z o p e r á t o r e g y b e n a z ö s s z e s 
e m l í t e t t h i p e r s í k k ö z ö s r é s z é b e v e t í t . 
9. LEMMA: Legyen az n , , n 2 , ..., n( normálvektorok közül az első V számú 
lineárisan független, de bármelyik további már legyen lineárisan összefüggő velük. 
Legyen továbbá Pj az első l számú hipersík közös részébe vetítő operátor és y Ç Em 
tetszőleges vektor. Ekkor 
( 3 . 2 3 ) щ(Р?у) = 0 ( < 7 = 1 , 2 , . . . / ' , / ' + 1 , . . . / ) . 
BIZONYÍTÁS: q = l , 2 , . . . , / ' - r e P,9 d e f i n í c i ó j á b ó l k ö v e t k e z i k a z á l l í t á s . L e g y e n 
m o s t q>l'. A 7 . l e m m a m i a t t 
| P r n j = 0 . 
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F e l h a s z n á l v a (2 . 3 5 ) - t , 
щ(Ргу) = (РгщУ(Ргу) = 0, 
a m i b i z o n y í t a n d ó v o l t . 
S z ü k s é g ü n k l e s z m é g a t o v á b b i a k b a n n é h á n y e g y s z e r ű ö s s z e f ü g g é s r e é s l e m m á r a . 
E l s ő n e k v i z s g á l j u k m e g a t ö b b v á l t o z ó s F u j / o r - f o r m u l á t . 
L e g y e n 
F ( x ) = F(xl, x2, ..., xm) 
o l y a n m v á l t o z ó s f ü g g v é n y e g y R k o n v e x t a r t o m á n y b a n , a m e l y m i n d e n xt s z e r i n t 
k é t s z e r f o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó , é s a m e l y n e k a p a r c i á l i s d e r i v á l t j a i F - b e n 
k o r l á t o s a k . E k k o r f e l í r h a t j u k a Taylor-form\ükt: 
(3 . 2 4 ) F(x) — F(x0) + ( x - x 0 ) T g ( x 0 ) + ( x - x 0 ) T C ( x ' ) ( x - x 0 ) , 
a h o l 
x 0 £ F t e t s z ő l e g e s p o n t , 
g w v n x ;
 j aXl ' dx2 ' ••• дхт y 
é s 
' l W I . , , 
— m a t r i x , x £ ( x 0 , x ) . 
2 d x i d x j J , y j = i , 2 m 
M i n t h o g y F ( x ) m á s o d i k p a r c i á l i s d e r i v á l t j a i k o r l á t o s a k , 
(3. 25) - y|x - x ö | 2 ( x _ Xo)t c(x')(x - x0). 
L e g y e n y = ym a l e g k i s e b b , a m e l y r e a (3 . 2 5 ) m é g t e l j e s ü l . 
6 . DEFINÍCIÓ: H a A e g y s k a l á r m a t r i x , a k k o r A normáján a k ö v e t k e z ő t é r t j ü k : 
vi И Х 1 6 
Ml = m a x 4 4 . 
L e g y e n e k n f , n 2 , . . . , n e l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n e k , e k k o r N j N q n e m s z i n g u l á r i s , 
n o r m á j a l é t e z i k , t e h á t v a n o l y a n y v > 0 , m e l y r e 
( 3 . 2 6 ) p t f X ) - 1 ! ^ . 
10 . LEMMA: A ( 3 . 2 6 ) - / teljesítő "f-re fennáll a 
( 3 . 2 7 ) I 
egyenlőtlenség. 
BIZONYÍTÁS: Н а С e g y t e t s z ő l e g e s m a t r i x é s c t J e g y i k e l e m e , a k k o r 
( 3 . 2 8 ) | с у | ё | | С | | . 
T e k i n t s ü k u g y a n i s a z t a z x , v e k t o r t , a m e l y n e k y ' -edik k o o r d i n á t á j a 1, a t ö b b i 0 . 
6
 Az A matr ix így definiált n o r m á j a az egység hosszúságú vektorok képei közül a leghosszabb 
nagyságúval egyenlő. H a A valós szimmetr ikus matr ix, akko r MII n e m más, mint a legnagyobb 
abszolút ér tékű sajátérték abszolút értéke. 
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M i v e l j x j j — 1, t e h á t 
| | C | | a | C x | = 2Ckj = \cu\. 
E z z e l ( 3 . 2 8 ) - a t b e l á t t u k . L e g y e n e k A é s At m i n t ( 3 . 6 ) é s ( 3 . 7 ) - b e n . A~l = (NfNq)-1 - t 
p a r t i c i o n á l j u k ú g y , m i n t (3 . 3 ) - b a n . E k k o r A0 = \P° _ xnq\2. M i v e l = A ô 1 e l e m e 
a z A - 1 m a t r i x n a k , ( 3 . 2 8 ) s z e r i n t é s ( 3 . 2 6 ) m i a t t 
M ö ' H ^ N y v , 
a z a z 
[ I P ^ i ^ É J - ^ y , , 
a m i t á t r e n d e z v e , a z t k a p j u k , h o g y 
F e l h a s z n á l v a ( 2 . 2 5 ) - ö t é s (2 . 2 7 ) - e t , 
s e z z e l a l e m m a á l l í t á s á t i g a z o l t u k . 
11. LEMMA: Legyen Q a A;(x)=nfx — bt = 0 ( i = 1, 2 , . . . , q) hipersíkok közös 
része, és legyen x 0 d Q. Ekkor annak szükséges feltétele, hogy az 
( 3 . 2 9 ) x = x 0 + z 
pont benne legyen az 
( 3 . 3 0 ) R = { x : i ; ( x ) s 0 i=\,2, ...q, ...,k} 
tartományban, az, hogy 
( 3 . 3 1 ) é v / Z Í É O 
legyen. 
BIZONYÍTÁS: T e g y ü k f e l u g y a n i s , h o g y e z n e m t e l j e s ü l . E k k o r l e g a l á b b e g y i-re 
n f z < 0 , p é l d á u l z = l - r e . E k k o r a z o n b a n 
Ái(x) = n l (x 0 + z ) - ú i = nTz<0, 
m i v e l 
a f e l t e v é s s z e r i n t e z z e l i g a z o l t u k a l e m m á t . 
Áx(x) = n í x 0 - ú i = 0 , 
4 .§ . A kvázi-konkáv programozási feladat 
lineáris feltételek esetére 
L e g y e n R t a r t o m á n y a ( 2 . 5 ) - b e n d e f i n i á l t f é l t e r e k k ö z ö s r é s z e , a z a z 
( 4 . 1 ) A = { x : Áj ( x ) = n f x — ő; ё 0 / = 1 , 2 , . . . к } . 
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R z á r t é s k o n v e x t a r t o m á n y , a h a t á r a 
( 4 . 2 ) В = { x : á ( ( x ) = 0 v a l a m i l y e n / - r e é s Â ; ( x ) m i n d e n / - r e } . 
L e g y e n t o v á b b á 
(4.3) F(x) = F(xitx2, ...,xm) 
m - v á l t o z ó s s z i g o r ú a n k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y , é s j e l ö l j ü k a g r a d i e n s é t g ( x ) - e l : 
x ' - , ' í 8F 8F dF I 
Feladat: K e r e s e n d ő ' a z F ( x ) s z i g o r ú a n k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y m a x i m u m a a z 
R z á r t k o n v e x t a r t o m á n y b a n , é s k e r e s e n d ő a z a z x0£R a m e l y r e 
( 4 . 5 ) F ( x 0 ) = m a x F ( x ) . 
x£R 
A t o v á b b i a k b a n f e l t e s s z ü k , h o g y i s m e r ü n k e g y x l f R 1 p o n t o t , é s e b b ő l k o n s t r u á -
l u n k e g y o l y a n k o n v e r g e n s x ( s o r o z a t o t , m e l y r e 
( 4 . 6 ) F ( x 1 ) < F ( x 2 ) < . . . < F ( x „ ) < . . . 
k i m u t a t j u k t o v á b b á , h o g y x „ - > - x 0 , é s e r r e a z x 0 - r a ( 4 . 5) t e l j e s ü l , a z a z x 0 p o n t 
o p t i m á l i s a f e l a d a t r a n é z v e . 
1. TÉTEL: Legyen x0 pont az R tartomány határán. x0 pontosan q hipersikon 
van rajta (lë^Sm), amelyekről feltesszük, hogy lineárisan függetlenek. (Normál-
vektoraik lineárisan függetlenek.) Nevezzük ezen síkok közös részét Q-nak, amely 
tehát a síkok lineáris függetlensége miatt m — q dimenziós sokaság. Legyen továbbá 
F(x) szigorúan kvázi-konkáv függvény, amelynek második parciális deriváltjai korláto-
sak R-ben. Ezenkívül F ( x , ) > F ( x 0 ) esetén ( x ! — x 0 ) r g 0 AO legyen8. Ekkor annak 
a szükséges és elégséges feltétele, hogy az F(x) függvény az R tartománybeli maximu-
mát az x0 pontban érje el, azaz, hogy az 
F ( x 0 ) = m a x F ( x ) 
egyenlet teljesüljön, az hogy 
( 4 . 7 ) A ° g ( x o ) = 0 
é s 
( 4 . 8 ) ( A / A ? ) - 1 A , g ( x 0 ) ^ 0 
legyen. 
BIZONYÍTÁS: Elégségesség. ( 4 . 7 ) - b ő l k ö v e t k e z i k , g 0 = g ( x 0 ) m e g a d h a t ó a g - t 
a l k o t ó s í k o k n o r m á l v e k t o r a i n a k l i n e á r i s k o m b i n á c i ó j a k é n t . ( U g y a n i s Ek = Q° + Q 
7
 Sok esetben a gazdasági f e l ada tnak i smer jük egy megoldásá t , ui. a jelenleg használa tos 
p r o g r a m ilyen. M á s esetekben Xi = o, megfelelő, ez ui. megfelel a n n a k , hogy semmit sem te rmelünk . 
H a nem ismeretes indu ló p r o g r a m , a lineáris p rog ramozásban ismert e l járással nyerhe tünk 
egyet , ugyanis a feltételek itt is l ineárisak. 
8
 Ezt a kényelmetlen feltételt, va lamint azt , hogy az x 0 - t t a r t a lmazó s íkok legyenek l ineárisan 
függet lenek, ki f o g j u k küszöböln i a módszer használa ta során. 
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o r t o g o n á l i s ö s s z e g , t e h á t Pqgo=0 m i a t t g 0 £ ß , Q p e d i g a z n 1 ( . . . , n^ v e k t o r o k á l t a l 
k i f e s z í t e t t a l t é r ) a z a z 
« 
( 4 . 9 ) g 0 = 2 = a h o l r = ( r l f r 2 , . . . rq). 
i= 1 
M i n d k é t o l d a l r a a l k a l m a z v a a z ( N q N q ) ~ 1 N j o p e r á t o r t , 
( 4 . 1 0 ) r = ( N j N j ) ~ 1 N q g o , 
a z a z ( 4 . 8 ) m i a t t 
( 4 . 1 1 ) r ë O . 
T e g y ü k f e l , h o g y x 0 n e m m a x i m á l i s p o n t j a F ( x ) - n e k P - b e n , a z a z l é t e z i k o l y a n 
X j £ P , a m e l y r e F ( x j ) > F ( x 0 ) . M o s t i g a z o l n i f o g j u k , h o g y e k k o r 
( 4 . 1 2 ) ( X l - X 0 ) r g 0 > 0 . 
A v é g b ő l , h o g y e z t b e l á s s u k , t e k i n t s ü k a z F ( x ) f ü g g v é n y t a z x t — x 0 v e k t o r 
i r á n y á b a n , m i n t e g y d i m e n z i ó s f ü g g v é n y t , a z a z a z 
f i t ) = F ( x 0 + í ( x i - x 0 ) ) 
f ü g g v é n y t m i n t t f ü g g v é n y é t . A 2 . l e m m a u t á n l e v ő m e g j e g y z é s é r t e l m é b e n e z i s 
k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y . M i v e l F ( x t ) > F ( x 0 ) , t e h á t / ( 1 ) > / ( 0 ) , k ö v e t k e z é s k é p p e n 
/ ( ? ) > / ( 0 ) ( 0 < í < l ) , i n n e n / ' ( 0 ) s 0 , a z a z ( x x — x 0 ) ' r g 0 S O , a m i ö s s z e v e t v e a t é t e l 
f e l t e v é s é v e l , m e l y s z e r i n t ( x ^ X Q ) 7 g o ± 0 , a k í v á n t ( 4 . 1 2 ) - t k a p j u k . 
F e l h a s z n á l v a g 0 ( 4 . 9 ) a l a k j á t , ( 4 . 1 2 ) - b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y 
( 4 . 1 3 ) 0 < 1 ф
г
х
о
) Ч ] . 
;=i 
A ( 3 . 2 3 ) e g y e n l ő t l e n s é g b ő l , m i v e l a n n a k f e l l é t e l e t e l j e s ü l ( z = x t — x 0 , x 2 — 
= Xo + X i - x 0 = X j + z £ P ) : ( x t — х о ) т п , ^ 0 (i= 1, ..., q), i n n e n é s ( 4 . 1 3 ) - b ó l 
k a p j u k , h o g y l e g a l á b b e g y г , =>0, a m i e l l e n t m o n d ( 4 . l l ) - n e k , t e h á t a t é t e l f e l t e v é s e 
e l é g s é g e s . 
Szükségesség. B e l á t j u k , h o g y a ( 4 . 7 ) é s ( 4 . 8 ) f e l t é t e l e k s z ü k s é g e s e k i s . L e g y e n 
q a ( 4 . 1 0 ) - b e l i r v e k t o r k o m p o n e n s e i n e k a s z á m a . T e g y ü k f e l e g y s z e r ű s é g k e d v é é r t , 
h o g y r q ^ r t ( i = 1, 2 , . . . , q— 1) . H a ( 4 . 7 ) é s ( 4 . 8 ) k ö z ü l n e m m i n d a k e t t ő t e l j e s ü l , 
a k k o r k é t e s e t e t k ü l ö n b ö z t e t ü n k m e g : 
I . 
( 4 . 1 4 ) | P 9 ° g o | > m a x j o j y / ^ v - ' / 2 ! 
9
 A tétel szükségesség részében nyi lvánvaló , h o g y az 1. és 2. a l t e rna t íva m i n d e n esete t t a r -
t a l m a z , a m i k o r a (4. 7) és (4. 8) n e m mindegyike tel jesül . A z 1. a l t e rna t íváva l az egész |F [g 0 ! -=0 
eset t á r g y a l h a t ó v o l n a a k k o r is, h a rq> 0 és | P ° g o | - = y rqyj'/2. E z u t ó b b i eset a z o n b a n a 2. a l t e r n a -
t ívába is be le ta r toz ik , és mivel ez kevesebb megszor í tássa l do lgoz ik , ezzel cé lszerű számoln i , a m i k o r 
c sak lehet . (A m á s i k ese tben Q d imenz ió ja vá l toza t lan vagy c s ö k k e n ; i t t ped ig növeksz ik . ) 
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M i v e l | F ° g o | > 0 , x 0 n e m c s ú c s 1 0 ( F - b e n ) , a z a z q ^ m Ç . 1 , t e h á t 0 l e g a l á b b 
e g y d i m e n z i ó s s o k a s á g . T e k i n t s ü k a k ö v e t k e z ő e g y s é g v e k t o r t : 
\Pq gol 
E k k o r N j z = 0 , m e r t n f z = 0 ( / ' = 1, 2 , . . . , q), u g y a n i s z € 0 ° , n , Ç 0 é s 0 ° + 0 = Em. 
A z 
( 4 . 1 6 ) x = x 0 + r z 
v e k t o r m i n d e n т - r a 0 - b a n v a n , m e r t x 0 é s z 0 - b e I i e k , 0 p e d i g s o k a s á g . A z o n b a n 
x 0 c s a k a 0 - t l é t r e h o z ó q s z á m ú h i p e r s í k b a n ( # , - , i— 1, 2 , . . . , q) v a n a f e l t é t e l 
s z e r i n t , é s m i v e l l e h e t s é g e s p o n t , 2 j ( x o ) — < 5 > 0 i=q +1, . . . , k. E k k o r a f e n n -
m a r a d ó k — q h i p e r s í k m i n d e g y i k é r e ( H i t i = q+ 1, ..., k ) v a g y l é t e z i k e g y т = т,-, 
a m e l l y e l k é p e z e t t ( 4 . 1 6 ) - b e l i x - r e Л
г
(х ) = 0 , v a g y a z X = X 0 + TZ m i n d e n т e s e t é r e 
Я ; ( х ) > 0 . A z o n b a n m i v e l R k o r l á t o s , l e g a l á b b e g y p o z i t í v é s e g y n e g a t í v x( l é t e z i k . 
А 2 f ( x 0 + r z ) = 0 e g y e n l e t b ő l 
( 4 . 17) 
M i v e l [ z r n ( | S l , | т г | ё 2 г ( х о ) — > 0 (i = q+ 1, . . . , k ) . L e g y e n r m a l e g k i s e b b p o z i t í v 
t ; , a z a z 
( 4 . 1 8 ) т
т
 = m i n {TJ==<5} (i = q + 1, ..., k). 
E z a r m r e p r e z e n t á l j a a z t a l e g n a g y o b b l é p é s t , a m i t x 0 - b ó l z i r á n y á b a t e h e t ü n k 
a n é l k ü l , h o g y F - e t e l h a g y n á n k . I n n e n b á r m e l y г - r a , m e l y r e 0 т ^ xm , x = x 0 + r z £ F . 
A v é g b ő l , h o g y m e g m u t a s s u k F ( x ) > F ( x 0 ) t e l j e s ü l é s é t e l é g k i c s i n y т - r a t e k i n t -
s ü k a k ö v e t k e z ő e g y e n l ő t l e n s é g e t , m e l y e t ( 3 . 2 4 ) - , ( 3 . 2 5 ) - é s (4 . 1 6 ) - b ó l k a p t u n k : 
( 4 . 1 9 ) x ( z r g 0 ) - yx2 iS F ( x ) - F ( x 0 ) . 
T e h á t ( 2 . 3 6 ) , ( 4 . 14) é s ( 4 . 15) figyelembevételével 
( 4 . 2 0 ) z 7 g 0 = | F ° g o | . 
E z t v i s s z a í r v a ( 4 . 1 8 ) - b a , 
( 4 . 2 1 ) T [ | P e ° g o | - f t ] S F ( x ) - F ( x o ) . 
A z F f ü g g v é n y n ö v e k e d é s é r e v o n a t k o z ó a l s ó k o r l á t a l e g n a g y o b b , h a 
T = | 7 ° g 0 | / 2 y : 
( 4 . 2 1 0 i ^ L ^ S F ( x ) - F ( x 0 ) . 
L e g y e n 
( 4 . 2 2 ) t ' = m i n { x m , | F ° g 0 | / 2 y } ë m i n [ S , | F e ° g o | / 2 y } . 
10
 Ugyanis P° ö ° - b a vetít, h a pedig q — m volna, akko r az m dimenziós térben m számú lineá-
risan független sík közös része Q° csak egy pon t . Bármely vektor vetítése ß ° - b a tehát null vektor , 
| B ? g o | > 0 lehetetlen volna. 
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E k k o r 
( 4 . 2 3 ) X i ^ X o + T 'z £R, 
e s 
( 4 . 2 4 ) y T ' | P ; g o ! S E ( x ) - F ( x o ) . 
I I . M o s t t e k i n t s ü k a m á s o d i k a l t e r n a t í v á t : rq>0 (rqSrit /' = \,...,q—\), 
( 4 . 2 5 ) \ P 4 ° g o \ ^ l - r q y y - V > . 
K i m u t a t j u k , h o g y t a l á l h a t ó e g y /?-bel i x , p o n t , ú g y h o g y 
( 4 . 2 6 ) - F r X ' ^ F i x J - F i x o ) , 
a h o l 
t ' S m i n i á , — — 4y yv 
H o g y e z t k i m u t a s s u k , h a g y j u k el a z Nq m á t r i x b ó l n ^ - t . í g y a z Nq_x = 
= [n,, n2 , ..., i ^ - J mX(q— l ) - e s m á t r i x h o z j u t u n k . A m e g f e l e l ő v e t í t ő m a t r i x o t 
j e l ö l j ü k T ^ - i - g y e i . T u d j u k , h o g y T ^ n . — O ( / = 1 , 2 , . . . , q — 1) . A m i n t a z t a 10 . 
l e m m á b a n k i m u t a t t u k , a ( 3 . 2 7 ) e g y e n l ő t l e n s é g t e l j e s ü l Р
ц
_
к
п
ч
-га. ( 2 . 3 2 ) - b ő l , é s 
a b b ó l a t é n y b ő l , h o g y iq — к ( / = 1 , 2 , . . . , q ) k i f e s z í t i Q-ot k ö v e t k e z i k , h o g y 
( 4 . 2 7 ) go= 2 ón,- + P ° g o -
í = i 
Q-1 t a r t a l m a z z a a z a z a l t é r , a m i b e Pq v e t í t , e z é r t 
p ° 
"q-l 
é s (4 . 2 7 ) - b ő l k ö v e t k e z ő l e g 
A 1 g 0 l a l s ó k o r l á t j á t m e g k a p j u k ( 3 . 2 7 ) é s ( 4 . 2 5 ) s e g í t s é g é v e l : 
Pq-lPч gO = ö , go , 
„О
 n 0 , nO 
Pq- 1 gO = А Л - 1П4 + X gO • 
( 4 . 2 8 ) I T>4°_ t go 11= r , | 7*,°-1 n , | - I P ° g 0 | ë j r , ^ . 
T o v á b b á , m i v e l < P ° 8 o = 0 és n J P ° _ 1 n 4 = | P ° _ 1 n , | 2 ( l á s d ( 2 . 3 6 ) ) k ö v e t k e z i k , h o g y 
П Х - 1 g0 = Гц \ Pq- I n„ 12 > 0. 
L e g y e n 
( 4 . 2 9 ) ^ = 
l ^ - i g o l 
5 III. Osztály Közleményei Х Ш / 2 
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E k k o r A j _ ! Z = 0 é s e z é r t a z x = x 0 + r z p o n t m i n d e n т > 0 e s e t é n 
A , - b e n f e k s z i k ( / = 1 , 2 , . . . , 9 — 1) d e n i n c s e n A g - b a n . 
í g y a k í v á n t X j = x 0 + i ' z ( Ä , t e l j e s ü l , a h o l 
f ' = m i n { r m , | P g ° _ i g o | / 2 y } . 
I t t t e r m é s z e t e s e n т,„ = m i n { т ; > 0 } (i — q, q + l , ..., к). E n n e k b e l á t á s a p o n t o s a n 
ú g y t ö r t é n i k , m i n t a z I . r é s z b e n . A k í v á n t ( 4 . 2 6 ) a z o n n a l k ö v e t k e z i k (4 . 2 4 ) - b ő l 
( 4 . 2 8 ) m i a t t . T e r m é s z e t e s e n ( 4 . 2 4 ) - b e n i s | P g g 0 | h e l y e t t , g 0 | - t k e l l v e n n ü n k . 
2. TÉTEL: Legyen x0 pont az R tartomány belsejében és teljesüljenek az előző 
tétel feltevései. Ekkor annak szükséges és elégséges feltétele, hogy az F(x) függvény 
az R tartománybeli maximumát x0 pontban érje el, az hogy 
( 4 . 3 0 ) g ( x o ) = 0 
legyen. 
BIZONYÍTÁS: AZ elégségesség i g a z o l á s á h o z t e g y ü k f e l , h o g y (4 . 30) t e l j e s ü l , d e 
m é g i s l é t e z i k o l y a n X j Ç F , a m e l y r e F ( x , ) > F(x0). E k k o r s z ó s z e r i n t m e g i s m é t e l -
h e t ő (4 . 12 ) i g a z o l á s a , e z a z o n b a n e l l e n t m o n d á s , m e r t g o = 0 e s e t é n ( x t — x 0 ) r g 0 = 0 . 
A szükségesség b i z o n y í t á s a u g y a n ú g y t ö r t é n i k , m i n t a z 1. t é t e l b i z o n y í t á s á b a n 
a s z ü k s é g e s s é g n é l t a l á l h a t ó I . e s e t b e n , u g y a n i s e k k o r 9 = 0 , Pq = I és P°g0=go-
H a t e h á t g o ^ O , a k k o r | g o | > 0 , t e h á t a z o t t a n i k o n s t r u k t í v b i z o n y í t á s e g y o l y a n 
x x p o n t o t i s s z o l g á l t a t , m e l y r e F(x1)>F(x0). 
A z 1. é s 2 . t é t e l s z e r i n t e g y t e t s z ő l e g e s x0£R v a g y o p t i m á l i s p o n t , a z a z a z 
F ( x ) f ü g g v é n y a z x 0 p o n t b a n v e s z i f e l a z A - b e l i m a x i m u m á t — e k k o r m e g o l d o t t u k 
f e l a d a t u n k a t — v a g y t a l á l h a t ó e g y X j Ç A p o n t , a m e l y r e F ( x x ) = = - F ( x 0 ) . A t é t e l e k 
b i z o n y í t á s a i k o n s t r u k t í v a k , t e h á t e g y b e n m ó d s z e r t i s s z o l g á l t a t n a k e g y r e j o b b 
p r o g r a m k e r e s é s é r e . I g a z o l n i k e l l m é g , h o g y a z e l j á r á s k o n v e r g e n s , e z e n k í v ü l a 1 . 
t é t e l b e n s z e r e p l ő k é n y e l m e t l e n f e l t é t e l e k t ő l i s m e g a k a r u n k s z a b a d u l n i . E r r e s z o l g á l 
a z a l á b b i t é t e l , é s a z a z t k ö v e t ő m e g j e g y z é s e k . 
3. TÉTEL: Legyen x0 tetszőleges pont R-ben és legyen az {x,} sorozat a kővetkező-
képpen definiálva: 
X; + L = X; + T/ZÍ ( / = 0 , 1 , . . . ) , 
ahol Z[ és г- az 1. és 2. tétel bizonyításának „szükségesség" részéből az i-edik lépésben 
kapott z és Tf. 
Ekkor az ( x j sorozathoz tartozó { F ( x , ) } = { F , } sorozat szigorúan növekedő, és 
a) vagy véges sok tagból áll, véget ér FN-nél, ekkor xN optimális pont, azaz F(x)-
nek az R-beli maximuma FN, 
b) vagy az {F,} sorozat végtelen, ekkor konvergens sorozatot alkot, melynek 
határértéke, F m a x , egyben E(x)-nek az R-ben felvett legnagyobb értéke, és a meg-
felelő {x,} sorozat is konvergens. Az ( x j sorozat határértékét x*-gal jelölve igaz az,, 
hogy 
/ • m s x = F ( x * ) . 
BIZONYÍTÁS: A k ö v e t k e z ő j e l ö l é s e k e t f o g j u k h a s z n á l n i G = m a x { 0 , r f 
( j = 1, 2 , . . . , q), a h o l a ( 4 . 9 ) - b e n s z e r e p l ő r k o m p o n e n s e i , P ° g i = P q g H i ) , ö p e d i g 
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a ( 4 . 1 8 ) - b a n i s s z e r e p l ő a l s ó k o r l á t . 
(A .
 m n v í m i n f l f ° g . ] 2 m i n r e t 2 M 
( 4 . 3 1 ) i/ó = m a x < m i n — , - — , m i n — , — > ë U . 
X l 4 y 2 i L 1 6 " v ' 4 / ? v J j 
A z 1. t é t e l m i a t t 
( 4 . 3 2 ) f i + r f i H i ( / = 0 , 1 , . . . ) . 
A { £ , } s o r o z a t t e h á t v a l ó b a n s z i g o r ú a n n ö v e k e d ő , m e r t i/q — 0 é s ф
к
 = 0 e s e t é n 
FN az F(x) f ü g g v é n y £ - b e l i m a x i m u m a , u g y a n i s e k k o r PqN — qn = 0 . A z o n b a n 
i<N e s e t é n ф,>0, m e r t h a v a l a m e l y k<N e s e t é n ф
к
= 0 v o l n a , a k k o r m á r Fk-yal 
v é g e t é r n e a s o r o z a t . A t é t e l á l l í t á s á n a k a ) r é s z é t é s a s o r o z a t s z i g o r ú n ö v e k e d é s é t 
e z z e l b e l á t t u k . 
H a a z { £ ; } s o r o z a t v é g t e l e n , l é t e z i k h a t á r é r t é k e — j e l ö l j ü k £ m a x - a l — m e r t 
e g y m o n o t o n n ö v e k e d ő k o r l á t o s s o r o z a t n a k m i n d i g v a n h a t á r é r t é k e . A ( 4 . 3 2 ) 
e g y e n l ő t l e n s é g e k e t ö s s z e a d v a , 
( 4 . 3 3 ) F m a x - F 0 ^ 2 ^ i -
i = i 
E b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y l i m i / i ; = 0 , a z a z , h o g y a z £ m a x - h o z t a r t o z ó ф — a 
Í-ЮО 
{ ф ) } s o r o z a t h a t á r é r t é k e — 0 , t e h á t a 1. t é t e l s z e r i n t F , n a x a z F ( x ) f ü g g v é n y / ? - b e l i 
m a x i m u m a a h o g y á l l í t o t t u k . A z t k e l l m é g i g a z o l n u n k , h o g y a z T j - h e z t a r t o z ó 
{ x , } s o r o z a t k o n v e r g e n s . M i v e l a z R h a l m a z k o r l á t o s , e z c s a k ú g y l e h e t s é g e s , h o g y a z 
{ x j s o r o z a t n a k l e g a l á b b k é t t o r l ó d á s i p o n t j a v a n : x * , x * * . V á l a s s z u n k k i a z { x , } 
s o r o z a t b ó l e g y x * - h o z é s e g y x * * - h o z k o n v e r g á l ó r é s z s o r o z a t o t : 
l i m X : = x * l i m х-- = x * * . 
*v jh 
V-+« p-*oo 
M i v e l a z { £ ; } s o r o z a t m o n o t o n n ö v e k e d ő , k o n v e r g e n s é s h a t á r é r t é k e F m a x , 
k ö v e t k e z ő l e g 
£(x*) = F(x**) = £max. 
A z o n b a n F(x) a f e l t e v é s s z e r i n t s z i g o r ú a n k v á z i - k o n k á v f ü g g v é n y , t e h á t a z 
F(x) f ü g g v é n y a z 7?-be l i m a x i m u m á t c s a k e g y h e l y e n é r h e t i e l , ( l á s d : 3 . l e m m a ) , 
t e h á t x * = x * * a z a z a z { x j s o r o z a t k o n v e r g e n s é s F ( x * ) = F m a x , a m i v e l a t é t e l 
m i n d e n á l l í t á s á t i g a z o l t u k . 
Megjegyzések : 
1. A z 1. t é t e l b e n s z e r e p e l a z a f e l t é t e l , h o g y a z x 0 ( Á p o n t o t t a r t a l m a z ó s í k o k 
l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n e k l e g y e n e k . E t t ő l a f e l t é t e l t ő l k ö n n y e n m e g s z a b a d u l h a t u n k . 
T e g y ü k f e l u g y a n i s , h o g y a z x 0 p o n t o t a q l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n s í k o n k í v ü l m é g p 
e z e k t ő l l i n e á r i s a n f ü g g ő s í k i s t a r t a l m a z z a . A ( 4 . 7 ) é s ( 4 . 8 ) f e l t é t e l e k v á l t o z a t l a n u l 
e l é g s é g e s e k , h a e z e k b á r m e l y x 0 - t t a r t a l m a z ó l i n e á r i s a n f ü g g e t l e n s í k r e n d s z e r r e 
t e l j e s ü l n e k — c s a k e z t h a s z n á l t u k k i — a k k o r x 0 p o n t o p t i m á l i s . 
A ( 4 . 7 ) é s ( 4 . 8 ) s z ü k s é g e s s é g é n e k v i z s g á l a t a k o r k é t e s e t e t k e l l m e g k ü l ö n b ö z -
t e t n ü n k . H a l-Pg g 0 | > 0 , a k k o r a ( 4 . 1 5 ) - b e l i z m e g f e l e l ő , m e r t x 0 b e n n e v a n m i n d a 
p + q h i p e r s í k b a n , t e h á t NqFpz = 0 m i n t a „ s z ü k s é g e s s é g " I. r é s z é b e n , t e h á t a t o v á b b i 
k ö v e t k e z t e t é s e k i s é r v é n y e s e k , t a l á l h a t ó X j m e l y r e F ( x , ) > £ ( x 0 ) . N e h e z e b b a h e l y -
z e t a m á s i k e s e t b e n , a m i k o r | £ ° g 0 | = 0 é s l e g a l á b b e g y 0 . L e g y e n p l . i — q, a z a z 
5* 
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rq > 0 . S z á m í t s u k k i e k k o r a ( 4 . 2 9 ) - b e l i z - t . E r r e a d ó d i k u g y a n ú g y m i n t o t t , h o g y 
N ç - i z = 0 é s n j z > 0 . A l e g t ö b b e s e t b e n t e l j e s ü l , h o g y 
( 4 . 3 4 ) n f z ë O (i = q + l , ... q+p), 
a m i k o r is z i s m é t m e g f e l e l ő . E l ő f o r d u l a z o n b a n , h o g y a (4 . 34 ) s z o r z a t o k k ö z ü l 
v a l a m e l y i k n e g a t í v ( a z a z z n e m l e h e t s é g e s p o n t , m e r t a m e g f e l e l ő n ; n o r m á l v e k t o r ú 
s í k k í v á n t f é l t e r é b e n n i n c s b e n n e , í g y a z xt = x 0 + r z p o n t s e m l e h e t s é g e s p o n t ) . 
E k k o r a z e l j á r á s t a k ö v e t k e z ő k é p p e n m ó d o s í t h a t j u k : 
E g y e g y s z e r ű l i n e á r i s p r o g r a m o z á s i p r o b l é m á t k e l l m e g o l d a n u n k q v á l t o z ó v a l 
é s q+p m e g s z o r í t á s s a l . A Hq+l s í k b e l i ú ? + 1 - e t h e l y e t t e s í t s ü k bq+l = bq+1 + E -
n a l , h a s o n l ó a n a bq + 2-1. b'q+2 = bq + 2+e2-tel s t b . , a h o l e t e t s z ő l e g e s k i c s i p o z i t í v 
s z á m . A q+p s z á m ú h i p e r s í k m e g h a t á r o z e g y R* k o n v e x p o l i é d e r t , m e l y n e k x 0 
e g y c s ú c s a . g 0 e g y k o n s t a n s v e k t o r . V a l a m i l y e n l i n e á r i s p r o g r a m o z á s i e l j á r á s s a l 
( v a g y a g r a d i e n s v e t í t é s i m ó d s z e r r e l ) , v a g y m e g h a t á r o z h a t ó o l y z , a m e l y r e 
é s z ' g > 0 e k k o r e — 0 s e g í t s é g é v e l e g y m e g f e l e l ő z - h e z j u t u n k , v a g y k i m u t a t j u k , 
h o g y i l y e n z n i n c s , a z a z x 0 o p t i m á l i s p o n t . 
( H a a f e n t i z k e r e s é s k o r m a x z T g 0 - t h a t á r o z z u k m e g , a k k o r a z e l j á r á s t e l j e s . 
E l é g a z o n b a n e g y o l y a n z i s — h a v a n i l y e n — a m e l y r e k i m u t a t h a t j u k , h o g y z r g 0 > 0 
m i n d e n £ - r a , é s m é g a z e - * 0 e s e t b e n v e t t h a t á r é r t é k e is p o z i t í v . ) 
2 . A 1. t é t e l b e n s z e r e p e l a z a f e l t e v é s , h o g y Р ( х 1 ) > Р ( х 0 ) e s e t é n ( x t — x 0 ) T 
g ( x o ) + 0 , a z a z h a ( x t — x 0 ) r g ( x 0 ) = 0 ( a z x — x 0 i r á n y m e n t i d e r i v á l t ) a k k o r a z 
x — x 0 i r á n y b a n n i n c s o l y a n x í p o n t , a m e l y r e A ( x í ) > A ( x 0 ) v o l n a . ( T e r m é s z e t e s e n 
e z a — ( X j — x 0 ) i r á n y b a n i s i g a z . ) 
H a e z a f e l t é t e l n e m t e l j e s ü l , a z s z e m l é l e t e s e n a z t j e l e n t i , h o g y v a n o l y a n i r á n y , 
a m e l y m e n t é n h a l a d v a e g y o l y a n e g y d i m e n z i ó s i n f l e x i ó s p o n t v a n , a h o l a z e l s ő 
i r á n y m e n t i d e r i v á l t z é r u s . E k k o r a f e n t l e í r t e l j á r á s t m ó d o s í t a n i k e l l , u g y a n i s e k k o r 
a ( 4 . 7 ) é s (4 . 8) f e l t é t e l e k m á r n e m e l é g s é g e s e k x 0 o p t i m a l i t á s á h o z . ( T e r m é s z e t e s e n 
t o v á b b r a is s z ü k s é g e s e k . ) H a a f e l t é t e l e k n e m t e l j e s ü l n e k , a z e l j á r á s t o v á b b r a i s 
s z o l g á l t a t e g y p o n t o t , a m e l y r e P ( x 1 ) = - F ( x 0 ) . H a a z o n b a n t e l j e s ü l n e k a f e l t é t e l e k 
e g y x 0 p o n t r a , a b b ó l m é g n e m k ö v e t k e z i k x 0 o p t i m a l i t á s a . E k k o r t e h á t t a l á l n u n k 
k e l l v a l a m i l y e n e l j á r á s t , a m e l y n e k s e g í t s é g é v e l v a g y e g y o l y a n X j p o n t h o z j u t u n k , 
a m e l y r e F(xi)>F(x2), v a g y k i t ű n i k , h o g y x 0 o p t i m á l i s . A z a l á b b i a k b a n v á z o l v a 
m e g e m l í t ü n k n é h á n y i l y e n m ó d s z e r t , e g y k é s ő b b i c i k k b e n e r r e m é g r é s z l e t e s e n 
v i s s z a t é r e k . 
a ) K é r d é s , h o g y a z x 0 p o n t t e t s z ő l e g e s k i c s i k ö r n y e z e t é b e n ( A - b e n ) v a n - e 
o l y a n z p o n t , a m e l y b e n a z — x 0 i r á n y b a v e t t i r á n y m e n t i d e r i v á l t n e m n e g a t í v . H a 
n i n c s , a k k o r x 0 o p t i m á l i s . H a v a n , a k k o r A ( z ) > A ( x 0 ) . H a x 0 A h a t á r á n v a n , 
a k k o r c s a k A - b e l i z - k r e v é g e z z ü k a f e n t i e l j á r á s t , a z a z o l y a n o k r a , m e l y e k r e 
( z — x 0 ) n , s O , h a n j d Q . ( E z a f e l t e v é s a z é r t e l e g e n d ő , m e r t h a e g y z - r e t e l j e s ü l 
a f e n t i k r i t é r i u m , a k k o r A ( x ) k v á z i - k o n k á v i t á s a m i a t t a z e g é s z ( x 0 , z ) i n t e r v a l l u m 
m i n d e n p o n t j á r a i s t e l j e s ü l . ) 
b ) H a v a n o l y a n a i r á n y , a m e l y b e n a z e l s ő n e m z é r u s i r á n y m e n t i d e r i v á l t 
p á r a t l a n r e n d ű , a k k o r v a g y a v a g y — a i r á n y b a n a f ü g g v é n y n ö v e k s z i k , e l l e n k e z ő 
e s e t b e n x 0 o p t i m á l i s . H a x „ a h a t á r o n v a n , a k k o r c s a k a z o n ot i r á n y o k a t v e s s z ü k 
s z á m í t á s b a , a m e l y e k A - b e m u t a t n a k , a z a z x n f ^ 0 , h a n ; € ß . E k k o r a z o n b a n a z t 
k e l l m e g k í v á n n u n k , h o g y a z a i r á n y m e n t i e l s ő n e m z é r u s d e r i v á l t p á r a t l a n r e n d ű 
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é s p o z i t í v l e g y e n . H a i l y e n a n i n c s , a z o p t i m u m n á l v a g y u n k , h a v a n , e l é g k i s a 
i r á n y b a v a l ó e l m o z d u l á s s a l e l j u t u n k e g y o l y a n X] p o n t h o z , m e l y r e Р ( х , ) » Р ( х 0 ) . 
c ) M ó d o s í t h a t j u k a z P ( x ) f ü g g v é n y t o l y m ó d o n , h o g y a z é r u s i r á n y m e n t i 
d e r i v á l t a k p o z i t í v b a m e n j e n e k á t , p l . a S e ' X ; h o z z á a d á s á v a l , v a g y m á s m ó d o n . 
I t t a z o n b a n t ö b b p r o b l é m a l é p f e l . Á l l a n d ó j e l l e g ű m ó d o s í t á s t n e m t e h e t ü n k , 
m e r t e k k o r e l r o m o l h a t a k v á z i - k o n k á v i t á s , é s a k o n v e r g e n c i a . A v á l t o z t a t á s 
c s a k a r r a s z o l g á l , h o g y k e r e s s ü n k e g y o l y a n p o n t o t , a h o l a f ü g g v é n y é r t é k n a g y o b b , 
v a g y i g a z o l j u k , h o g y i l y e n n i n c s . E z a m ó d s z e r e g y d i m e n z i ó s v i z s g á l a t o k r a v e z e t h e t ő 
v i s s z a i s m é t a z i r á n y m e n t i d e r i v á l t a k s e g í t s é g é v e l . 
3 . A ( 4 . 2 2 ) - b e n l e í r t x' n e m b i z t o s , h o g y a l e g j o b b ; e l ő f o r d u l h a t , h o g y a z 
i r á n y b a n m á s t á v o l s á g b a n e l m e n v e n a g y o b b f ü g g v é n y é r t é k h e z j u t u n k . M e g k e l l 
t e h á t h a t á r o z n u n k a z P ( x 0 + r z ) f ü g g v é n y , m i n t т f ü g g v é n y é n e k m a x i m u m á t a 
0 < T § r m i n t e r v a l l u m b a n . E z a s o k s z o r k ö n n y e n m e g o l d h a t ó j a v í t á s e r ő s e n m e g -
g y o r s í t h a t j a a k o n v e r g e n c i á t . 
5 . § . Algoritmus a feladat megoldására 
A 4 . §. e l e j é n l e í r t f e l a d a t m e g o l d á s á r a e g y o l y a n a l g o r i t m u s t a d u n k , a m e l y 
f e l h a s z n á l j a a 4 . § - b e l i t é t e l e k e r e d m é n y e i t , s ő t t ö b b h e l y e n a k ö z b ü l s ő l é p é s e k e t i s . 
A z a l g o r i t m u s b a n h a s z n á l t g ( x ) d e f i n í c i ó j a ( 4 . 4 ) - b e n , a Pq v e t í t ő m a t r i x e l ő -
á l l í t á s a p e d i g ( 2 . 2 1 ) - b e n t a l á l h a t ó . 
H a i s m e r e t e s e g y x 0 l e h e t s é g e s p o n t , a k k o r x v = x 0 - v a l k e z d v e a z a l á b b i i t e r a t í v 
e l j á r á s a l k a l m a z h a t ó : 
1 . S z á m í t s u k k i g v = g ( x v ) - t é s P ° g ( x v ) - t . H a P ° g v = 0 é s r ^ o , a h o l r a ( 4 . 1 0 ) -
b e l i v e k t o r , a k k o r x v o p t i m á l i s ( 1 . t é t e l ) . 
2 . H a | F ° g v | k i e l é g í t i ( 4 . 1 4 ) - e t , s z á m í t s u k k i z - t ( 4 . 1 5 ) - b ő l . H a | P ° g v | k i e l é -
g í t i ( 4 . 2 5 ) - ö t , a h o l rq = m a x > 0 , h a g y j u k e l Hq-1 Q - b ó l , v e g y ü k m o s t 
é s a m e g f e l e l ő P ^ - e t . S z á m í t s u k k i z - t ( 4 . 2 9 ) - b ő l . 
3 . S z á m í t s u k k i T m - t ( 4 . 1 7 ) - é s (4 . 1 8 ) - b ó l , f e l h a s z n á l v a a 2 - b e n k a p o t t z - t . 
L e g y e n x'v+1 = XV + T„,Z. 
4 . S z á m í t s u k k i g v + í , ) - e t . H a zTg(+1 a k k o r l e g y e n x v + 1 = x í + 1 é s 
ö - h o z v e g y ü k h o z z á a ( 4 . 1 8 ) - b e l i m i n T ; - n e k m e g f e l e l ő H r t . 
5. H a z T g ' , b i < 0 n , l e g y e n 
( 5 . 1 ) 0 = z T g v / ( z r g v - z r g í + i ) 
é s 
( 5 . 2 ) x v + i = e x v ' + i + ( 1 - Q)XV. 
A s í k o k k ö z ö s r é s z e Q e k k o r v á l t o z a t l a n m a r a d . 
E z a z a l g o r i t m u s e g y x v £ F p o n t h o z , h a a z n e m o p t i m á l i s m e g a d e g y o l y a n 
x v + 1 p o n t o t , a m e l y b e n a z P ( x ) é r t é k e n a g y o b b , m i n t x v - b e n . E z a z e l j á r á s v a g y 
v é g e t é r e g y x 0 p o n t n á l , a k k o r x 0 p o n t o p t i m á l i s , P ( x 0 ) a z P ( x ) f ü g g v é n y F - b e l i 
m a x i m u m a , v a g y e g y k o n v e r g e n s { x v } s o r o z a t o t s z o l g á l t a t , m e l y n e k h a t á r é r t é k e 
a k í v á n t x 0 o p t i m á l i s p o n t . ( 3 . t é t e l . ) 
11
 x„-böl, ahol pozitív volt az iránymenti derivált, eljutottunk egy olyan x(+i pontba, ahol 
már negatív az iránymenti derivált, tehát közben valahol nulla is. Ezt â pontot Xv +1" gyei jelöltük. 
xv és Xv + i között F(x) iránymenti deriváltja (xv+1— x„ irányban) pozitív F(x) konkávitása 
miatt, tehát 7 ( х , и ) > Я х , ) . 
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A K Ü L F Ö L D I S Z A K I R O D A L O M B Ó L 
K É T V Á L T O Z Ó S F Ü G G V É N Y E K R Ő L ( I I I ) * 
írta: A. Sz. KRONROD 
I I I . f e j e z e t 
S Í K B E L I V A R I Á C I Ó 
A variáció fogalmának jelentős számú különböző általánosítása ismeretes a 
kétváltozós folytonos függvények esetére; ezek alapjában véve megtartják a variáció-
funkcionált mint teljesen additív halmazfüggvényt jellemző tulajdonságokat. A leg-
elfogadottabb, úgy látszik, a következő, ToNELLitől származó definíció (lásd [6]). 
2 1 . d e f i n í c i ó . L e g y e n f(x, y) az a^x^b, cSy^d t é g l a l a p o n é r t e l m e z e t t 
k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y . J e l e n t s e fXo(y) é s fyo{x) az 
Lo(y) ~f(xo. y), fy0(x) =f(x, y0) 
e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k e t . L e g y e n 
ь л 
M / ) = J Vy(fX0)dx о + J Vx(fyo)dy0, 
а с 
ahol Vy(fxo) és Vx(fyo) az fxo(y),fyo(x) egyváltozós függvényeknek a [c, d], ill. [a, b] 
szakaszon vett közönséges variációját jelenti. 
A V T ( f ) számot az f(x, y) függvény Tonelli-féle variációjának nevezzük. 
A Tonelli-jele variáció korlátossága maga után vonja az f(x, y) függvény app-
roximativ teljes differenciáljának majdnem mindenütt való létezését. 
A V T ( f ) f u n k c i o n á l f é l i g a d d i t í v : 
yT(f+ <P) S vT(f) + vT(,f). 
A Tonelli-féle v a r i á c i ó f o g a l o m h i á n y o s s á g a i e l é g n y i l v á n v a l ó k . V é l e m é n y e m 
s z e r i n t a l e g f o n t o s a b b a z , h o g y a Tonelli-féle v a r i á c i ó n a k n i n c s k ö z v e t l e n g e o m e t r i a i 
j e l e n t é s e ; e z a k ö r ü l m é n y t ö b b e k k ö z ö t t a b b a n n y i l v á n u l m e g , h o g y a Tonelli-féle 
v a r i á c i ó n e m i n v a r i á n s a k o o r d i n á t a t e n g e l y e k m e g v á l t o z t a t á s á v a l s z e m b e n , a m i 
m e g n e h e z í t i a v a r i á c i ó n a k m i n t h a l m a z f ü g g v é n y n e k f o g a l m á r a v a l ó á t t é r é s t . M á s -
r é s z t l e h e t e t l e n n é v á l i k a v a r i á c i ó á t v i t e l e f e l ü l e t e k e n é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y e k r e . 
E b b e n a f e j e z e t b e n b e v e z e t j ü k a síkbeli variáció f o g a l m á t . E z a f ü g g v é n y n e k 
á l t a l á b a n v é v e u g y a n a z o k a t a t u l a j d o n s á g a i t t ü k r ö z i v i s s z a , m i n t a Tonelli-féle 
* Успехи Математических Наук, Том V, Выпуск 1 (35), 24—134. A fordítás első része 
az MTA III. Osztály Közleményei 12 (1962) 361—386. oldalán, a második része ugyané lap 13 
(1963) 65-104 . oldalán jelent meg. 
A most közölt rész a cikk még hátralevő III. és IV. fejezetét tartalmazza. A Függelék című 
fejezet és az irodalomjegyzék a fordítás első részében található. 
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v a r i á c i ó , d e m á r i n v a r i á n s a k o o r d i n á t a t e n g e l y e k m e g v á l t o z t a t á s á v a l s z e m b e n . 
Folytonosan differenciálható függvény esetében a síkbeli variáció egyszerűen kifejez-
hető analitikusan: egyenlő a gradiens abszolút értékének kettős integráljával. 
U g y a n a k k o r a s í k b e l i v a r i á c i ó f o g a l m a v á l t o z t a t á s n é l k ü l a l k a l m a z h a t ó o l y a n 
f ü g g v é n y e k r e , a m e l y e k t e t s z é s s z e r i n t i f e l ü l e t e n v a n n a k é r t e l m e z v e . A s í k b e l i 
v a r i á c i ó e g y ú t t a l h a s z n o s e s z k ö z n e k b i z o n y u l a k o r l á t o s f e l s z í n ű f e l ü l e t e k s z e r k e z e t é -
n e k t a n u l m á n y o z á s á n á l . 
l . § . A s íkbe l i v a r i á c i ó d e f i n í c i ó j a . 
A s íkbe l i v a r i á c i ó n a k m i n t t e l j e sen addi t ív h a l m a z f ü g g v é n y n e k t u l a j d o n s á g a i 
L e g y e n F(rj) a J t a r t o m á n y o n é r t e l m e z e t t , f o l y t o n o s f ü g g v é n y . 
N e v e z z ü k az F(p) függvény W(F) síkbeli variációjának a 
+ « • 
W(F) = jv(EJdt 
számot, a h o l v ( S ) a z S h a l m a z Hausdorff-féle l i n e á r i s m é r t é k e ( l á s d I . f e j . 4 . §), 
E, p e d i g n í v ó h a l m a z . A z i n t e g r á l m i n t Lebesgue-féle k ü l s ő i n t e g r á l k é p e z e n d ő . 
A t o v á b b i a k b a n ( 4 5 . s e g é d t é t e l ) b e f o g j u k b i z o n y í t a n i , h o g y v(E,) m i n t t f ü g g v é n y e 
m é r h e t ő é s í g y a k ü l s ő i n t e g r á l t m a j d e g y s z e r ű e n Lebesgue-mtegrk\\a\ h e l y e t t e s í t h e t j ü k . 
É r t e l m e z z ü k t o v á b b á a J t a r t o m á n y o n f o l y t o n o s F(rf) f ü g g v é n y t e t s z é s s z e r i n t i , 
/ - b e n f e k v ő M Borel-halmazon v e t t И / ( F , M ) s í k b e l i v a r i á c i ó j á t a k ö v e t k e z ő -
k é p p e n : 
W(F, M)= [ v ( £ j П M)dt, 
a h o l a z i n t e g r á l a z e l ő b b i e k h e z h a s o n l ó a n m i n t Lebesgue-fé\e k ü l s ő i n t e g r á l k é p e -
z e n d ő . M e g f o g j u k m u t a t n i , h o g y a ) v(E,) m i n t t f ü g g v é n y e m é r h e t ő b ) h a 
W(F)<+o°, a k k o r b á r m e l y M Borel-halmazra v(E, П M ) m i n t t f ü g g v é n y e m é r h e t ő 
é s a W(F, M ) f ü g g v é n y t e l j e s e n a d d i t í v a Borel-halmazok o s z t á l y á n . 
43. SEGÉDTÉTEL. Legyen Rlt ..., R„, ... J-ben fekvő halmazoknak egy sorozata, 
és S, d pozitív számok. Tegyük fel, hogy bármely, d-nél nem kisebb átmérőjű nyílt 
körlemezekből álló a„ rendszerre, amely befedi az R„ halmazt, az átmérők összege 
legalább S. Legyen továbbá /? = P R„. Akkor bármely, nyílt körlemezekből álló és az 
n 
R halmazt befedő a rendszer körei átmérőinek összege legalább S, ha mindegyik kör 
átmérője legalább d. 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n <R n y í l t é s Í /-nél n e m k i s e b b á t m é r ő j ű k ö r l e m e z e k b ő l á l l ó 
r e n d s z e r , a m e l y b e f e d i a z R h a l m a z t . A k k o r e l é g n a g y n-re a a k ö r - r e n d s z e r a z Rn 
h a l m a z t i s b e f e d i . E b b ő l k ö v e t k e z i k a s e g é d t é t e l á l l í t á s a . 
44. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(p) valamely négyzeten értelmezett folytonos függ-
vény. Legyen DrzJ tetszés szerinti zárt halmaz. Akkor a v(E, П D) függvény Bor el-
mérhető és így Lebesgue szerint is mérhető. 
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BIZONYÍTÁS. L e g y e n Á ^ O t e t s z é s s z e r i n t i s z á r n . V e z e s s ü k b e a T A — 
= E{v(EtC\D)^A} j e l ö l é s t é s v i z s g á l j u k m e g e h a l m a z d e s k r i p t í v t e r m é s z e t é t . 
E c é l b ó l k é p e z z ü k a z o k n a k a t p o n t o k n a k a T(g, A) h a l m a z á t , a m e l y e k r e Et o l y a n 
t u l a j d o n s á g ú , h o g y a z EtC\D h a l m a z b á r m e l y , e - n á l n e m k i s e b b á t m é r ő j ű k ö r ö k k e l 
v a l ó b e f e d é s é n é l a z á t m é r ő k ö s s z e g e l e g a l á b b A. M e g m u t a t j u k , h o g y a T(q, A) 
h a l m a z z á r t . V a l ó b a n , l e g y e n {/„} a T(g, A) h a l m a z h o z t a r t o z ó p o n t o k b ó l á l l ó 
k o n v e r g e n s s o r o z a t é s f 0 = l i m f „ . T e k i n t s ü k a z l t (Et П £>)=£* h a l m a z t . 
n n
 n 
M i n t h o g y a D h a l m a z z á r t é s a z F f ü g g v é n y f o l y t o n o s , f e n n á l l E* с Et0 П D. 
D e a 4 3 . s e g é d t é t e l s z e r i n t a z E* h a l m a z g-nál n e m k i s e b b á t m é r ő j ű k ö r ö k k e l v a l ó 
b á r m e l y l e f e d é s é n é l a z á t m é r ő k h o s s z ú s á g á n a k ö s s z e g e l e g a l á b b A . K ö v e t k e z é s -
k é p p e n e z m é g i n k á b b f e n n á l l a z Etof)D h a l m a z r a , t e h á t t0dT(g, A). 
D e 
a m i v e l a v(Et) f ü g g v é n y A o r e / - m é r h e t ő s é g é t b e b i z o n y í t o t t u k . 
A 4 4 . s e g é d t é t e l b ő l k a p j u k a k ö v e t k e z ő t . 
45. SEGÉDTÉTEL (á v(Et)függvény mérhetőségéről). Legyen Ffa) a J tartományon 
folytonos függvény. Akkor az a v(?) függvény, amely minden t pontban az E, halmaz 
Hausdorff-féle lineáris mértékével egyenlő, Borel-mérhető és így Lebesgue szerint is 
mérhető. 
A 4 4 . s e g é d t é t e l f e l h a s z n á l á s á v a l n e h é z s é g n é l k ü l b e b i z o n y í t h a t j u k a v(EtC\M) 
f ü g g v é n y m é r h e t ő s é g é t t e t s z é s s z e r i n t i Borel-halmaz e s e t é n , f e l k e l l a z o n b a n t e n n i , 
h o g y W(F) < + » . 
24. TÉTEL (а V (E, П M ) függvény mérhetőségéről). Legyen Ffa) a szokásos J 
tartományon értelmezett folytonos függvény, MaJ tetszés szerinti Borel-halmaz és 
W(F) < Too. Akkor a v(E, Г1 M) függvény mint t függvénye Borel-mérhető. 
BIZONYÍTÁS. A b i z o n y í t á s t a r r a a z e s e t r e v é g e z z ü k e l , a m i k o r / n é g y z e t . A g ö m b -
f e l ü l e t e s e t é r e v a l ó á t t é r é s t r i v i á l i s . 
1°. M e g m u t a t j u k , h o g y h a R v a l a m e l y s z a k a s z , a k k o r v ( £ , f l Á ) = 0 m a j d n e m 
m i n d e n t-re. E z a b b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y s z a k a s z o n e l h e l y e z k e d ő h a l m a z Hausdorff-
féle l i n e á r i s m é r t é k e m e g e g y e z i k a k ö z ö n s é g e s Lebesgue-vaértékkel, é s í g y a z R 
s z a k a s z o n a z e g y m á s t n e m m e t s z ő Et(~}R h a l m a z o k k ö z ü l l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l -
h a t ó a n s o k n a k l e h e t p o z i t í v m é r t é k e . 
2 ° . H a G nyílt halmaz, a k k o r v(E, П G) Borel-mérhető függvény. V a l ó b a n , G 
e l ő á l l í t h a t ó m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k G„ n é g y z e t ö s s z e g e k é n t , a m e l y e k c s a k m e g s z á m -
l á l h a t ó a n s o k Rm s z a k a s z b a n m e t s z i k e g y m á s t . A k k o r a l i n e á r i s m é r t é k n e k a 
Borel-halmazok o s z t á l y á n v a l ó t e l j e s a d d i t i v i t á s á r ó l s z ó l ó t é t e l s z e r i n t 
v(Et П G) = 2 y(Ft П G„) -v(EtnZ RJ, 
n m 
v a g y i s m i v e l v(Et П У, Rní) ^ 0 l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k / é r t é k r e á l l f e n n , 
m 
a v(Et П G) f ü g g v é n y l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k t-re k ü l ö n b ö z i k a 2 П < ? и ) 
n 
Borel-mérhető f ü g g v é n y t ő l , t e h á t m a g a is £ ö r e / - m é r h e t ő . 
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M e g j e g y e z z ü k , h o g y v(E,f\G) m é r h e t ő s é g é n e k b i z o n y í t á s á h o z s e h o l s e m h a s z -
n á l t u k f e l a W(F) v a r i á c i ó k o r l á t o s s á g á t . 
3 ° . T e g y ü k f e l , h o g y a v(Etf)M) f ü g g v é n y R o r e Z - m é r h e t ő s é g é t b e b i z o n y í t o t t u k 
m i n d e n / ? < a o s z t á l y ú M Bor el- h a l m a z r a . M e g m u t a t j u k , h o g y a z a - d i k o s z t á l y b a 
t a r t o z ó M Bor el- h a l m a z r a is v(E,C\M) Borel- m é r h e t ő . 
L e g y e n M= "2jMn, a h o l a z Mn h a l m a z o k a - n á l k i s e b b i n d e x ű 5 o r e / - o s z t á l y o k -
n 
h o z t a r t o z n a k . E l é g a z t a z e s e t e t t e k i n t e n ü n k , a m i k o r a z M ; П M j h a l m a z o k a - n á l 
k i s e b b i n d e x ű Borel-osztályokhoz t a r t o z n a k . M i n d e g y i k v [ £ , П (Mn — A / „ _ , ) ] f ü g g -
v é n y m é r h e t ő . V a l ó b a n , M„ — Mn_x = М , - М , П М , . , , M i n t h o g y a v(EtÇ)Mj), 
v (Et f~l Mn _ x ) f ü g g v é n y e k m é r h e t ő k és m a j d n e m m i n d e n ü t t v é g e s e k , a 
v\_E,C\(Mn — M„_,)] = у(Е,Г} Мп) — \'(Е,Г\ М„_1) f ü g g v é n y m é r h e t ő , e n n é l f o g v a 
m é r h e t ő a v ( £ , í l M ) = П (Mn — M„_f)\ f ü g g v é n y is . M o s t t e g y ü k fe l , h o g y 
n 
M = f [ M n , a h o l a z Mn h a l m a z o k a - n á l k i s e b b i n d e x ű Borel-osztályokhoz t a r t o z -
n 
n a k . V e z e s s ü k b e a z N=CM, N„ — CMn j e l ö l é s e k e t . M i n d e g y i k N„ h a l m a z a - n á l 
k i s e b b i n d e x ű Borel-osztályhoz t a r t o z i k , k ö v e t k e z é s k é p p e n a v(E, DN) = 
= 2 v [ f , n ( ] í , - i V » - i ) ] f ü g g v é n y m é r h e t ő . D e v(E, П M ) = v(Et) — v ( £ , П N ) 
n 
m a j d n e m m i n d e n ü t t ( m i n d e n ü t t , a h o l v(Et) v é g e s ) é s i ly m ó d o n v(EtDM) m é r h e t ő 
f ü g g v é n y . 
M i n t h o g y v(E,r\M) m é r h e t ő s é g é t a r r a a z e s e t r e , a m i k o r a z M h a l m a z n y í l t 
v a g y z á r t , b e b i z o n y í t o t t u k ( a 4 4 . s e g é d t é t e l b e n és a 2 ° p o n t b a n ) , t é t e l ü n k e t b e b i -
z o n y í t o t t u k . 
A 4 5 . s e g é d t é t e l a l a p j á n a 
W(F)=jv(t)dt 
d e f i n í c i ó b a n a z i n t e g r á l o n m o s t k ö z ö n s é g e s L e ó e s g u e - i n t e g r á l t é r t h e t ü n k ; u g y a n e z 
v o n a t k o z i k W(F, M)-re i s a b b a n a z e s e t b e n , a m i k o r a z F ( f i ) f ü g g v é n y s í k b e l i v a r i -
á c i ó j a k o r l á t o s , v a g y i s W(F) < + <». 
F e l h a s z n á l v a v(Et П M ) - n e k m i n t t f ü g g v é n y é n e k b i z o n y í t o t t m é r h e t ő s é g é t 
m i n d e n M P o r e / - h a l m a z r a , t r i v i á l i s m ó d o n b e f o g j u k b i z o n y í t a n i a W(F, M ) v a r i á -
c i ó n a k m i n t a z M Borel-halmaz f ü g g v é n y é n e k t e l j e s a d d i t i v i t á s á t . 
25. TÉTEL. Legyen F(r\) a J tartományon folytonos, korlátos síkbeli variációjú 
függvény. Akkor W(F, M) mint az M Borel-halmaz függvénye teljesen additív. 
A b i z o n y í t á s a z o n n a l a d ó d i k a b b ó l , h o g y a Hausdorff-féle l i n e á r i s m é r t é k 
a Borel-halmazokon t e l j e s e n a d d i t í v . 
V a l ó b a n , l e g y e n e k M x , M 2 , ... e g y m á s t n e m m e t s z ő Borel-halmazok é s 
M= 2jMn. A k k o r MÍ)Et = 2(Mn DE,), t e h á t t e k i n t e t t e l a r r a , h o g y a j o b b o l -
n П 
d a l o n á l l ó ö s s z e a d a n d ó k n e m m e t s z i k e g y m á s t , é s h o g y a v(M„ Pl Ej) f ü g g v é n y e k 
m é r h e t ő k , f e n n á l l 
+ ~ +00 
W(F, M) = \v(Mf\E,)dt = 2\y(Mnf)E,)dt = 2 W(F, M„), 
— oo П —oo n 
é s e z t k e l l e t t b e b i z o n y í t a n i . 
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M o s t f e l s o r o l j u k a s í k b e l i v a r i á c i ó n a k m i n t t e l j e s e n a d d i t í v h a l m a z f ü g g v é n y t 
s z o l g á l t a t ó f u n k c i o n á l n a k a t u l a j d o n s á g a i t . 
1. W(F,M) nemnegatív funkcionál, a m e l y a Borel-halmazok o s z t á l y á n és a 
f o l y t o n o s F(rj) f ü g g v é n y e k o s z t á l y á n v a n é r t e l m e z v e . 
2 . W(F, M) teljesen additív halmazfüggvény t e t s z é s s z e r i n t i r ö g z í t e t t , k o r l á t o s 
s í k b e l i v a r i á c i ó j ú , f o l y t o n o s F(t\) f ü g g v é n y e s e t é n . 
3 . W(C-F,M) = \C\-W(F,M), a h o l С t e t s z é s s z e r i n t i á l l a n d ó . 
4 . H a T v a l a m e l y m o z g á s a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y b a n é s 7 * [ T ( I ; ) ] = F(r\), 
a k k o r т ( M ) ] = W(F, M ) . 
5. W(F) felülről félig folytonos funkcionál, v a g y i s h a a f o l y t o n o s Fn(tj) f ü g g -
v é n y e k s o r o z a t a e g y e n l e t e s e n t a r t 7 ( » ; ) - h o z , a k k o r W(F) ^ l i m W(F„). 
6 . A z F*(rj) = F(rj) + С f ü g g v é n y r e W(F*)= W(F). 
7. H a F(x,y)=y az e g y s é g n é g y z e t b e n , a k k o r W(F) = 1 . 
A z 1. , 3 . , 4 . , 6 . é s 7 . t u l a j d o n s á g k ö z v e t l e n ü l k ö v e t k e z i k a s í k b e l i v a r i á c i ó d e -
finíciójából. A 2 . t u l a j d o n s á g o t a 2 5 . t é t e l b e n b i z o n y í t o t t u k b e . 
B e k e l l m é g b i z o n y í t a n u n k , h o g y a s í k b e l i v a r i á c i ó f e l ü l r ó ' l f é l i g f o l y t o n o s ( 5 . 
t u l a j d o n s á g ) . 
46. SEGÉDTÉTEL. Legyen £ > 0 tetszés szerinti szám és 0 < / < £ . Akkor bármely 
s hosszúságú L egyszerű ívhez vagy topologikus körhöz található L-nek legfeljebb 
d és legalább — átmérőjű körökkel való {a„} befedése úgy, hogy az átmérők összege 
nem nagyobb, mint j + e. 
BIZONYÍTÁS. V e z e s s ü k b e a z a, b v é g p o n t o k k a l r e n d e l k e z ő ' , s h o s s z ú s á g ú L 
e g y s z e r ű í v e n т ( с ) p a r a m é t e r g y a n á n t a z a - t ó l c - i g m é r t í v h o s s z ú s á g o t . L e g y e n 
C,„ a z a p o n t , a h o l x ( C m ) = y + ( « î - i ) d ( m = 0 , 1 , . . . , — j . R a j z o l j u n k 
m i n d e g y i k C„, p o n t é s a b p o n t m i n t k ö z é p p o n t k ö r ü l e g y - e g y s u g a r ú om k ö r t . 
A m e g s z e r k e s z t e t t z á r t k ö r l e m e z e k ö s s z e g e b e f e d i a z L í v e t , é s a z á t m é r ő k ö s s z e g e 
^ s + d < s + E. M i n d e g y i k a m k ö r s u g a r á t t e t s z é s s z e r i n t i k i s é r t é k k e l m e g n ö v e l v e , 
k a p j u k L e g y k e r e s e t t b e f e d é s é t n y í l t k ö r l e m e z e k k e l . 
A r r a a z e s e t r e , a m i k o r L t o p o l o g i k u s k ö r , a b i z o n y í t á s a n a l ó g m ó d o n t ö r t é n i k , 
c s a k a z a é s b p o n t e g y b e e s i k . 
47. SEGÉDTÉTEL. Legyen Áj , ..., Áj, ..., egyszerű ívek vagy topologikus körök 
valamely sorozata és K=\tK„. Akkor v ( Á j g l i m v ' (Á j ) . 
n n 
BIZONYÍTÁS . T e g y ü k f e l , h o g y e z n i n c s í g y és v(K)>A+ ô, a h o l < 5 > 0 é s 
A = l i m у ( Á j ) . ( H a l i m v ( Á j ) = a k k o r a s e g é d t é t e l á l l í t á s a t r i v i á l i s . ) L e g y e n 
П n 
£ x > 0 o l y a n k i c s i , h o g y vei(K)>A + —- V á l a s s z u n k k i e g y {K„m} r é s z s o r o z a t o t , 
a m e l y r e m v(K„ ) = A. F e l t e h e t j ü k , h o g y m a g a a { Á j } s o r o z a t m á r i l y e n . L e g y e n 
m
 m 
A ö 
a z V > 0 s z á m o l y a n , h o g y n ^ N e s e t é n y < v ( Á j ) < A + — . 
< 
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E l h a g y v a a z e l s ő N—l s z á m ú A j , . . . , A j y - i k o n t i n u u m o t , f e l t e h e t j ü k , h o g y 
a z e g é s z KX,K2, ... s o r o z a t n a k m e g v a n e z a t u l a j d o n s á g a . L e g y e n a 4 6 . s e g é d t é -
t e l b e n г = é s í / = m i n y j . M i n d e g y i k K„ í v e t f e d j ü k b e l e g f e l j e b b d é s l e g -
a l á b b у s u g a r ú k ö r ö k o l y a n { o j ^ } r e n d s z e r é v e l , h o g y a r e n d s z e r b e l i k ö r ö k á t m é r ő i -
3<5 
n e k ö s s z e g e S ^ + y . L e g y e n { ú ^ } a z a k ö r - r e n d s z e r , a m e l y e t { o i n ) } k ö r e i n e k 
» 
Л + 1 6 
a = • 
. 3Ú 
7 
a r á n y ú m e g n a g y í t á s á v a l k a p u n k . N y i l v á n v a l ó , h o g y l < a < — - . M i n t h o g y K — \tK„, 
6 n 
v a n o l y a n n>-N s z á m , h o g y g(t], Kn)<C^—d b á r m e l y rj^K p o n t r a . A k k o r a {ö^} 
k ö r - r e n d s z e r b e f e d i а К h a l m a z t . T o v á b b á a { â ^ } r e n d s z e r h e z t a r t o z ó k ö r ö k á t -
m é r ő i n e k ö s s z e g e n e m h a l a d j a m e g a z 
— 
3 ú \ / 3<5\ + 16 . 7(5 
A + T 
6E 7 
é r t é k e t é s m i n d e g y i k k ö r á t m é r ő j e l e g f e l j e b b d-a ^ — = £ , . E l l e n t m o n d á s r a 
7 6 
ö ' 
j u t o t t u n k a 2 f e l t e v é s s e l é s e z z e l b e b i z o n y í t o t t u k a s e g é d t é t e l t . 
48. SEGÉDTÉTEL. Legyen К teljesen reguláris komponens (lásd a definíciót az 
első közleményben, a 372. oldalon) és Jx, J2 azok a tartományok, amelyekre К 
felosztja a J tartományt. Legyen \(К)шА. Akkor bármely e > 0 számhoz található 
olyan S > 0 , hogy ha az L topologikus kör vagy egyszerű ív elválasztja a Jl—ö (К), 
J2—ő (К) halmazokat, ahol ô (К) а К halmaz ö-sugarú környezete, akkor v(L)SA —e. 
BIZONYÍTÁS. T e g y ü k fe l , h o g y e z n i n c s í g y . L e g y e n E > 0 t e t s z é s s z e r i n t i s z á m . 
L e g y e n (5t > ú 2 > . . . , l i m S„ = 0 é s Lk, ..., L„, ... t o p o l o g i k u s k ö r ö k v a g y e g y s z e r ű 
n 
í v e k o l y a n s o r o z a t a , h o g y L„ e l v á l a s z t j a a Jt —ôn (К), J2—ô„(K) h a l m a z o k a t , a z o n -
k í v ü l v(L„)<A — e. M e g m u t a t j u k , h o g y lt L„^>K. 
n 
L e g y e n ( € К. A k k o r , m i v e l К t e l j e s e n r e g u l á r i s k o m p o n e n s , Ç € -Л П J2. L e -
g y e n U а С p o n t t e t s z é s s z e r i n t i k ö r n y e z e t e . L e g y e n a j í t / П / , é s ct2Ç.Ûr\J2. L e -
g y e n ( 5 = m i n [ l a j , K\ \ | a 2 , A | ] . N y i l v á n v a l ó , h o g y m i n d a z o n n i n d e x e k r e , a m e l y e k r e 
(5„<(5 , L„ e l v á l a s z t j a a z a 1 , « 2 p o n t o k a t é s í g y m e t s z i a z U k ö r n y e z e t e t . T e h á t 
C € l t £ „ , é s m i n t h o g y ( а К h a l m a z t e t s z é s s z e r i n t i p o n t j a , A c l t L „ . A 4 7 . s e g é d -
I 
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t é t e l s z e r i n t 
v(K) =á v ( l t L„) s l i m v ( £ „ ) s a - е . 
n « 
A k a p o t t e l l e n t m o n d á s b i z o n y í t j a s e g é d t é t e l ü n k e t . 
A 4 8 . s e g é d t é t e l f e l h a s z n á l á s á v a l m o s t b e b i z o n y í t j u k a s í k b e l i v a r i á c i ó f e l ü l -
ró'l f é l i g f o l y t o n o s v o l t á t . 
26. TÉTEL (a síkbeli variáció felülről félig folytonos voltáról). Tegyük fel, hogy 
a J-n értelmezett, folytonos F„(rf) függvények sorozata egyenletesen tart F(r\)-hoz. 
Akkor IV(F) S. lim W(F„). 
n 
BIZONYÍTÁS. M i n t h o g y 
W(F) = J v(0 dt, W(Fn) = J v„ (f)dt, 
e l é g m e g m u t a t n u n k , h o g y v ( / ) = l i m v„ ( í ) m a j d n e m m i n d e n t-re. M e g e m l í t j ü k m é g , 
n 
h o g y h a IV (FJ = ° ° m i n d e n F „ - r e , a k k o r a t é t e l á l l í t á s a t r i v i á l i s . E z é r t e l ő r e f e l -
t e h e t j ü k , h o g y m a j d n e m m i n d e n t - r e é s m i n d e n л - г е v„(?) < H a g y j u k f i g y e l -
m e n k í v ü l m i n d a z o k a t a n í v ó k a t , a m e l y e k r e a z F(rj), Fn(rf) ( л = 1 , 2 , . . . ) f ü g g v é -
n y e k n e k c s a k e g y i k e i s t a r t a l m a z r e g u l á r i s , d e n e m t e l j e s e n r e g u l á r i s k o m p o n e n -
s e k e t . A 3 . t é t e l s z e r i n t ( l á s d I . f e j . l . § ) i l y e n n í v ó l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n 
s o k v a n . Z á r j u k k i a z o k a t a n í v ó k a t i s , a m e l y e k t a r t a l m a z n a k ( a z F(rj) f ü g g v é n y r e 
n é z v e ) k v á z i - e x t r é m á l i s k o m p o n e n s t . E l h a g y v a t o v á b b á a z o k a t a n í v ó k a t , a m e l y e k -
n e k a r e g u l á r i s k o m p o n e n s e i véges ö s s z h o s s z ú s á g ú a k é s a n e m r e g u l á r i s k o m p o -
n e n s h e z t a r t o z ó p o n t j a i b ó l á l l ó h a l m a z Hausdorff-féle l i n e á r i s m é r t é k e n u l l á t ó l 
k ü l ö n b ö z ő , a 10 . t é t e l é r t e l m é b e n s z i n t é n l e g f e l j e b b m e g s z á m l á l h a t ó a n s o k n í v ó t 
h a n y a g o l u n k el . L e g y e n m o s t T a z ö s s z e s m e g m a r a d t t é r t é k e k h a l m a z a . A T h a l -
m a z t e l j e s m é r t é k ű . 
1°. L e g y e n К a z F(rj) f ü g g v é n y / 0 £ T n í v ó j á n a k r e g u l á r i s k o m p o n e n s e . L e g y e n 
Jl é s J2 a z a k é t t a r t o m á n y , a m e l y r e К f e l o s z t j a J-t. L e g y e n U(К) а К k o m p o n e n s 
t e t s z é s s z e r i n t i k ö r n y e z e t e . Akkor található olyan <50 > 0 , hogy bármely pozitív <5 < ö0 
számra vagy a t — ő nívó valamely komponense elválasztja a K, Jl — U (К) halmazokat 
és a t-\-ő nívó valamely komponense elválasztja a K, J2 — U(К) halmazokat, vagy a 
t + ö nívó valamely komponense elválasztja a K, Jx — U(К) halmazokat és a t — ő 
nívó valamely komponense elválasztja a K, J2 — U(A) halmazokat. 
1° BIZONYÍTÁSA. L e g y e n TF a z F(rj) f ü g g v é n y e g y d i m e n z i ó s f á j a . L e g y e n 
— Í / ( A ) é s ( € / 2 — ЩК). A k k o r a z l0 = zF(K) p o n t a z L.L v é g p o n t o k k a l 
—« ' 
r e n d e l k e z ő о e g y s z e r ű í v b e l s ő p o n t j a . M e g m u t a t j u k , h o g y a z l ( l 0 í v b á r m e l y , l 0 - h o z 
e l é g k ö z e l i Г p o n t j á n a k K' = r j 1 ( / / ) i n v e r z k é p e e l v á l a s z t j a a K, Jx — U(K) h a l m a z o -
k a t . V a l ó b a n , e l l e n k e z ő e s e t b e n t a l á l h a t ó l e n n e o l y a n { ( J , / , — U(K) é s { / J , 
ls £ lfi0 p o n t s o r o z a t , h o g y ls—l0 h a s — °°, é s т 7 ( 4 ) n e m v á l a s z t j a e l a ( s p o n t o t 
A - t ó l . 
J k o m p a k t s á g a m i a t t f e l t e h e t j ü k , h o g y a { ( J s o r o z a t k o n v e r g á l e g y ( 0 £ Jk — U(A) 
p o n t h o z . D e a z / = r f ( ( 0 ) p o n t ö s s z e k ö t h e t ő / 0 - l a l e g y a ' m i n i m á l i s e g y s z e r ű í v 
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s e g í t s é g é v e l . A a' í v n e k n e m l e h e t n e k m á s k ö z ö s p o n t j a i <x-val, m i n t / 0 . V a l ó b a n , 
w 
h a /* Ç l{l0 П a é s l* +l0, a k k o r zF 1 ( / * ) e l v á l a s z t j a K-t f 0 - t ó l é s m é g i n k á b b r e n d e l -
k e z i k e z z e l a t u l a j d o n s á g g a l m i n d e n e l é g n a g y s i n d e x ű r f 1 ( / s ) , u g y a n i s a z / * - t ó l 
/ 0 - i g t e r j e d ő d a r a b o n a a , a ' í v e k n e k e g y b e k e l l e s n i ü k t e k i n t e t t e l a r r a , h o g y m i n d -
k e t t ő m i n i m á l i s . T o v á b b á h a / * £ / 0 / ? П < х ' , a k k o r r f l(l*) e l v á l a s z t j a a K k o m p o n e n s t 
a Ç £ J 2 p o n t t ó l , é s í g y x> ' ( / * ) n e m v á l a s z t j a e l а К k o m p o n e n s t a £ 0 £JX p o n t -
t ó l . T e h á t l 0 а ег, о ' í v e k e g y e t l e n k ö z ö s p o n t j a , m é g h o z z á i r - n a k b e l s ő p o n t j a . K ö -
v e t k e z é s k é p p e n l e l á g a z á s i p o n t , a m i a z 5. t é t e l s z e r i n t l e h e t e t l e n . E n n é l f o g v a a z 
•w 
ld0 ív m i n d e n , / 0 - h o z e l é g k ö z e l i / ' p o n t j á n a k r f 1 ( / ' ) i n v e r z k é p e e l v á l a s z t j a а / , — U(K) s 
és а К h a l m a z t . A n a l ó g m ó d o n a z l0/c í v m i n d e n , / 0 - h o z e l é g k ö z e l i l" p o n t j á n a k 
i n v e r z k é p e e l v á l a s z t j a e g y m á s t ó l а К é s a J2 — U(К) h a l m a z t . A z f l 0 é s a z l0h í v e n 
is / 0 - h o z b á r m i l y e n k ö z e l t a l á l h a t ó k o l y a n p o n t o k , a h o l F(*l)+t. H a l0 k ö r n y e z e -
t é b e n a z l(l0 í v e n a z F* ( / ) — t k ü l ö n b s é g n e m v á l t j e l e t , a k k o r e n n e k a k ü l ö n b s é g -
n e k a z l 0 f í v e n l 0 - h o z b á r m i l y e n k ö z e l i p o n t o k b a n e l l e n k e z ő e l ő j e l e t k e l l f e l v e n n i e , 
m e r t k ü l ö n b e n К = r J 1 ( l 0 ) k v á z i - e x t r é m á l i s k o m p o n e n s l e n n e . K ö v e t k e z é s k é p p e n 
t a l á l h a t ó o l y a n / ' , l" p o n t p á r , h o g y v a g y F * ( / ' ) > t > F * ( / " ) , v a g y F* ( / ' ) < t < 
< F * ( / " ) é s a Ky = T F 4 0 , K 2 = т ^ Ч О k o m p o n e n s e k А К k o m p o n e n s t e l v á -
l a s z t j á k a Ji—U(K) i l l . J2 — U(K) h a l m a z t ó l . A z 1° á l l í t á s t b e b i z o n y í t o t t u k : <50 
g y a n á n t v á l a s z t h a t j u k a m i n { | F * ( / ' ) —1\, | F * ( / " ) — í | } é r t é k e t . 
2° . L e g y e n К а F n í v ó r e g u l á r i s k o m p o n e n s e é s 0 > O t e t s z é s s z e r i n t i s z á m . 
L e g y e n v ( K ) >A+d, a h o l d>~0. A k k o r található olyan N, hogy n>N esetén a 
К komponens 0-sugarú környezete tartalmazza az,- F„(p) függvény F,(0n) nívójának 
valamely, legalább A hosszúságú komponensét. 
2° BIZONYÍTÁSA. A 4 8 . s e g é d t é t e l a l a p j á n v á l a s s z u k a < 5 > 0 s z á m o t o l y a n k i c s i -
n e k , h o g y a J2—0(K), J2 — ô(К) h a l m a z o k a t e l v á l a s z t ó b á r m e l y t o p o l o g i k u s k ö r 
v a g y e g y s z e r ű í v l e g a l á b b A h o s s z ú s á g ú . L e g y e n t o v á b b á 0 ^ 0 . A k k o r 1° é r t e l m é -
b e n t a l á l h a t ó k o l y a n KicEt±tl, K2cEt±Zl ( r t > 0 ) k o m p o n e n s e k , a m e l y e k e l -
v á l s z t j á k e g y m á s t ó l a K, / j — < 5 ( F ) , i l l . К, J2—ô(K) h a l m a z o k a t . M e g h a t á r o z o t t -
s á g k e d v é é r t l e g y e n KíczEt+ri, K2 с F , _ t i . E l é g n a g y n i n d e x e k r e p £Ky e s e t é n 
F„(p) S * + y > í?€ AT2 e s e t é n p e d i g Fn(p) ё / — D e a k k o r a z F„(p) f ü g g v é n y 
t n í v ó j á n a k v a l a m e l y Kn k o m p o n e n s e e l v á l a s z t j a a K2, K2 é s í g y a J2—ö(K), 
J2 — S(K) h a l m a z o k a t i s . A t 0 - r a t e t t m e g s z o r í t á s o k k ö v e t k e z t é b e n К t o p o l o g i k u s 
k ö r v a g y o l y a n e g y s z e r ű ív , a m e l y n e k v é g p o n t j a i J h a t á r á n f e k s z e n e k , é s ö m e g -
v á l a s z t á s a f o l y t á n T o v á b b á F , é s K2 e l v á l a s z t j a a Kn k o m p o n e n s t a 
J2-Ô(K) i l l e t v e a J2-ő(K) h a l m a z t ó l , t e h á t F „ с 0 ( К ) . A 2 ° á l l í t á s t b e b i z o n y í -
t o t t u k . 
3° . Legyen t0£T és v ( F , 0 ) s A+e, ahol e > 0 . Akkor l i m v(E,(f)^A. 
n 
3 ° . BIZONYÍTÁSA. M i n t h o g y t0£ T, t a l á l h a t ó v é g e s s z á m ú F ( 1 ) , . . . , F ( m ) r e g u -
m g 
l á r i s k o m p o n e n s F , 0 - b a n ú g y , h o g y f f v ( F ( r ) ) Ш A . L e g y e n a 0 > O s z á m 
r = i 2 
o l y a n k i c s i , h o g y e z e k n e k a k o m p o n e n s e k n e k a 0 - s u g a r ú k ö r n y e z e t e i n e m e s s é k £ 
e g y m á s t . L e g y e n d=— és a l k a l m a z z u k a 2 ° p o n t o t . A z t k a p j u k , h o g y m i n d e n 
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e l é g n a g y n i n d e x r e a z Fn(r\) f ü g g v é n y t n í v ó j a t a r t a l m a z l e g a l á b b m s z á m ú { A j - ü j 
(J= 1 , . . . , ni) k o m p o n e n s t , a m e l y r e K(„J) ав(К(Г>) é s v(K(f>) ^
 v(k<J))-JL. A k k o r 
V ( Ê / A > i v ( K ó ) ) — 
a m i b ő l a 3 ° á l l í t á s k ö v e t k e z i k . 
3 ° - b ó l k ö z v e t l e n ü l k ö v e t k e z i k a t é t e l á l l í t á s a , m e r t a z e > 0 s z á m t e t s z é s s z e r i n t i 
l é v é n , l i m у ( £ , ( 0 п ) ) ^ v ( E , 0 ) m i n d e n tn£T n í v ó r a . A 2 6 . t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
n 
K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n {F„(i?}} f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k b ő l á l l ó s o r o z a t , 
a m e l y e g y e n l e t e s e n t a r t F ( / ; ) - h o z . L e g y e n G v a l a m e l y t a r t o m á n y . A k k o r W(F, G) = 
S l i m W(Fn, G). 
л 
M e g j e g y z é s . Z á r t D h a l m a z r a a W(F, D) S l i m W(F„, D) e g y e n l ő t l e n s é g m á r 
n 
n e m m i n d i g t e l j e s ü l , a m i n t e z t a k ö v e t k e z ő p é l d a m u t a t j a . L e g y e n P , a Cantor-
f é l e p e r f e k t h a l m a z a z x t e n g e l y v a l a m e l y s z a k a s z á n é s D v a l a m e l y ü t f e l e t t i „ f é s ű " 
1 1 2 
J - b e n . L e g y e n / ( x ) a „Cantor-fé\e l é p c s ő " a [ 0 , 1 ] s z a k a s z o n : / ( x ) = — h a y S x S — ; 
1 2 3 7 8 f ( x ) =— h a y S x S y ; / ( x ) = y h a - á x S - s t b . L e g y e n e k b0\ax, b/; a2, b2, 
am, bm\ am+x a s z o m s z é d o s i n t e r v a l l u m o k v é g p o n t j a i a z и - e d r a n g ú a k i g b e z á r ó l a g , b a l -
r ó l j o b b r a s z á m o z v a (b0 é s am+l a [0, 1] s z a k a s z v é g p o n t j a i t j e l e n t i ) . L e g y e n 
Lifls) = f(b^i)-, f j b s ) =f(bs) é s a z [as, b f [bs_ t , a j s z a k a s z o k o n é r t e l m e z z ü k a z 
/ „ ( x ) f ü g g v é n y t l i n e á r i s a n . L e g y e n F(x,y)=f(y) é s Fn(x, y) =fn(y) ( O S x S l ; 
O S j S l ) . N y i l v á n v a l ó , h o g y W(F,D) = 1 ; W(F„, D) = 0 é s a z F „ 0 / ) f ü g g v é n y e k 
s o r o z a t a e g y e n l e t e s e n t a r t F(rj)-hoz. 
A p a r a g r a f u s b e f e j e z é s é ü l m e g e m l í t j ü k m é g , h o g y b á r m e l y r ö g z í t e t t , k o r l á t o s 
s í k b e l i v a r i á c i ó j ú , f o l y t o n o s F(rj) f ü g g v é n y e s e t é n m a g a a W(F) v a r i á c i ó a J t a r -
t o m á n y o n e g y Carathéodory-fé\e m é r t é k e t é r t e l m e z : m i n d e n E h a l m a z n a k f e l e l -
t e s s ü k m e g a W(F, E) = Д п ^ W(F, M) s z á m o t , a h o l a z i n i i m u m a z E-t t a r t a l m a z ó 
ö s s z e s M ß o / ' e / - h a l m a z r a k é p e z e n d ő . N y i l v á n W(F, F ) S O . T o v á b b á h a Ex, E2 
e g y m á s t ó l p o z i t í v t á v o l s á g r a l e v ő h a l m a z o k , a k k o r W(F, F , + E2) = W(F, Ex) + 
+ W(F,E2). V é g ü l b á r m i l y e n F , , E2, ... h a l m a z o k r a W{F, ZEn) = 2 " WÇF, Ej. 
n n 
I l y m ó d o n IV(F, E) e l e g e t t e s z a Caratliéodory-íé\t m é r t é k ö s s z e s a x i ó m á i n a k . 
E b b ő l s p e c i á l i s a n k ö v e t k e z i k a z a l á b b i . 
27. TÉTEL. Legyen F(rf) korlátos síkbeli variációjú, folytonos függvény és M 
tetszés szerinti Borel-halmaz J-ben. Akkor bármely e>-0 számhoz található olyan 
Da M zárt halmaz, hogy W(F, D) > W(F, M) - e. 
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2 . § . A s í k b e l i v a r i á c i ó f é l i g a d d i t i v . 
A s í k b e l i v a r i á c i ó é r t e l m e z é s e v e t ü l e t e k s e g í t s é g é v e l 
E b b e n a p a r a g r a f u s b a n m e g m u t a t j u k , h o g y a s í k b e l i v a r i á c i ó f e l ü l r ó ' l f é l i g 
a d d i t í v , v a g y i s h o g y h a <p(q), i p f i ) f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k é s F f i ) = y fi) + pfi), 
a k k o r W(F) ^ W(tp)+W(^). 
E z z e l k a p c s o l a t b a n a v a r i á c i ó ú j , a k o r á b b i v a l e g y e n é r t é k ű d e f i n í c i ó j á t k a p j u k , 
a m e l y t a l á n ö n m a g á b a n is é r d e k e s . 
49. SEGÉDTÉTEL. Legyen M valamely Borel-halmaz az x, y, t térben, és legyen 
az x0, y0 változók Ф;,f(.v0, y0) függvénye egyenlő az M halmaz x = ,v0, y =y0 egye-
nesen fekvő pontjainak számával. А Ф*,~
у
(х0, y0) függvény mérhető. 
BIZONYÍTÁS. A m i n t a d e s k r i p t í v h a l m a z e l m é l e t b ő l i s m e r e t e s , a z x , у s í k a z o n 
p o n t j a i n a k h a l m a z a , a m e l y e k b e n Фx,~y(x0, y0) = n, k é t Л - h a l m a z k ü l ö n b s é g e ( s ő t , 
C 4 - h a l m a z ) . E b b ő l k ö v e t k e z i k a s e g é d t é t e l á l l í t á s a . 
50. SEGÉDTÉTEL. Legyen M síkbeli, zárt halmaz és I tetszés szerinti egyenes, 
amely ugyanabban a síkban fekszik, mint M. Legyen továbbá q f j esetén Ф , ( / / ) az 
M halmaz azon pontjainak száma, amelyek az M halmaz l-re való merőleges vetítése 
során az q pontba mennek át. Akkor 
J Ф, fi)dq S v(M), ' 
ahol v(M) a Hausdorff-féle lineáris mérték. 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n S l i n e á r i s z á r t h a l m a z . J e l e n t s e T e ( S ) a z S h a l m a z o l y a n 
p o n t j a i n a k m a x i m á l i s s z á m á t , a m e l y e k k ö z ü l b á r m e l y k e t t ő n e k a t á v o l s á g a l e g -
a l á b b e. M o s t l e g y e n Ф £
 t f i ) = Tfmq П M), a h o l m( a z / e g y e n e s r e a £ p o n t b a n 
e m e l t m e r ő l e g e s . K ö n n y e n b e l á t h a t ó , h o g y a ® £ ; í 0 / ) f ü g g v é n y a l u l r ó l f é l i g f o l y t o -
n o s é s í g y Borel-mérhető. T o v á b b á 
Ф,(/7) = Н т Ф £ 1 , ( / / ) é s £ 2 < £ i e s e t é n 
£-.0 
V é g ü l n y i l v á n v a l ó , h o g y 
\ <S>eAfi)dq^v(M). 
g 
V a l ó b a n , l e g y e n a
 £ a z M h a l m a z t b e f e d ő k ö r - r e n d s z e r , a m e l y - r - n é l n e m n a g y o b b 
/ 4 4 
á t m é r ő j ű k ö r ö k b ő l á l l . A k k o r a <r£ r e n d s z e r h e z t a r t o z ó k ö r ö k á t m é r ő i n e k ö s s z e g e 
~4 
n e m l e h e t k i s e b b , m i n t 
\<*>e,i(n)dq. 
V a l ó b a n , r a j z o l j u k m e g er£ m i n d e g y i k k ö r é b e n a z / e g y e n e s s e l p á r h u z a m o s á t m é r ő t . 
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M i n d e n , a z / e g y e n e s r e m e r ő l e g e s é s a £ p o n t o n á t m e n ő e g y e n e s t l e g a l á b b Ф £ > ( ( £ ) 
i l y e n á t m é r ő m e t s z . E b b ő l á l l í t á s u n k k ö v e t k e z i k . T e h á t 
v ( M ) S Г ф fa)dr] é s Ф , ( | / ) = 1 т Ф „ ( | / ) , 
«-»о 
t o v á b b á Ф£ 1 > , ( / / )== Ф £ 2 > 1 (» / )=£Ф,(> / ) , h a e i > e 2 . 
E b b ő l k ö v e t k e z i k Ф / f a ) m é r h e t ő s é g e é s a 
v ( M ) S ( Фlfa)dr\ 
e g y e n l ő t l e n s é g . A s e g é d t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
L e g y e n 0 < e < — t e t s z é s s z e r i n t i s z á m . J e l e n t s e i j f ' f i f m a z t a z ^ h o s s z ú s á g ú 
£ • Î £ • / 
s z a k a s z t , a m e l y n e k e g y i k v é g p o n t j á n a k k o o r d i n á t á i x = — = és a m e l y 
a z x 
E-K ( Г2Т1 
t e n g e l l y e l — л n a g y s á g ú s z ö g e t a l k o t k = 1, 2 , . . . , I — I + 1 ; 
rn - + 1. + 2 , ...J. R e n d e z z ü k e z e k e t a s z a k a s z o k a t k ö z ö n s é g e s L
(£,D> = {/„} 
s o r o z a t b a o l y m ó d o n , h o g y r<s e s e t é n | / r | = | / s | l e g y e n ( | / | a z / s z a k a s z 
h o s s z ú s á g a ) . 
L e g y e n C c J r e k t i f i k á l h a t ó e g y s z e r ű ív v a g y t o p o l o g i k u s k ö r é s r / > 0 t e t s z é s 
s z e r i n t i s z á m . L e g y e n {J* 0 ' * 0 } a J t a r t o m á n y b a n f e k v ő s z a k a s z o k s o r o z a t a , a m e l y e t 
a k ö v e t k e z ő k é p p e n d e f i n i á l u n k . 
d 
J e l e n t s e I * a z o n — - n é l n e m h o s s z a b b I c J s z a k a s z o k ö s s z e s s é g é t , a m e l y e k -
n e k v é g p o n t j a i C - n f e k s z e n e k é s a m e l y e k m i n d e g y i k é h e z t a l á l h a t ó o l y a n I k j d Z ( £ ' d ) 
s z a k a s z , h o g y <5(/, / k f ) - = e . | / t / | , a h o l Ô(A, В) a Hausdorff-féle t á v o l s á g ( l á s d I . 
f e j . 4 . §). J e l ö l j ü k t o v á b b á Id Ê * e s e t é n C r v e l а С í v n e k a z I h ú r á l t a l m e g h a t á r o -
z o t t s z a k a s z á t . V á l a s s z u k 7 { c , d ) g y a n á n t a z t a z Id E* s z a k a s z t , a m e l y n e k m i n i m á l i s 
i n d e x ű I k ] f e l e l m e g . T e g y ü k f e l , h o g y a z l [ c , i ) , . . . , I k c , f > s z a k a s z o k a t m á r m e g -
s z e r k e s z t e t t ü k . T e k i n t s ü k m i n d a z o k a t a z Id 2 * s z a k a s z o k a t , a m e l y e k r e Ct n e m 
k- 1 
m e t s z i a 2 С
 ( C h a l m a z t . V á l a s s z u k k i k ö z ü l ü k a z t a z I s z a k a s z t , a m e l y n e k 
i = I ' ' ' 
m i n i m á l i s i n d e x ű Ik[ f e l e l m e g és e z t v e g y ü k ljf,d)-nek. 
51. SEGÉDTÉTEL. Legyen a CcJ rektifikálható ív hosszúsága S és d> 0 olyan 
szám, hogy bármely C-be írt poligon hosszúsága nagyobb, mint S — E, hacsak a maxi-
mális élhosszúság d-nél kisebb. Akkor 
Z f f ' ^ S - l E . 
к 
N 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n 2 /{ c ' d> = L J v . T a l á l h a t ó o l y a n Nít h o g y Д - H E Z h o z z á -
ü l 
véve b i z o n y o s ( á l t a l á b a n n e m a z {I k c , d ) j s o r o z a t h o z t a r t o z ó ) / $ + , , . . . , In , s z a k a -
6 III. Osztály Közleményei XIII /2 
190 A. SZ. KRONROD 
s z o k a t , a m e l y e k r e C - b e í r t p o l i g o n t k a p u n k . D e e b b ő l k ö v e t -
N 
k e z i k , h o g y C—2C.Cd) h o s s z ú s á g a N n ö v e k e d t é v e l e g y e - n á l n e m n a g y o b b 
k = 1 k ' 
s z á m h o z t a r t , v a g y i s 2 1 4 ( c ' d ) l — S — 2s. A s e g é d t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
к 
L e g y e n F с / v a l a m e l y k o n t i n u u m é s / > 0 . L e g y e n { l [ R ' d > } o l y a n s z a k a s z o k -
b ó l á l l ó s o r o z a t , a m e l y e k n e k v é g p o n t j a i F - b e n f e k s z e n e k é s a m e l y e k e t a k ö v e t k e z ő -
k é p p e n d e f i n i á l u n k : j e l e n t s e X* m i n d a z o n s z a k a s z o k ö s s z e s s é g é t , a m e l y e k n e k v é g -
p o n t j a i F o l y a n r é s z k o n t i n u u m á h o z t a r t o z n a k , a m e l y t e l j e s e n a s z a k a s z e g y i k 
v é g p o n t j a m i n t k ö z é p p o n t k ö r ü l a s z a k a s z h o s s z ú s á g á v a l m i n t s u g á r r a l r a j z o l t 
z á r t k ö r l e m e z b e n f e k s z i k . M i n d e n i l y e n I s z a k a s z r a a n e k i m e g f e l e l ő k ö r t ß 7 - v e l 
f o g j u k j e l ö l n i . L e g y e n I * * a z o k n a k a X * - h o z t a r t o z ó , - - n é l k i s e b b h o s s z ú s á g ú s z a -
k a s z o k n a k a z ö s s z e s s é g e , a m e l y e k r e / £ X * * e s e t é n t a l á l h a t ó Ik[£Yf'A) s z a k a s z 
ú g y , h o g y <5(/, 4 P < £ - | / J . V á l a s s z u k l [ R ' d ) g y a n á n t a z t a X * * - b e l i s z a k a s z t , a m e l y r e 
a m e g f e l e l ő X ^ - b e l i s z a k a s z i n d e x e m i n i m á l i s . T e g y ü k f e l , h o g y a z l [ R ' d \ . . . , 
s z a k a s z o k a t m á r m e g s z e r k e s z t e t t ü k . T e k i n t s ü k a z o n X * * - b e l i s z a k a s z o k a t , 
k- 1 
a m e l y e k n e k m e g f e l e l ő k ö r ö k n e m m e t s z i k a 2 Q LM) h a l m a z t , é s v á l a s s z u k k i 
; = í ' ' 
k ö z ü l ü k a z t a s z a k a s z t , a m e l y r e a m e g f e l e l ő X ^ - b e l i s z a k a s z m i n i m á l i s i n d e x ű . 
É p p e n e z t a s z a k a s z t v e s s z ü k / { R > á L n e k . 
52. SEGÉDTÉTEL. Legyen RaJ valamely kontinuum, v(F) > A és <7 > 0 olyan, 
hogy vd(R)>A. Akkor 2l^R'd)l>4 • 
к 6 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n N o l y a n n a g y , h o g y к > N e s e t é n IkR'd) < ^ . A k k o r 
a Q (R,d) {k = 1, 2 , . . . , N ) k ö r ö k é v e l m e g e g y e z ő k ö z é p p o n t ú é s a z o k n á l h á r o m s z o r 
'k 
n a g y o b b s u g a r ú k ö r l e m e z e k ö s s z e s s é g e b e f e d i F - t , e b b ő l p e d i g k ö v e t k e z i k , h o g y 
2 I t M > 4 , t e h á t m é g i n k á b b 2 > 4 • 
*= í о к О 
28. TÉTEL. Legyen F (fi) folytonos függvény. Legyen F(E) az E halmazon tekin-
tett F(rj) függvény grafikonja. Legyen továbbá {F„} az xyt tér xy síkra merőleges 
síkjaiból álló sorozat, nRi(D) jelentse a térbeli D halmaz Rrre való merőleges vetüle-
tét, végül {M„} legyen J-beli, egymást páronkint nem metsző Borel-halmazokból 
álló sorozat. Akkor 
W* (F) = s u p 2 m e s 2 [ > r s ( 7 ( M S ) ) ] = W(F), 
s 
ahol m e s 2 a síkbeli Lebesgue-mérték és a felső határ az összes lehetséges { F „ } és 
{M„} sorozatokra képezendő. 
BIZONYÍTÁS. 1. B e b i z o n y í t j u k , h o g y W(F) S W* (F). N y i l v á n v a l ó a n e l é g a z t 
a z e s e t e t t e k i n t e n i , a m i k o r W(F) < + » . E b b e n a z e s e t b e n a W(F) S W* ( F ) e g y e n -
l ő t l e n s é g k ö z v e t l e n ü l k ö v e t k e z i k a z 50 . s e g é d t é t e l b ő l . 
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2 . B e b i z o n y í t j u k , h o g y W*(F). K ü l ö n b ö z t e s s ü n k m e g k é t e s e t e t . 
a) L e g y e n W(F) < + L e g y e n £ > 0 t e t s z é s s z e r i n t i . A 1 0 . t é t e l s z e r i n t a 
t é r t é k e k n e k v a n o l y a n z á r t D h a l m a z a , h o g y t f D e s e t é n a t n í v ó b á r m e l y , t ö b b 
p o n t b ó l á l l ó k o m p o n e n s e r e k t i f i k á l h a t ó í v v a g y r e k t i f i k á l h a t ó t o p o l o g i k u s k ö r é s 
\ L(f)dt>W(F)-E, 
D 
a h o l L(t) az Et h a l m a z r e k t i f i k á l h a t ó k o m p o n e n s e i n e k ö s s z h o s s z ú s á g a . M i n d e n 
t£D é r t é k h e z t a l á l h a t ó £ j - n e k v é g e s s z á m ú r e k t i f i k á l h a t ó . . . , K f a k o m p o n e n s e 
ú g y , h o g y h a L * ( / ) - v e l j e l ö l j ü k e z e n v é g e s s z á m ú k o m p o n e n s h o s s z ú s á g á n a k a z 
ö s s z e g é t , a k k o r 
I L*(t)dt>W(F)-2e, 
D 
a h o l a z i n t e g r á l m i n t Lebesgue-íé\e k ü l s ő i n t e g r á l k é p e z e n d ő . T o v á b b á m i n d e n 
t f D é r t é k h e z t a l á l h a t ó o l y a n p , > 0 é s h o g y é s 
h a m i n d e g y i k К } ° - Ъ е b e í r u n k e g y t e t s z é s s z e r i n t i p o l i g o n t , a m e l y n e k m a x i m á l i s 
é l h o s s z ú s á g a k i s e b b , m i n t S t , a k k o r e n n e k a p o l i g o n n a k a h o s s z ú s á g a n a g y o b b , 
m i n t v ( A , ( ' ) ) - , - , a h o l P > 2 s u p | F ( » / ) | . 
Щ'Т 
T a l á l h a t ó o l y a n £ > > 0 é s 0 < < 5 < - ^ , h o g y , D0 a-val j e l ö l v e a z o n t é r t é k e k h a l -
m a z á t , a m e l y e k r e q,>q é s <5, ><5, f e n n á l l a z 
[ L* {t)dt > W(F) — 3 e 
Dp, 6 
e g y e n l ő t l e n s é g . I t t a z i n t e g r á l i s m é t k ü l s ő Lebesgue-'mtegráX. 
J e l ö l j ü k P r v e l a z Et, t£D n í v ó h a l m a z o k k o m p o n e n s e i b e n f o g l a l t a z o n e g y -
s z e r ű í v e k p o n t j a i n a k a h a l m a z á t , a m e l y e k n e k a k é t v é g p o n t j á t ö s s z e k ö t ő s z a k a s z o k 
a z I f i s z a k a s z t ó l Hausdorff-féXe é r t e l e m b e n l e g f e l j e b b £ - | / } | t á v o l s á g r a v a n -
i - l 
n a k . A Pt h a l m a z o k n y i l v á n z á r t a k . V e z e s s ü k b e a z M1=P1, Mt = P , — 2 Pk 
k = í 
j e l ö l é s t . L e g y e n a z xy s í k r a m e r ő l e g e s é s a z / , s z a k a s s z a l p á r h u z a m o s s í k . A k k o r 
a z 5 1 . s e g é d t é t e l s z e r i n t t£Dc> a e s e t é n 
2 m e s Л п М П М П ^ Ь Н О - Щ 
i J 
é s í g y 
2 ) mes! [ t iR í(E, П Mj)]dt > W(F) - 4e 
( a h o l a z i n t e g r á l o n k ü l s ő Lebesgue-'mtegxáX é r t e n d ő ) . 
A nR.{F(Mj)) h a l m a z o k t é r b e l i Borel-halmazok v e t ü l e t e i , t e h á t s í k b e l i T - h a l -
m a z o k , v a g y i s Lebesgue s z e r i n t m é r h e t ő k , é s Fubini t é t e l e a l a p j á n f e n n á l l 
2 ' m e s 2 [ я й , ( Р ( Л / , ) ) ] > W{F) - 4 e , i 
m i n t h o g y p e d i g e t e t s z é s s z e r i n t i , 2 m e s 2 ( P ( 4 / , ) ) ] ^ W(F). 
6« 
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b) L e g y e n 1 K ( £ ) = ° ° . A d j u n k m e g b á r m i l y e n N s z á m o t . A k k o r t a l á l h a t ó 
o l y a n n t e r m é s z e t e s s z á m , p o z i t í v d s z á m é s a t é r t é k e k o l y a n T* h a l m a z a , h o g y 
t£T* e s e t é n m i n d e g y i k £ ( - b e n t a l á l h a t ó l(t)^n s z á m ú Kx,...,Kl{t) k o m p o n e n s , 
a m e l y e k r e 
с
 1(0 
I v*á(t)dt>N, a h o l v î ( 0 = 2 vd(Kd 
T* 
é s a z i n t e g r á l m i n t Lebesgue-íéie k ü l s ő i n t e g r á l k é p e z e n d ő . 
L e g y e n / , £ £ ( < ! , ' l ) . M i n d e n t - r e t e k i n t s ü k m i n d a z o k a t a z / s z a k a s z o k a t , a m e l y e k r e 
<5(7, / ; ) < £ . | / ; | é s I v é g p o n t j a i £ t - n e k é s a z / e g y i k v é g p o n t j a m i n t k ö z é p p o n t k ö r ü l 
) / | s u g á r r a l r a j z o l t Q\ k ö r n e k m e t s z é s i k o m p o n e n s é h e z t a r t o z n a k . L e g y e n Pt = 
~ 2 Q'iF Et, a h o l a z ö s s z e g e z é s a d o t t t m e l l e t t m i n d e n l e h e t s é g e s Q'rre, t o v á b b á 
m i n d e n l e h e t s é g e s t é r t é k r e t ö r t é n i k . A £ , h a l m a z o k n y i l v á n z á r t a k . 
i - l 
V e z e s s ü k b e a z M x — P x , M x = — 2 F k j e l ö l é s e k e t . A z 5 2 . s e g é d t é t e l é r t e l -
k= 1 
m é b e n 
f N 
2 I m e s ! Я
К ( ( £ ( П Л / ( ) Л > - 7 ^ , i f* 
a h o n n a n Fubini t é t e l e a l a p j á n ( é s m e g j e g y e z v e , h o g y а л
К ( ( £ ( Л / , ) ) h a l m a z o k , é p p -
ú g y m i n t a z a) p o n t b a n , m é r h e t ő k ) k a p j u k : 
N 
2 m e s 2 [ л к , . ( £ ( Л / , ' ) ) ] > ^ ' 
é s m i n t h o g y N t e t s z é s s z e r i n t i , 
IV* (£) = - , 
A t é t e l t t e l j e s e n b e b i z o n y í t o t t u k . 
1. m e g j e g y z é s . A 2 8 . t é t e l a W(F) síkbeli variáció új, a korábbival ekvivalens 
definícióját adja vetületek segítségével. A tétel megfogalmazásában fel lehetne tenni, 
hogy az Ms halmazok nem Borel-félék, hanem zártak. 
V a l ó b a n , a 
W ( F ) ^ 2 m e s 2 [ л л > . ( £ ( М , ) ) ] 
s= 1 
e g y e n l ő t l e n s é g é r v é n y e s l é v é n t e t s z é s s z e r i n t i Ms Borel-halmazokra, a n n á l i n k á b b 
i g a z z á r t h a l m a z o k r a . 
B i z o n y í t s u k b e a f o r d í t o t t e g y e n l ő t l e n s é g e t . E n n e k é r d e k é b e n m e g j e g y e z z ü k , 
h o g y a z o k a z Ms h a l m a z o k , a m e l y e k e t a t é t e l 2 . p o n t j á n a k b i z o n y í t á s a s o r á n s z e r -
k e s z t e t t ü n k m e g , k é t - k é t z á r t h a l m a z k ü l ö n b s é g e k é n t á l l t a k e l ő , t e h á t Fa t í p u s ú a k . 
L e g y e n Ms = 2 R S , „, a h o l £ s > „ z á r t h a l m a z o k , é s l e g y e n 
к 
Ms.k= 2 Fs.n• 
KÉTVÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEKRŐL (III) 193 
A z Rs k = Rs j e l ö l é s s e l k a p j u k : 
H m 2 m e s 2 J ) ] = 2 m e s 2 [ я к Д / Ш 5 ) ) ] , 
к s s 
a m i b ő l á l l í t á s u n k k ö v e t k e z i k . 
2 . m e g j e g y z é s . A 2 8 . tételben az {Ms} halmazrendszerek és az [Rf síkrend-
szerek egyaránt lehetnek végesek vagy megszámlálhatók. 
A z ú j d e f i n í c i ó s e g í t s é g é v e l b e f o g j u k b i z o n y í t a n i , h o g y a s í k b e l i v a r i á c i ó f é l i g 
a d d i t í v . 
A t o v á b b i a k b a n a l k a l m a s a b b l e s z s z á m u n k r a , h a e n n e k a t é t e l n e k e g y k i s s é 
m á s a l a k j á t h a s z n á l j u k . V e z e s s ü k b e a k ö v e t k e z ő d e f i n í c i ó t . 
2 2 . d e f i n í c i ó . L e g y e n F(rj) a z xy s í k o n é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y é s l e g y e n R az 
xyt t é r b e n a z xy s í k b e g y e n e s é t é s a t t e n g e l y t t a r t a l m a z ó s í k . 
L e g y e n M v a l a m e l y h a l m a z a z xy s í k b a n . 
J e l e n t s e Ф
к
( £ , M, l0, t0) a z F(x,y) f ü g g v é n y g r a f i k o n j a a z o n p o n t j a i n a k a 
s z á m á t , a m e l y e k M f ö l ö t t f e k s z e n e k é s a m e l y e k n e k R-re v a l ó m e r ő l e g e s v e t ü l e t e 
a z ( / 0 , t0) p o n t . N é h a r ö v i d s é g k e d v é é r t а ФК(Е, M , l 0 , t0) j e l ö l é s b e n a z F b e t ű t 
e l f o g j u k h a g y n i . 
29. TÉTEL. Legyen F(x, y) az xy sík egységnégyzetén értelmezett folytonos 
függvény. Legyen Rít ..., R„, ... tetszés szerinti, az xy síkra merőleges síkokból 
álló rendszer az xyt térben, Mv, ..., M„, ... pedig az xy sík tetszés szerinti, egymást 
páronkint nem metsző Borel-halmazaiból álló rendszer. Akkor 
W(F) = s u p 2 í | Ф я „ ( и Mn, l, t)dldt, 
ahol a felső határ az összes lehetséges {R„\ és {Mn} rendszerekre képezendő. 
E z a t é t e l a z 5 0 . s e g é d t é t e l é s a 2 8 . t é t e l k ö z v e t l e n k ö v e t k e z m é n y e . A 2 9 . t é t e l r e 
i s é r v é n y e s a z 1. é s a 2 . m e g j e g y z é s . 
53. SEGÉDTÉTEL. Legyenek y(x) és ф (X) a [0, 1] szakaszon értelmezett folytonos, 
korlátos variációjú függvények. Legyen továbbá P zárt halmaz. Jelölje Ey(f P) az 
f függvénynek a P halmazon felvett értékkészletét, és Фf.H(y) az у változónak azt 
a függvényét, amely mindegyik y0 pontban egyenlő az y0 pont P-ben fekvő inverz 
képeinek számával, ha az f függvény segítségével leképezzük az x tengelyt az у ten-
gelyre. Akkor 
-foo +O0 +00 
J ф q ^ , p ( y ) d y ^ \®rp,p(y)dy+ I Ф^p(y)dy. 
Ha <p is, ф is egyrétü függvény, akkor 
m e s £ ) ] + m e s ^ F j , ( i / o F ) ] ^ mes^E^cp+ ф, F ) ] , 
ahol mes, a Lebesgue-mérték. Könnyen belátható, hogy az Ey(cp), Еу(ф), Еу(ср + ф) 
függvények a segédtétel feltevései mellett mérhetők. 
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BIZONYÍTÁS. L e g y e n a z f { x ) f o l y t o n o s f ü g g v é n y k o r l á t o s v a r i á c i ó j ú , V ( f ) < + «>. 
A k k o r , m i n t i s m e r e t e s ( l á s d p l . a 17. t é t e l t ) , 
+00 
V{f)= |ф f,Ay)dy, 
a h o l M a z / f ü g g v é n y é r t e l m e z é s i i n t e r v a l l u m a . 
L e g y e n cp(x) é s ф(х) k é t k o r l á t o s v a r i á c i ó j ú , f o l y t o n o s f ü g g v é n y : 
V(<p) = A, У(ф) = В, V(<p + p) = С ^ A+B. 
L e g y e n P v a l a m e l y z á r t h a l m a z . A P - v e l h a t á r o s i n t e r v a l l u m o k l e g y e n e k fi, . . . , I n , . . . , 
v é g p o n t j a i k cijßj, ...,<x„ßn, . . . . H e l y e t t e s í t s ü k a q>, ф f ü g g v é n y e k e t a z o k k a l a cp*, 
ф* f ü g g v é n y e k k e l , a m e l y e k r e cp*=cp, ф* =ф a P h a l m a z p o n t j a i b a n é s a m e l y e k 
a z fi ( s = l , 2 , . . . ) i n t e r v a l l u m o k o n l i n e á r i s a k . N y i l v á n v a l ó , h o g y 
V(cp*) = A*^A = V(<p), У(ф*) = В*^В=У(ф). 
Az e l ő b b i m e g j e g y z é s a l a p j á n 
+00 +« . 
J «V.mO>)dy = A*, j Ф ^ M { y ) d y = B * . 
T o v á b b á 
I ®r*,M(y)dy= 2 \<p("k)-<p(ßk)\+ I %.,P(y)dy k 
é s 
S %.,M(y)dy= 2 S %.,p(y)dy. 
— 00 к —oo 
V á l a s s z u k a z N s z á m o t o l y a n n a g y n a k , h o g y 
i \ < p f i k ) - c p { ß k ) \ < 4 , 2 
K=N Z
 K=N Z 
a h o l £ > 0 v a l a m i l y e n r ö g z í t e t t s z á m . T e k i n t s ü k a z ÁZ-ből a z fi, ..., IN s z o m s z é d o s 
i n t e r v a l l u m o k e l h a g y á s a ú t j á n k e l e t k e z ő P% h a l m a z t . А P$ h a l m a z A - f 1 s z á m ú 
Pj,...,PN + l s z a k a s z b ó l á l l . É r v é n y e s a k ö v e t k e z ő e g y e n l ő t l e n s é g : 
У
Рк
(ф*+фУ
Рк
(<Р*)+У
Рк
(Ф*\ 
v a g y 
+ 00 +00 » -f-00 
I Ф q , . + ^ p k ( y ) d y ^ J Ф v . , P k ( y ) d y + J Ф * . , p k ( y ) d y . 
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£ 
2' 
D e 
+ =O +00 
J r O O ^ M j %.+*.,p'N(y)dy = 
+ + « , + . 0 
I
 PJy)dy^NZ I Фv,ek(y)dy + NZ \%',eSy)dy = 
к = 1 J IT = 1 J k= I J 
= Ф
 v,,P(yjdy + Z W4«k)-<p*(ßk)\+ %.,P(y)dy + J k=N+1 J 
+ 00 +«, 
+ 2 №*(«»)-**<Ä)lss \%-Ay)dy+-^+ Ф * - , p ( y ) d y + 
k=N+1 J Z J 
T e h á t b á r m e l y £ > 0 s z á m r a 
+ 00 00 +00 
J Ф „ . + * . , р ( y ) d y ^ J Ф ^ р С ^ ^ Т / Ф f , p ( y ) d y + e . 
A z £ > 0 s z á m , t e t s z é s s z e r i n t i l é v é n , e l h a g y h a t ó , é s f e l h a s z n á l v a , h o g y 
Ф ^ р О О ^ Ф ^ Р С т ) ; %',р(у)=Фф.р(.у)1 Р(у) = %+Ф,Р(У\ 
v é g ü l a k ö v e t k e z ó ' t k a p j u k : 
+ 00 +00 -fco 
j Ф j Фr,P(y)dy+ J Ф^P(y)dy. 
A b b a n a z e s e t b e n , a m i k o r p é s ф a P h a l m a z o n e g y r é t ű f ü g g v é n y , f e n n á l l 
m e s , [ E y ( p , P ) ] = j<&y,p(y)dy 
é s a i/i-re v o n a t k o z ó a n a l ó g e g y e n l ó ' s é g , e b b ó ' l p e d i g k ö v e t k e z i k a s e g é d t é t e l m á s o -
d i k á l l í t á s a . 
30. TÉTEL (a síkbeli variáció félig additív voltáról). Legyenek p(x, у), ф(х,у) 
az egységnégyzeten értelmezett, korlátos síkbeli variációjú, folytonos függvények. 
Akkor F(x, y) = p(x, у) + ф(x, y) szintén korlátos síkbeli variációjú függvény és 
W(F) 75 W(p) + W(\p). 
BIZONYÍTÁS. K ü l ö n b ö z t e s s ü n k m e g k é t e s e t e t . 
1 W(F) < + A 2 9 . t é t e l h e z f ű z ö t t 1. é s 2 . m e g j e g y z é s é r t e l m é b e n b á r m e l y 
£ > 0 s z á m h o z t a l á l h a t ó k o l y a n , a z xy s í k r a m e r ő l e g e s A , , . . . , A„ s í k o k é s e g y m á s t 
p á r o n k i n t n e m m e t s z ő Dl,...,D„ z á r t h a l m a z o k , h o g y 
2 J | ф р „ ( С , D„, l, t)dldt > W(F) — e. 
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L e g y e n Rs e s í k o k k ö z ü l b á r m e l y i k , / a z Rs s í k é s a z xy s í k m e t s z é s v o n a l a , 
m a z / e g y e n e s r e m e r ő l e g e s e g y e n e s a z xy s í k b a n é s t a z xy s í k r a m e r ő l e g e s , Rs-
b e n f e k v ő e g y e n e s . M i n t h o g y a z y = f i x ) e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y r e t e l j e s ü l 
V ( f ) = \<S>f(y)dy, 
a q>, ф f ü g g v é n y e k s í k b e l i v a r i á c i ó j á n a k k o r l á t o s s á g a m i a t t é s t e k i n t e t b e v é v e a 
17 . é s 2 9 . t é t e l t , t o v á b b á Fubini t é t e l é t , a z t k a p j u k , h o g y m a j d n e m m i n d e n / 0 - r a 
cp(l0,m) é s I l / ( l 0 ,m) m i n t a z e g y e t l e n m v á l t o z ó f ü g g v é n y e i k o r l á t o s v a r i á c i ó j ú a k , 
é s í g y a z 5 3 . s e g é d t é t e l a l a p j á n 
+ 00 +O0 
I 1>(F, Ds, l0, t)dtS J Ф(q>, Ds, l0, t)dt+ j Ф(ф, D„ l0, t)dt. 
D e m i n d h á r o m i n t e g r á l a n d ó f ü g g v é n y С Л - m é r h e t ő ( s ő t , Borel-mérhető) é s n e m -
n e g a t í v . M i n d e g y i k ü k r e a l k a l m a z h a t ó Fubini t é t e l e , e n n é l f o g v a 
\\<S>(F,Ds,l,t)dtdl^ 
Rs 
S J J ® ( ç > , Ds, l, t)dt dl+$jфW, Ds, l, t)dt dlá W(cp, Ds) + WW, Df 
Rs Rs 
A z u t o l s ó e g y e n l ő t l e n s é g f e n n á l l á s a a z 5 3 . s e g é d t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k . 
A k a p o t t W(F, Ds) S W(<p, Ds) + WW, Ds) e g y e n l ő t l e n s é g e k e t m i n d e n .s-re 
ö s s z e g e z v e n y e r j ü k , h o g y 
W(F)-<e + 2 I I Ф(и Ds, l, t)dldt S 
S=1
 Rs 
t s 2 W(<p, Ds) + 2 WW, Ds) + ES W(<p) + WW)+s-
s s 
M i n t h o g y a z e > 0 s z á m t e t s z é s s z e r i n t i l e h e t , e b b ő l k ö v e t k e z i k a b i z o n y í t a n d ó 
W(F) ^ W(q>) + WW) e g y e n l ő t l e n s é g . 
2 ° . W(F) — ca. E k k o r b á r m e l y A - h e z t a l á l h a t ó k o l y a n R1,...,R„ s í k o k é s 
Dx, ..., Dn z á r t h a l m a z o k , h o g y 
2 J ' j < b R l { F , Ds, /, t)dldt>N. 
D e a k o r á b b i a k s z e r i n t 
J f Фя/F, Ds, l, t)dldt S f f Ф к > , Ds, I, t)dl dt+ I" I Фяф.Ф- A , /, t)dldt, 
Rs Rs RÍ 
é s i g y , ö s s z e g e z v e e z e k e t a z e g y e n l ő t l e n s é g e k e t 5 = 1 - t ő l v = « - i g , n y e r j ü k : 
W(cp)+WW)^ 2 j f j ® * > , A. l> f)dldt+\ j<bR.W, A. l> t)dldt 
s
~ V Rs Rs 
^ 2 I ) 4 j F , Ds,l, t)dldt^N. 
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M i n t h o g y N t e t s z é s s z e r i n t i , a f e l t e v é s s e l e l l e n t é t b e n a z a d ó d i k , h o g y W(tp) + 
+ Щ ф) = oo. 
A t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
L é n y e g é b e n m á r m e g m u t a t t u k , m i l y e n k a p c s o l a t v a n a z F(r\) f o l y t o n o s f ü g g -
v é n y W(F) s í k b e l i v a r i á c i ó j á n a k é s VT(F) ТопеШ-Ше v a r i á c i ó j á n a k k o r l á t o s s á g a 
k ö z ö t t . E m l é k e z z ü n k v i s s z a , h o g y j e l ö l é s e i n k k e l 
KT(F) = J J ® J U ( P , J, I, t)dldt + J j ФКу(£, J, l, t)dldt, 
Rx Ry 
a h o l Rx é s Ry az xyt t é r b e n f e k v ő , a z xy s í k r a m e r ő l e g e s , a z x , i l l . у t e n g e l y t t a r t a l -
m a z ó s í k o k . E z é r t а 2 9 . tételből következik а VT(F) s. 2 W(F) egyenlőtlenség. K i 
l e h e t n e m u t a t n i , h o g y érvényes egy fordított irányú becslés is, n e v e z e t e s e n bármely 
folytonos függvényre VT(F) S W(lj. M i n t h o g y e z t a z e g y e n l ő t l e n s é g e t a t o v á b b i a k b a n 
s e h o l s e m f o g j u k f e l h a s z n á l n i , b i z o n y í t á s á t n e m i s m e r t e t j ü k . * 
F o g l a l j u k ö s s z e a z e p a r a g r a f u s b a n n y e r t e r e d m é n y e k e t . 
E l ő s z ö r i s új eljárást adtunk a síkbeli variáció megszerkesztésére. A b i z o n y í t á s o k a t 
m i n d v é g i g a r r a a z e s e t r e v é g e z t ü k , a m i k o r a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y a s í k . E z a z 
e l j á r á s n y i l v á n v a l ó m ó d o n á t v i h e t ő a r r a a z e s e t r e , a m i k o r J g ö m b f e l ü l e t . I l y e n k o r 
a z Rs s í k o k s z e r e p é t a J k ö z é p p o n t j á n á t m e n ő s í k o k j á t s s z á k , a v e t í t é s p e d i g a z Rs 
s í k r a m e r ő l e g e s f ő k ö r í v m e n t é n t ö r t é n i k . A m e g f e l e l ő b i z o n y í t á s o k a t e l h a g y j u k . 
M á s o d s z o r bebizonyítottuk a síkbeli variáció félig-additivitását, a m i t e l j e s a n a -
l ó g i á b a n v a n a z e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k v a r i á c i ó j á n a k f é l i g - a d d i t i v i t á s á v a l . E z a 
t u l a j d o n s á g s z i n t é n á t v i h e t ő a r r a a z e s e t r e , a m i k o r a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y g ö m b -
f e l ü l e t ; e n n e k b i z o n y í t á s á t s z i n t é n n e m r é s z l e t e z z ü k . 
3. §. A korlátos síkbeli variációjú függvények approximativ 
differenciálhatósága. Abszolút folytonos függvények 
A z e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k e s e t é b e n a v a r i á c i ó k o r l á t o s s á g a m a g a u t á n v o n j a 
a f ü g g v é n y d e r i v á l t j á n a k m a j d n e m m i n d e n ü t t v a l ó l é t e z é s é t . K é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k -
n é l a s í k b e l i v a r i á c i ó s k o r l á t o s s á g a e g y m a g á b a n n e m e l e g e n d ő a t e l j e s d i f f e r e n c i á l 
m a j d n e m m i n d e n ü t t v a l ó l é t e z é s é h e z . ( A k ö v e t k e z ő p a r a g r a f u s b a n m e g f o g o m 
m u t a t n i , h o g y a s í k b e l i é s a l i n e á r i s v a r i á c i ó e g y i d e j ű k o r l á t o s s á g a m á r e l e g e n d ő . ) 
A s í k b e l i v a r i á c i ó k o r l á t o s s á g á b ó l m é g i s k ö v e t k e z i k a z a p p r o x i m a t i v t e l j e s d i f f e r e n -
c i á l m a j d n e m m i n d e n ü t t v a l ó l é t e z é s e ( a z a p p r o x i m a t i v t e l j e s d i f f e r e n c i á l d e f i n í c i ó j á t 
l á s d p l . a [6] m u n k á b a n ) . E z t k ö z v e t l e n ü l i s b e l e h e t n e b i z o n y í t a n i , e g y s z e r ű b b 
a z o n b a n a r r a a k é s z t é t e l r e h i v a t k o z n i , a m e l y s z e r i n t k o r l á t o s Tonelli-féle v a r i á c i ó v a l 
r e n d e l k e z ő f ü g g v é n y n e k m a j d n e m m i n d e n ü t t v a n a p p r o x i m a t i v t e l j e s d i f f e r e n c i á l j a . 
A z e l ő z ő p a r a g r a f u s b a n m e g m u t a t t u k , h o g y a s í k b e l i v a r i á c i ó k o r l á t o s s á g á b ó l 
k ö v e t k e z i k a Tonelli-féle v a r i á c i ó k o r l á t o s s á g a . E z e k s z e r i n t i g a z a z a l á b b i t é t e l . 
31. TÉTEL. Korlátos síkbeli variációjú, folytonos függvénynek (a síkbeli Lebesgue-
mértékre nézve) majdnem mindenütt létezik approximativ teljes differenciálja. 
* Azt, hogy VT(F) és ÍV( F) egyszerre véges, A szerzőtől függetlenül GEHÉR ISTVÁN is felis-
merte és bebizonyította (Egy integráltranszformációról, I. M agy. Mat. Kongr. Közi. (1950), 507 — 518). 
(.Szerk.). 
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M o s t b e v e z e t j ü k a k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k abszolút folytonosságának f o g a l m á t . 
2 3 . d e f i n í c i ó . A J t a r t o m á n y o n é r t e l m e z e t t , k o r l á t o s s í k b e l i v a r i á c i ó j ú , 
f o l y t o n o s F ( f i f ü g g v é n y t abszolút folytonosnak mondjuk, ha e függvény síkbeli 
variációja halmazfüggvényként tekintve abszolút folytonos, vagyis ha bármely e > 0 
számhoz található olyan ó > 0 szám, hogy amennyiben az E ez J Borel-halmaz síkbeli 
mértéke nem nagyobb ö-nál, az F(fi függvény síkbeli variációja az E halmazon leg-
feljebb e. 
K i m u t a t t u k , h o g y a k o r l á t o s s í k b e l i v a r i á c i ó j ú f ü g g v é n y e k n e k m a j d n e m m i n -
d e n ü t t v a n a p p r o x i m a t i v t e l j e s d i f f e r e n c i á l j u k . E l ó ' f o r d u l h a t , h o g y a z a p p r o x i m a t i v 
g r a d i e n s a b s z o l ú t é r t é k é n e k s í k b e l i i n t e g r á l j a k i s e b b , m i n t a s í k b e l i v a r i á c i ó . P é l d a 
e r r e a z E(x, y) — E(x) h e n g e r f ü g g v é n y , a h o l E(x) f o l y t o n o s s z i n g u l á r i s f ü g g v é n y . 
A b s z o l ú t f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k n é l a z o n b a n a z a p p r o x i m a t i v g r a d i e n s a b s z o l ú t 
é r t é k é n e k s í k b e l i i n t e g r á l j a e g y e n l ő a s í k b e l i v a r i á c i ó v a l , h a s o n l ó a n a h h o z , a h o g y 
a z e g y v á l t o z ó s a b s z o l ú t f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k v a r i á c i ó j a e g y e n l ő a d e r i v á l t a b s z o l ú t 
é r t é k é n e k i n t e g r á l j á v a l . Á t t é r ü n k e n n e k a b e b i z o n y í t á s á r a . 
54. SEGÉDTÉTEL. Legyen F (fi) az egységnégyzeten értelmezett folytonos függ-
vény. Az F(rf) függvény approximativ gradiense abszolút értékének síkbeli Lebesgue-
integrálja azon a halmazon, ahol ez a gradiens létezik, nem haladja meg F ( f i síkbeli 
variációját. 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n E a z o n p o n t o k h a l m a z a , a m e l y e k b e n a z F(rj) f ü g g v é n y 
a p p r o x i m a t i v t e l j e s d i f f e r e n c i á l j a l é t e z i k . O s s z u k fe l a z E h a l m a z t E(<x, ß, m, n) 
h a l m a z o k r a o l y m ó d o n , h o g y á l l j o n a z E(ct, ß, m, n) h a l m a z E m i n d a z o n p o n t j a i -
b ó l , a m e l y e k b e n a z a p p r o x i m a t i v g r a d i e n s n a g y o b b , m i n t m, d e n e m n a g y o b b , 
m i n t n é s e g r a d i e n s i r á n y á n a k a z x t e n g e l l y e l b e z á r t s z ö g e n a g y o b b , m i n t a , d e 
n e m n a g y o b b , m i n t ß. Az E h a l m a z és a z E(oc, ß, m, n) h a l m a z o k Borel-mérhetők. 
T e k i n t s ü k F ( p ) a p p r o x i m a t i v g r a d i e n s e a b s z o l ú t é r t é k é n e k i n t e g r á l j á t v a l a m e l y 
E(oc, ß, m, n) B o r e l - h a l m a z o n és F(rj) s í k b e l i v a r i á c i ó j á t u g y a n e z e n a h a l m a z o n . 
F e l f o g j u k t e n n i , h o g y a ß — a s z ö g és a z n—m k ü l ö n b s é g e l é g k i c s i . L e g y e n a z a é s 
а ß i r á n y á l t a l b e z á r t s z ö g f e l e z ő j é n e k i r á n y a y . I s m e r t t é t e l s z e r i n t ( l á s d p l . [6]) 
a z o n p o n t o k E*(a, ß, m, n)ezE(a, ß, m, ri) h a l m a z a , a m e l y e k b e n a z F(r\) f ü g g v é n y -
n e k v a n a y i r á n y m e n t é n a p p r o x i m a t i v d e r i v á l t j a ( e g y é b k é n t e n n e k é r t é k e Fx c o s y + 
+ Fy s i n y, a h o l Fx é s Fy a z a p p r o x i m a t i v g r a d i e n s k é t k o m p o n e n s e ) , u g y a n a k k o r a 
m é r t é k k e l r e n d e l k e z i k , m i n t E(a, ß, m, ri). A z o n k í v ü l a z E*(tx, ß, m, n) h a l m a z 
Borel-mérhető. V e z e s s ü n k b e a z xy s í k o n ú j , / у d e r é k s z ö g ű k o o r d i n á t á k a t . J e l ö l j e 
E,0 a z / у s í k l = l0 e g y e n e s é n e k a z E*(a, ß, m, n) h a l m a z z a l k ö z ö s r é s z é t . T e k i n t s ü k 
t o v á b b á e z e n a z e g y e n e s e n a z F(rj) = F(l0, y) f ü g g v é n y t m i n t e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y t 
é s é r t e l m e z z ü k a z / у s í k / = / 0 e g y e n e s é n а Ф F ( l 0 , t ) „ m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y t " ú g y , 
h o g y (&F(l0,t) m i n d e n t h e l y e n e g y e n l ő a z o n p o n t o k s z á m á v a l , a h o l F(l0, y ) = t. 
A z t á l l í t o m , h o g y a z It s í k b á r m e l y l = / 0 e g y e n e s e m e n t é n a m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y 
i n t e g r á l j a n a g y o b b v a g y e g y e n l ő , m i n t m-mcslElo. E n n e k a b i z o n y í t á s a t e l j e s e n 
a n a l ó g a n n a k a z i s m e r t t é t e l n e k a b i z o n y í t á s á v a l ( l á s d p l . [6]), a m e l y s z e r i n t a m u l t i p -
l i c i t á s f ü g g v é n y i n t e g r á l j a n a g y o b b v a g y e g y e n l ő , m i n t a d e r i v á l t a b s z o l ú t é r t é k é n e k 
i n t e g r á l j a . T o v á b b á , Fubini t é t e l é t a l k a l m a z v a a z xy s í k E*(a, ß, m, n) h a l m a z á r a 
é s a z It s í k b a n e h a l m a z r a v o n a t k o z ó m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y r e , a z t k a p j u k , h o g y 
a z e m l í t e t t m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y s í k b e l i i n t e g r á l j a n e m k i s e b b , m i n t 
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m-mes2 Е*(<х, ß,m,n). T e k i n t s ü k m o s t a z F(p) f ü g g v é n y s í k b e l i v a r i á c i ó j á t a z 
E*(a, ß,m,n) h a l m a z o n . A z 5 0 . s e g é d t é t e l é r t e l m é b e n F(p) s í k b e l i v a r i á c i ó j a a z 
E*(oc, ß,m,n) h a l m a z o n n e m k i s e b b , m i n t a m u l t i p l i c i t á s f ü g g v é n y i n t e g r á l j a . 
T o v á b b á ö s s z e g e z v e m i n d e n E*(c(,ß,m,n) h a l m a z r a ( a v a r i á c i ó t e l j e s e n a d d i t í v 
h a l m a z f ü g g v é n y ) é s t e k i n t e t b e v é v e , h o g y [a — ß\ é s \m—n\ t e t s z é s s z e r i n t i k i c s i , 
k a p j u k a s e g é d t é t e l á l l í t á s á t . 
55. SEGÉDTÉTEL. Legyen y—f(x) az (a, b] szakaszon abszolút folytonos, egy-
változós függvény. Legyen M az [a, tí\ szakaszon fekvő Borel-halmaz és Фд
 P(y) a P 
halmazon tekintett f(x) függvény multiplicitásfüggvénye. Akkor 
I Фf,MÍy)dy= I \f'ap(x)\dx, 
M 
ahol f'ap az approximativ derivált. 
BIZONYÍTÁS. 1°. L e g y e n M z á r t h a l m a z . J e l ö l j e f M ( x ) a z t a f ü g g v é n y t , a m e l y 
a z M h a l m a z o n / ( x ) - s z e l e g y e n l ő é s a k ö z b e n s ő i n t e r v a l l u m o k o n l i n e á r i s . A z f M ( x ) 
f ü g g v é n y a b s z o l ú t f o l y t o n o s é s e z é r t t e l j e s ü l r á a z 
+ « ь 
J ®fM,U,n(y)dy= \ \ff(x)\dx 
— » a 
e g y e n l ő s é g . D e 
+ 00 -foo -foo 
J Ф f M , t ° M ( y ) d y = \ <&fM,M(y)dy + Z \ Ф f M . ! Á y ) d y , 
a h o l { / , } a z M h a l m a z z a l s z o m s z é d o s i n t e r v a l l u m o k s o r o z a t a . M á s r é s z t 
ь 
f \fM(x)\dx= )' \f'M(x)\dx + 2 í \Mx)\dx, 
à M ' It 
é s m i n t h o g y m i n d e n / - r e 
) ®fM,i,(.y)dy= I \ff(x)\dx 
h 
é s f'M=f'ap m a j d n e m m i n d e n ü t t , a z t k a p j u k , h o g y 
i ®fm,m(y)dy= J <$>LM(y)dy= I \ fap(x)\dx. 
-00 -=» M 
2 ° . L e g y e n M t e t s z é s s z e r i n t i Borel-halmaz. L e g y e n e > 0 t e t s z é s s z e r i n t i . 
A d j u n k m e g e g y o l y a n ő > - 0 s z á m o t , h o g y h a a z e g y m á s t n e m m e t s z ő i n t e r v a l l u -
m o k b ó l á l l ó { / , } r e n d s z e r r e 2 l ü l < 3 , a k k o r a z / f ü g g v é n y n e k a z fi i n t e r v a l l u m o k o n 
i 
v e t t v a r i á c i ó i n a k ö s s z e g e l e g f e l j e b b e. V á l a s s z u n k o l y a n Pc. M z á r t h a l m a z t , a m e l y r e 
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m e s j ( M - P ) ^ ö . A k k o r 
J Ф / . м - р О О Ф ^ е 
é s 
j | / á p ( x ) | í / x < E , 
м-р 
a m i b ő l k ö v e t k e z i k a z á l l í t á s h e l y e s s é g e a 2 ° e s e t b e n . 
56. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(x, у) a 23. definícióban megadott értelemben abszolút 
folytonos függvény a J tartományon. Akkor F(x, y0) mint az egyetlen x változó függ-
vénye majdnem minden y0-ra abszolút folytonos. 
BIZONYÍTÁS. T e g y ü k f e l , h o g y a z y0 é r t é k e k n e k e g y p o z i t í v k ü l s ő m é r t é k ű 
Y h a l m a z á r a F(x, y) a z x v á l t o z ó n a k n e m a b s z o l ú t f o l y t o n o s f ü g g v é n y e . A k k o r 
t a l á l h a t ó o l y a n £ 0 = - 0 s z á m é s p o z i t í v k ü l s ő m é r t é k ű Yk a 7 h a l m a z , h o g y b á r m e k k o r a 
l e g y e n is a ö > 0 s z á m , m i n d e n y0 f 7 , é r t é k h e z v a n e g y m á s t á t n e m f e d ő s z a k a s z o k b ó l 
á l l ó b's J } v é g e s s o r o z a t , a m e l y r e 
2 \akyo> b»,y0|<<5 i 
é s 
i 
L e g y e n £ j = m e s 1 ( 7 1 ) - e 0 é s v á l a s s z u n k o l y a n ó i s z á m o t , h o g y b á r m e l y , ű j - n é l 
k i s e b b s í k b e l i m é r t é k k e l r e n d e l k e z ő s í k b e l i M Borel-halmazra W(F, M ) < . 
M i n d e n y0 Ç 7 j p o n t h o z t a l á l h a t ó a z y t e n g e l y n e k t e t s z ő l e g e s e n k i s h o s s z ú s á g ú 
A},0 n y í l t i n t e r v a l l u m a ú g y , h o g y b á r m e l y j 1 E A y o p o n t r a 
2 \F(b'ô.yo, yt)- F(dö.yo, . 
E z e k a A i n t e r v a l l u m o k a z Yx h a l m a z t a Vitali-féle é r t e l e m b e n b e f e d i k . Vitali t é t e l e 
a l a p j á n v á l a s s z u n k k i k ö z ü l ü k e g y e g y m á s t n e m m e t s z ő é s e g y ü t t v é v e m a j d n e m a z 
e g é s z 7 , h a l m a z t b e f e d ő m e g s z á m l á l h a t ó s o r o z a t o t . E s o r o z a t m i n d e g y i k A = A y o 
i n t e r v a l l u m á h o z k é p e z z ü k a z o n ( x , y) p o n t o k Gt h a l m a z á t , a m e l y e k r e 
x Ç 2 [ a ô , уо ' b'ö. } J é s у 6 A v o . M i n d e g y i k i l y e n h a l m a z n y í l t é s m é r t é k e l e g f e l j e b b 
i 
ú - m e s j A y o . A G, h a l m a z o k p á r o n k i n t n e m m e t s z i k e g y m á s t é s a G= 2 G, h a l m a z 
i 
s í k b e l i m é r t é k e l e g f e l j e b b <5. L e g y e n ô -<<5,. A z 54 . s e g é d t é t e l s z e r i n t 
W(F, ( j Ф R y (F , G, x , t)dxdt^e0 m e S i ( 7 2 ) , 
Ry 
a h o l Ry a z yt s í k . E l l e n t m o n d á s r a j u t o t t u n k . 
32. TÉTEL. Legyen F(x, y) folytonos függvény a J tartományon. Legyen F(x, y) 
abszolút folytonos a 23. definícióban megadott értelemben. Akkor F(x, y) approxima-
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tív gradiense abszolút értékének az integrálja azon pontok halmazán, ahol az approxi-
mativ gradiens létezik, egyenlő az F(x,y) függvény síkbeli variációjával. 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n e > 0 t e t s z é s s z e r i n t i . A 2 9 . t é t e l é r t e l m é b e n t a l á l h a t ó 
e g y m á s t n e m m e t s z ő ' Borel-halmazokból á l l ó {M„} s o r o z a t é s a z xyt t é r b e n f e k v ő , 
a z xy s í k r a m e r ő l e g e s s í k o k b ó l á l l ó {R„} s o r o z a t ú g y , h o g y 
2 f I Ms, 1, t)dldt > W(F) — s. s
 Rs 
L e g y e n ls az Rs s í k é s a z xy s í k m e t s z é s v o n a l a é s ms a r á m e r ő l e g e s e g y e n e s a z xy 
s í k b a n . A m á r i d é z e t t t é t e l é r t e l m é b e n a z o n t]£Ms p o n t o k Mf h a l m a z a , a h o l a z 
ms i r á n y s z e r i n t i a p p r o x i m a t i v d e r i v á l t l é t e z i k é s F'mt = Fx c o s у + Fy s i n у ( i t t 
a z ms i r á n y m e n t i a p p r o x i m a t i v d e r i v á l t , у azt] p o n t b e l i a p p r o x i m a t i v g r a d i e n s n e k 
a z x t e n g e l l y e l b e z á r t s z ö g e é s Fx, Fy a g r a d i e n s k o m p o n e n s e i ) , P o r e / - h a l m a z é s 
s í k b e l i m é r t é k e m e g e g y e z i k Ms s í k b e l i m é r t é k é v e l . 
B e c s ü l j ü k m e g a z 
J f | g r a d 4 F(n)\dS 
M* 
s 
m e n n y i s é g e t , a h o l g r a d A F ( r j ) a z F ( j j ) f ü g g v é n y a p p r o x i m a t i v g r a d i e n s é t j e l e n t i . 
M i n d e n e k e l ő t t m e g j e g y e z z ü k , h o g y Mf d e f i n í c i ó j a é r t e l m é b e n Mf b á r m e l y i k t] 
p o n t j á b a n | g r a d ^ F ( i / ) | ^ | F / s ( ? j ) | . I l y m ó d o n a z alulról t ö r t é n ő b e c s l é s h e z e l é g a z 
|Fm,( í f ) | m e n n y i s é g e t m e g b e c s ü l n i . 
A z 5 5 . s e g é d t é t e l é s Fubini t é t e l e s z e r i n t 
f f Ф*.(£, M f , l, t)dldt = f \\F'ms\dxdy. 
rí M; 
M á s r é s z t 
I I Ф ( £ Ms — M f , l, t) dl dt S W(F, M s - M f ) = 0 , 
R, 
a h o n n a n 
2 f f l F j j d x d y ^ W ( F ) - e , 
s
 M* 
s 
é s e z z e l a t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
H a a z e g y v á l t o z ó s / ( x ) f ü g g v é n y n e k a z [a, b] s z a k a s z m i n d e g y i k p o n t j á b a n v a n 
véges d e r i v á l t j a , a k k o r / ( x ) v a r i á c i ó j a a z [a, b] s z a k a s z o n e g y e n l ő a d e r i v á l t a b s z o l ú t 
é r t é k é n e k e s z a k a s z o n v e t t i n t e g r á l j á v a l , f e l t é v e h o g y e z a z i n t e g r á l v é g e s . B e b i z o -
n y í t j u k a k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k r e v o n a t k o z ó a n a l ó g t é t e l t . 
33. TÉTEL. Legyen F(x, y) a J egységnégyzeten értelmezett, annak minden 
pontjában véges parciális deriváltakkal rendelkező és totálisan differenciálható függ-
vény, és legyen a | g r a d F(x, y)\ függvény integrálható: 
I I I g r a d F(x, y)\dxdy< j 
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Akkor F(x, y) abszolút folytonos függvény és, speciálisan, 
fV(F) = f j l g r a d F(x,y)\dxdy. 
' j 
BIZONYÍTÁS. H a a z e g y v á l t o z ó s f ( x ) f ü g g v é n y d e r i v á l t j a m i n d e n p o n t b a n 
l é t e z i k é s i n t e g r á l h a t ó , a k k o r f ( x ) a b s z o l ú t f o l y t o n o s . E n n é l f o g v a h a lm a z xy s í k 
t e t s z é s s z e r i n t i d e r é k s z ö g ű k o o r d i n á t a r e n d s z e r e , a z F(l, m) f ü g g v é n y / s z e r i n t a b s z o l ú t 
f o l y t o n o s m a j d n e m m i n d e n m - r e é s v i s z o n t . 
L e g y e n m o s t {Rs} t e t s z é s s z e r i n t i , a z xyt t é r b e n f e k v ő és a z xy s í k r a m e r ő l e g e s 
s í k o k b ó l á l l ó r e n d s z e r , é s [Ms] e g y m á s t p á r o n k i n t n e m m e t s z ő BoreI-ha\mazokból 
á l l ó r e n d s z e r . L e g y e n Rs é s J m e t s z é s v o n a l a l s , é s a z xy s í k / s - r e m e r ő l e g e s e g y e n e s e 
ms. J e l e n t s e Fmfq) a z F(x, y) f ü g g v é n y ms i r á n y s z e r i n t i d e r i v á l t j á t a z ц p o n t b a n . 
A k k o r 
f J l t f J r f S S f l ' l g r a d Ffi)\dS. 
Ms M's 
M i n t h o g y F f i ) m a j d n e m m i n d e n ls = l° e g y e n e s e n a b s z o l ú t f o l y t o n o s , a z 5 5 . s e g é d -
t é t e l a l a p j á n k a p j u k : 
f f \FLsfii)\dS=\dls f \ K X n ) \ d m t = | ' d l M s , l, t)dt, 
Ms MS * Rs 
t e h á t 
f f I g r a d Ffi)\dS^ f j Mt, ls, t)dlsdt, 
M's R, 
é s í g y 
! f ) ф
Ла
(Р, Ms, ls, t)dlsdt S J J I g r a d Ffi)\dS, 
4=1 I? n 
e b b ő l p e d i g t e k i n t e t t e l a r r a , h o g y a z {Rs} s í k r e n d s z e r é s a z { A í s } h a l m a z r e n d s z e r 
t e t s z é s s z e r i n t i , a 2 9 . t é t e l s e g í t s é g é v e l a d ó d i k : 
W(F)?áj [ I g r ad F(rj)\dS< + 
f 
L e g y e n e > 0 t e t s z é s s z e r i n t i é s a ö =>0 s z á m o l y a n k i c s i , h o g y h a a z M 5 o r e / - h a l m a z 
s í k b e l i m é r t é k e n e m n a g y o b b <5-nál, a k k o r 
| j I g r a d Ffi)\dS<s. 
JVf' 
L e g y e n az M a J Borel-halmaz s í k b e l i m é r t é k e h a t á r o z o t t a n k i s e b b , m i n t <5. L e d j ü k 
b e M - e t o l y a n , e g y m á s t n e m m e t s z ő A t , ..., A„, ... n é g y z e t e k m e g s z á m l á l h a t ó 
r e n d s z e r é v e l , a m e l y e k t e r ü l e t é n e k ö s s z e g e < ő . H i n d e g y i k A s n é g y z e t r e f e n n á l l 
W{F,AS)^ f f | g r a d Ffi)\dS, 
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t e h á t 
W(F, M) s 2 W(F, As) S I" f I g r a d Ffa)\dS < s , 
s
 SA, 
S 
v a g y i s a z F f ü g g v é n y a b s z o l ú t f o l y t o n o s . E z z e l t é t e l ü n k e t b e b i z o n y í t o t t u k . 
4 . § . Korlátos variációjú függvények teljes differenciálja 
A z e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k e s e t é b e n a v a r i á c i ó k o r l á t o s s á g á b ó l k ö v e t k e z i k , 
h o g y a d e r i v á l t e g y t e l j e s m é r t é k ű h a l m a z o n l é t e z i k é s v é g e s . E n n e k t e r m é s z e t e s 
á l t a l á n o s í t á s a k é n t a d ó d i k a z a k é r d é s , h o g y m i l y e n , a v a r i á c i ó k o r l á t o s s á g á h o z 
h a s o n l ó j e l l e g ű f e l t é t e l e k e l é g s é g e s e k a k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k t e l j e s d i f f e r e n c i á l j á -
n a k l é t e z é s é h e z . 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y véges síkbeli variációval rendelkező Ffa) függvénynek lehet 
hogy egyetlen pontban sem létezik teljes differenciálja. 
S z i n t é n k ö n n y ű s z e r k e s z t e n i o l y a n f ü g g v é n y t , a m e l y véges lineáris variációjú 
és egy pontban sem differenciálható. 
M o s t m e g f o g j u k m u t a t n i , h o g y a síkbeli és a lineáris variáció egyidejű korlátos-
sága már maga után vonja a függvény teljes differenciáljának majdnem mindenütt 
való létezését. E h h e z l é n y e g e s e n f e l h a s z n á l j u k V . V . SZTYEPANOV e g y t é t e l é t ( l á s d 
[11] v a g y [6]) . 
34. TÉTEL (V. V. SZTYEPANOV). Legyen Ffa) tetszés szerinti kétváltozós függ-
vény. Akkor (a síkbeli Lebesgue-mértékre nézve) majdnem minden t] pontban, ahol 
Ffa)-nak nincs teljes differenciálja, fennáll 
l i m 
Ffa')-Ffa) 
35. TÉTEL. Legyen Ffa) az egységnégyzeten értelmezett kétváltozós folytonos 
függvény, amelynek lineáris variációja is, síkbeli variáciiója is véges. Akkor az Ffa) 
függvénynek majdnem mindenütt van teljes differenciálja (és a parciális deriváltak 
végesek). 
BIZONYÍTÁS. L e g y e n £ j a z o n p o n t o k h a l m a z a , a m e l y e k b e n Ffa)-nak n i n c s 
t e l j e s d i f f e r e n c i á l j a , E2 p e d i g a z o k é , a m e l y e k b e n l e g a l á b b a z e g y i k p a r c i á l i s d e r i v á l t 
v é g t e l e n n é v á l i k . T e g y ü k f e l a z á l l í t á s s a l e l l e n t é t b e n , h o g y a z £ j + E 2 h a l m a z s í k -
b e l i m é r t é k e p o z i t í v ( a z Ex, E2 h a l m a z o k Borel-mérhetó'k). A k k o r v a g y m e s 2 ( £ j ) > 0 
é s í g y Sztyepanov t é t e l e s z e r i n t a z Ffa) f ü g g v é n y fe lsó ' d e r i v á l t s z á m a e g y p o z i t í v 
m é r t é k ű E3 h a l m a z o n ° ° - n e l e g y e n l ő ' , v a g y m e s 2 ( É 2 ) > 0 , t e h á t a f e l s ő d e r i v á l t s z á m 
m e g i n t e g y p o z i t í v m é r t é k ű h a l m a z o n L e g y e n p é l d á u l : m e s 2 ( £ ' 1 ) = / i > 0 é s 
l e g y e n a z F f a ) f ü g g v é n y f e l s ő d e r i v á l t s z á m a m i n d e n (d E3 p o n t b a n 
A d j u n k m e g m o s t e g y t e t s z ő l e g e s e n n a g y Г > 0 s z á m o t . M i n d e n ( d E 3 p o n t n a k 
f e l e l t e s s ü n k m e g k é t £ k ö z é p p o n t ú , k o n c e n t r i k u s K f a ) , L f a ) k ö r t , a m e l y e k k ö z ü l 
a z L f a ) k ö r s u g a r a K f a ) s u g a r á n a k k é t s z e r e s e , а К fa) k ö r p e d i g o l y a n , h o g y k e r ü l e -
Ffa)-Ffa) 
t é n v a n o l y a n t] p o n t , a m e l y r e T é s \Г], £1 < 1. 
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A z £ ( £ ) k ö r ö k r e n d s z e r e b e f e d i a z e g é s z E3 h a l m a z t é s í g y a s í k r a v o n a t k o z ó 
Vitali-féle t é t e l é r t e l m é b e n k i v á l a s z t h a t ó e g y m á s t n e m m e t s z ő L(fi), ..., L(fi) 
k ö r ö k b ő l á l l ó v é g e s a r e n d s z e r ú g y , h o g y a z E3 h a l m a z n a k a a r e n d s z e r k ö r e i n e k 
e g y e s í t é s é v e l a l k o t o t t m e t s z e t e n a g y o b b m é r t é k ű l e g y e n . 
T e k i n t s ü k m o s t a z F(rf) f ü g g v é n y t a z rt s u g a r ú L ; k ö r b e n . A z F(rj) f ü g g v é n y n e k 
a K x k ö r k e r ü l e t é n e l h e l y e z k e d ő 2/, p o n t b a n f e l v e t t é r t é k e é s 7 ( > / ) - n a k a fi h e l y e n 
f e l v e t t é r t é k e k ö z ö t t a k ü l ö n b s é g l e g a l á b b T-r 
M e g h a t á r o z o t t s á g k e d v é é r t l e g y e n F f i j ^ F(fi) + T-rt. A k k o r a Kt k ö r b e n 
m i n d e n o l y a n t n í v ó n a k v a n n a k p o n t j a i , a m e l y r e F ( f i ) ^ t ^ £ ( £ , ) + T-r(. J e l ö l j e 
9 I ) 1 ) a z o n , F ( f i ) é s F ( f i ) + T-rt k ö z ö t t i t n í v ó k ö s s z e s s é g é t , a m e l y e k r e b á r m e l y 
Á L - b e l i p o n t k o m p o n e n s e t e l j e s e n L r b e n f e k s z i k . З ! } ^ k ü l s ő m é r t é k é t j e l ö l j ü k 
v ü ü g y e l . L e g y e n 9I{ 2 ) a z o n , F ( f i ) é s F ( f i ) + T-r, k ö z ö t t i t n í v ó k ö s s z e s s é g e , a m e l y e k 
m i n d e g y i k é h e z t a l á l h a t ó o l y a n ÁT ; -be l i p o n t , h o g y a z e p o n t o t t a r t a l m a z ó k o m p o n e n s 
n e m f e k s z i k t e l j e s e n Z . , - b e n . 31) 2 ) k ü l s ő m é r t é k é t j e l ö l j ü k V ; 2 ) - v e l . 
V i z s g á l j u k a z e g y e s L ; k ö r ö k h o z z á j á r u l á s á t a z F(ij) f ü g g v é n y l i n e á r i s é s s í k b e l i 
v a r i á c i ó j á h o z . V a l a m e l y L i k ö r n e k a l i n e á r i s v a r i á c i ó h o z v a l ó h o z z á j á r u l á s a a t e l -
j e s e n L j - b e n f e k v ő n í v ó h a l m a z - k o m p o n e n s e k r é v é n l e g a l á b b v ' / L A s í k b e l i v a r i á c i ó -
h o z a d o t t j á r u l é k v i s z o n t l e g a l á b b v\2)-rt, m e r t d-né\ n a g y o b b á t m é r ő j ű ö s s z e f ü g g ő 
h a l m a z Hausdorff-féle l i n e á r i s m é r t é k e n e m l e h e t k i s e b b , m i n t d. 
E z e k s z e r i n t a z F(r{) f ü g g v é n y l i n e á r i s é s s í k b e l i v a r i á c i ó j á n a k V(F) + IV(F) 
n 
ö s s z e g e l e g a l á b b 2 ( v { 1 ) + v { 2 ) - r í ) . D e v ) 0 - ! - v ( ; 2 ) E n n é l f o g v a 
V(F)+W(F)^ 2 T-rf. 
i= í 
F e n n á l l 
n .. 
Д
 ё
 l ö -
I n n e n 
M i n t h o g y T t e t s z é s s z e r i n t i , e b b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y l e g a l á b b a z e g y i k v a r i á c i ó n e m 
k o r l á t o s . 
A 3 5 . t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
I V . f e j e z e t 
A L I N E Á R I S I N T E G R Á L 
E b b e n a f e j e z e t b e n a ponttól pontig vett integrál, a primitív függvény és a derivált 
f o g a l m á v a l a n a l ó g f o g a l m a k a t s z e r k e s z t ü n k m e g kétváltozós függvények esetére. 
S i m a u(x, y ) f ü g g v é n y t a z ux, uy p a r c i á l i s d e r i v á l t a k a d d i t í v á l l a n d ó t ó l e l t e k i n t v e 
m e g h a t á r o z n a k . A z e g y i k f ü g g v é n y a z o n b a n „fölösleges", a m i a z uxy = uyx „kap-
csolat" f e n n á l l á s á b a n f e j e z ő d i k k i ( h a u(x, j>) e l é g g é s i m a ) . M i a k é t v á l t o z ó s f ü g g -
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v é n y e k e s e t é b e n o l y a n derivált f o g a l m a t j a v a s o l u n k , amely kétváltozós számértékű 
függvény, és az elég sima függvények osztályában additív állandótól eltekintve meg-
határozza a primitív függvényt. B e v e z e t j ü k b i z o n y o s , „ponttól pontig vett" integrál 
f o g a l m á t i s , a m e l y e t a m e g s z o k o t t ö s s z e f ü g g é s e k k a p c s o l n a k a p r i m i t í v f ü g g v é n y é s a 
d e r i v á l t f o g a l m á h o z : a primitív függvény növekménye egyenlő a derivált integráljával 
(a kétszer differenciálható függvények osztályában) ; a határozatlan integrál deriváltja 
majdnem mindenütt létezik és egyenlő az integráljel alatt álló függvénnyel. V é g ü l 
a z e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k a n a l ó g i á j á r a s i m a f ü g g v é n y deriváltja abszolút értéké-
nek az integrálja megadja a ponttól pontig vett variációt. 
A l i n e á r i s i n t e g r á l i t t j a v a s o l t k o n s t r u k c i ó j a nem tekinthető véglegesnek. S z á m o s 
k é r d é s e g y e l ó ' r e n y i t v a m a r a d t . E z z e l k a p c s o l a t b a n , t o v á b b á h e l y h i á n y á b a n , e z t 
a f e j e z e t e t v á z l a t o s a n í r t u k m e g , r ö v i d í t v e , é s e g y e s h e l y e k e n a b i z o n y í t á s o k a t i s 
e l h a g y t u k . M i n d a z o n á l t a l , t e k i n t e t t e l a r r a , h o g y n é z e t ü n k s z e r i n t i t t e d d i g f e l n e m 
f e d e z e t t k a p c s o l a t o k a t t á r u n k f e l , ú g y h a t á r o z t u n k , h o g y k i f e j t é s ü k r ó ' l n e m m o n d u n k 
l e t e l j e s e n . 
l . § . Kétváltozós függvény ponttól pontig vert integrálja 
E f e j e z e t f o l y a m á n v é g i g f e l f o g j u k t e n n i , h o g y a J é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y két-
dimenziós gömbfelület ( b á r e z a f e l t e v é s é p p e n a z e l só ' p a r a g r a f u s b a n n e m l é n y e g e s ) . 
L e g y e n f ( r j ) a J t a r t o m á n y o n é r t e l m e z e t t , n e m f e l t é t l e n ü l f o l y t o n o s , d e b á r m e l y 
r e k t i f i k á l h a t ó g ö r b é n i n t e g r á l h a t ó f ü g g v é n y . 
L e g y e n ç v a l a m e l y r ö g z í t e t t p o n t . É r t e l m e z z ü k az f(rj) függvény f t öl fig 
? 
vett integrálját ( j e l e : ) f(r])di]) a k ö v e t k e z ő k é p p e n : l e g y e n Q a z o n p o n t o k h a l m a z a , 
í 
a h o l f(rj)= 0 . L e g y e n e > 0 . J e l e n t s e Q £ a z £2 h a l m a z e - s u g a r ú n y í l t k ö r n y e z e t é t . 
L e g y e n a s z o k á s o s m ó d o n 
ö s s z e s l e h e t s é g e s r e k t i f i k á l h a t ó e g y s z e r ű í v e k m e n t é n v e t t i n t e g r á l j a i n a k a l s ó h a t á r á t , 
a h o l az integrált az ívhosszúság szerint képezzük, de az ívnek csak az Q £ halmaz 
komplementumával alkotott metszetére terjesztjük ki. 
h a / ( / / ) £ 0 , 
h a / 0 0 < 0 , 
h a / 0 0 > 0 , 
h a / 0 ? ) S 0 . 
С 
1. J e l e n t s e (e)^ f+(rj)dr] az f+(tj) f ü g g v é n y n e k a f t ) p o n t o k a t ö s s z e k ö t ő 
2 . L e g y e n ( £ ) J / - 0 0 < f y = " O O J V O O \ d r j . 
i i 
3 . L e g y e n \f±(r])dr] = \\m(e)\f±(r])dr\. 
f í 
1 IU . Osztály Közleményei XIII /2 
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4 
M i n t h o g y £ — 0 e s e t é n (s) \f±(rj)dr\ m o n o t o n v á l t o z i k , e z e k a h a t á r é r t é k e k 
4 
l é t e z n e k . 
С 4 4 
4 . L e g y e n | / ( t 7 ) < f y = + J/~(>?)<fy. 
A z í g y d e f i n i á l t i n t e g r á l t a z / ( / 7 ) függvény ç ponttól £ pontig vett lineáris integrál-
jának f o g j u k n e v e z n i . 
M e g e m l í t j ü k a z á l t a l u n k s z e r k e s z t e t t l i n e á r i s i n t e g r á l n é h á n y n y i l v á n v a l ó 
t u l a j d o n s á g á t . 
A ) B á r m e l y f ( r j ) f ü g g v é n y r e é s ç , £ p o n t o k r a 
4 4 
I / 0 7 ) ^ 7 = \ / Ш п . 
4 4 
B ) T e t s z é s s z e r i n t i К k o n s t a n s r a 
4 4 
\K-f(n)dn = K-\f(y})dn. 
4 4 
C ) H a / (17) n e m n e g a t í v f ü g g v é n y é s t e t s z é s s z e r i n t i p o n t o k , a k k o r 
42 4з 4з 
\f(n)drl + \f(n)dn^\f(n)dn. 
4i 42 4i 
D ) H a f ( r j ) é s tp(r\) k é t n e m n e g a t í v f ü g g v é n y , £ é s С p e d i g k é t t e t s z é s s z e r i n t i 
p o n t , a k k o r 
4 4 4 
J [ / ( l ) + ^ }f(.ri)d>l + j cp(q)dn. 
4 4 4 
4 
E ) H a f(r\) f o l y t o n o s f ü g g v é n y , a k k o r Ф ( £ , 0 = j f(r\) dt] a С v á l t o z ó - p á r n a k 
4 
f o l y t o n o s f ü g g v é n y e . 
F ) H a a f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k b ő l á l l ó {/„(17)} s o r o z a t e g y e n l e t e s e n t a r t /0(17)-
h o z , a k k o r a z \ fn(rj)dr\ (n = 1 , 2 , . . . ) s o r o z a t e g y e n l e t e s e n t a r t a z \ f0(ri)dif 
4 4 
é r t é k h e z . 
4 
G) J l-dt] = О-
A lineáris integrállal kapcsolatban különleges szerepe van az integrandus folytonos differenci-
álhatóságának. Abban az esetben, amikor az integráljel alatt álló f{rj) függvény folytonosan dif— 
4 
ferenciálható, az integrál definíciója a következővel helyettesíthető: az \f(rj)drj integrál egyenlő-
4" 
/(?7)-nak а I, Ç pontokat összekötő l n ívek sorozata mentén vett integráljai határértékével azon fe l -
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tétel mellett, hogy az í/(?;)| függvény L„ görbe menti integrálja az \f(jj)\ függvénynek a f, С pontokat 
összekötő összes lehetséges ívek mentén képezett integráljainak alsó határához tart. Ehhez fel kell 
tenni, hogy f(ij) integráljának a határértéke egyértelműen meg van határozva. Ez az egyértelműség 
bizonyításra szorul. Mi több, folytonos függvényekre ez nem is teljesül, amint azt egy E. M. LAN-
GYisztól származó példa mutatja. Viszont folytonosan differenciálható függvényeknél az egyértel-
műség bebizonyítható. E bizonyítás során alapvető szerepet játszik az alábbi segédtétel: 
5 7 . SEGÉDTÉTEL. Legyen f(rj) folytonosan differenciálható függvény és К olyan kontinuum, 
amelynek minden pontjában f(rj) — Q. Legyen £ és f а К kontinuum két tetszés szerinti pontja. Akkor 
bármely г>0 számhoz található a С pontokat összekötő L rektifikáiható egyszerű ív, amelynek 
mentén 
f l f{n)\do^e. 
L 
Az 57. segédtétel felhasználásával különösebb nehézség nélkül bebizonyítható maga az emlí-
tett tétel, amelyet most még egyszer megfogalmazunk. 
3 6 . TÉTEL. Legyen f(rj) a J gömbfelületen értelmezett, folytonosan differenciálható függvény. 
Legyen Ç és Ç a J értelmezési tartomány két tetszés szerinti pontja. Legyen M az | f(rj)\ függvény í , Ç 
pontokat összekötő, rektifikáiható ivek mentén vett integráliainak alsó határa. Akkor bármely e~-0 
számhoz található olyan ô > 0, hogy hacsak L a f pontokat összekötő, rektifikáiható iv és 
С 
f\f(rj)\da^M+ô, akkor | ff(rj)da-\f(q)dr)\ -=e. 
L L i 
Az 57. segédtétel és a 36. tétel bizonyítását helyszűke miatt elhagyjuk. E tételeket a továbbiak-
ban sehol sem fogjuk felhasználni. Megjegyezzük még, hogy azt, hogy \f(rj)\ integrálja valamely 
egyszerű íven felvegye minimumát, a függvény többszöri differenciálhatósága sem biztosítja. Ehhez 
elég egy olyan nemnegatív, többször differenciálható függvényt tekinteni, amely csak valamely 
lokálisan nem összefüggő kontinuumon válik nullává. 
Az a kérdés, hogy az 57. segédtételben és a 36. tételben a folytonos differenciálhatóság feltétele 
lényeges-e, egyelőre nyitott. 
2 . § . Kétváltozós függvény deriváltja és primitív függvénye 
A z e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k e s e t é b e n a d e r i v á l t , k o n s t a n s t ó l e l t e k i n t v e , e g y é r -
t e l m ű e n m e g h a t á r o z z a a p r i m i t í v f ü g g v é n y t , h a a z u t ó b b i t a m i n d e n ü t t d i f f e r e n c i á l -
h a t ó f ü g g v é n y e k o s z t á l y á b a n k e r e s s ü k . 
K é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k n é l a d e r i v á l t é s a p r i m i t í v f ü g g v é n y f o g a l m a h i á n y z i k . 
A z a f e l a d a t u n k , h o g y a derivált é s a primitív függvény f o g a l m á v a l a n a l ó g f o g a l m a k a t 
v e z e s s ü n k b e e r r e a z e s e t r e . F ü g g v é n y e i n k é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y a a J g ö m b f e l ü l e t 
l e s z . 
L e g y e n F{rj) f o l y t o n o s f ü g g v é n y J-n é s é, a / t a r t o m á n y v a l a m e l y p o n t j a . L e g y e n 
AJ £ £ v a l a m e l y r e g u l á r i s n í v ó h a l m a z - k o m p o n e n s , Í £ A J , é s t e g y ü k f e l , h o g y а £ 
p o n t b a n a z F{r\) f ü g g v é n y n e k v a n t e l j e s d i f f e r e n c i á l j a . L e g y e n / ( Q = I g r a d F ( Q ] , 
h a A J a £ p o n t r a n é z v e n ö v e k e d é s i k o m p o n e n s , é s / ( ( ) = — | g r a d F(Ç)\, h a A J 
f o g y á s i k o m p o n e n s . H a a £ p o n t b a n F ( / ; ) - n a k v a n t e l j e s d i f f e r e n c i á l j a é s A J n e m 
r e g u l á r i s k o m p o n e n s v a g y A j 3 £ , a k k o r l e g y e n / ( 0 = 0 - H a a £ p o n t b a n F(rj) t e l j e s 
d i f f e r e n c i á l j a l é t e z i k é s n u l l á v a l e g y e n l ő ' , a k k o r l e g y e n m i n d e n k é p p e n / ( 0 = 0 . 
V é g ü l a z o k b a n a p o n t o k b a n , a h o l F(t])-nnk n i n c s t e l j e s d i f f e r e n c i á l j a , a z f(rj) 
f ü g g v é n y t n e m é r t e l m e z z ü k . A z i l y m ó d o n m e g a d o t t f{rj) f ü g g v é n y t a F ( f f ) függvény 
£ pontra vonatkozó deriváltjának f o g j u k n e v e z n i . A F(ij) f ü g g v é n y t f(rj) primitív 
függvényének f o g j u k n e v e z n i . 
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A h h o z , h o g y a d e r i v á l t n a k e z a d e f i n í c i ó j a t e l j e s l e g y e n , m e g k e l l m u t a t n i , 
h o g y a z o n r e g u l á r i s k o m p o n e n s e k p o n t j a i b a n , a m e l y e k se n e m n ö v e k e d é s i , s e n e m 
f o g y á s i k o m p o n e n s e k , | g r a d F(t])\ = 0 , h a c s a k g r a d F(p) l é t e z i k . D e v a l ó b a n , h a 
C £ K , a h o l v a l a m e l y r e g u l á r i s k o m p o n e n s , t o v á b b á g r a d F ( £ ) l é t e z i k é s n e m 
n u l l a , a k k o r e g y e l é g g é r ö v i d , £ k ö z é p p o n t ú , a g r a d F ( £ ) v e k t o r r a l p á r h u z a m o s 
s z a k a s z o n t e k i n t v e a z F(p) f ü g g v é n y a £ p o n t b a n s z i g o r ú a n m o n o t o n . E b b ő l k ö v e t -
k e z i k , h o g y К v a g y n ö v e k e d é s i , v a g y f o g y á s i k o m p o n e n s . 
A l a p v e t ő f e l a d a t u n k a n n a k a m e g m u t a t á s a , h o g y a kétszer differenciálható 
F(t]) függvények osztályában a primitív függvényt az f(p) derivált (additív állandótól 
eltekintve) egyértelműen meghatározza. E n n e k s o r á n b e f o g j u k l á t n i , h o g y a primitív 
függvény növekménye egyenlő a derivált lineáris integráljával. 
58. SEGÉDTÉTEL. Legyen f(x) az [a, b] szakaszon értelmezett egyváltozós függvény, amely tel-
jesiti a Lipschitz-feltételt. Legyen Q az a, b pontokat tartalmazó zárt halmaz és G = [a, b] — Q. Tegyük 
fel, hogy a G halmazt alkotó mindegyik (a, ß) „szomszédos" intervallumhoz meg van adva az f ( ß ) —/(a) 
különbség. Tegyük fel, hogy az f(x) függvény Q pontjaiban felvett értékkészletének az y tengelyre 
való vetülete nulla mértékű. Akkor ezzel az f (b) —f(a) különbség egyértelműen meg van határozva és 
m-m=2im-f(o)i, 
ahol az összegezés az összes „szomszédos" intervallumra történik. 
Ez а segédtétel nehézség nélkül adódik az egyetlen valós változójú függvények elméletinek 
általános tételeiből. 
24. d e f i n í c i ó . Legyen F(rj) a J gömbfelületen értelmezett diíferenciálható függvény, 
f a gömbfelület rögzített pontja és f(rj) az F(rj) függvény deriváltja (а I pontra vonatkozóan). Jelöl-
jük ü-val azon pontok halmazát, ahol f(rj) = 0. Nevezzük speciális halmaznak és jelöljük ü-val az 
Q halmaz lezárását: 0 = 0 . 
A definíció értelmében a U halmazhoz tartoznak: 
a) azok a pontok, amelyekben grad E(rj) = 0, 
b) a nem reguláris komponensek pontjai, 
c) а К э ! komponens pontjai, 
d) az a)—c) típusú pontok egyesített halmazának torlódási pontjai. 
Legyen az F(rj) függvény folytonosan differenciálható. Akkor azoknak a pontoknak a hal-
maza, ahol grad F(rj) = 0, zárt. A nem szétválasztó komponensek mindig csupa olyan pontokból 
állnak, amelyekben grad F(?/) = 0. Megmutatjuk, hogy ebben az esetben mindegyik nem reguláris 
komponens tartalmaz olyan С pontot, ahol grad L(£) = 0. 
5 9 . SEGÉDTÉTEL. Legyen F ( f f ) folytonosan differenciálható függvény és К e függvény olyan nívó-
halmaz-komponense, amelynek minden pontjában grad F(rf) и 0. Akkor К topologikus kör. 
BIZONYÍTÁS. Young tétele [ 13 ] szerint minden Г/С К pontnak van olyan U(rj) környezete, amely-
ben К folytonosan differenciálható egyszerű ív. Ebből következik, hogy К lokálisan összefüggő 
és nincs elágazási pontja. A topológiából ismeretes, hogy a gömbfelületen elhelyezkedő, végpontot 
és elágazási pontot nem tartalmazó, lokálisan összefüggő kontinuum csak topologikus kör lehet. 
Egyébként a mi esetünkre a bizonyítás könnyen elvégezhető közvetlenül is. 
K ö v e t k e z m é n y . Ha F(rj) folytonosan differenciálható függvény és К e függvény vala-
mely nem reguláris nívóhalmaz-komponense, akkor К tartalmaz olyan С pontot, amelyben grad F(C) = 0. 
Megemlítjük, hogy ha nem követeljük meg az F(rj) függvény folytonos differenciálhatóságát, 
akkor az 59. segédtétel és következménye nem érvényes. 
Folytonosan differenciálható függvényekre ily módon megmutattuk, hogy minden, az Cl halmaz 
legalább egy pontját tartalmazó nívó (kivéve esetleg a f pontot tartalmazót) tartalmaz olyan pon-
tot is, amelyben grad F(rf) = 0. Ha most i ) ( ö = ü , akkor J kompaktsága és F(rj) folytonos diffe-
renciálhatósága következtében az EF(n) nívóhalmaz is tartalmaz olyan ff pontot, amelyben 
grad F(Í/') = 0. Ezzel bebizonyítottuk az alábbi segédtételt. 
60. SEGÉDTÉTEL. Legyen F ( f f ) folytonosan differenciálható függvény. F ( f f ) mindegyik, a U spe-
ciális halmazt metsző nívóhalmazának (kivéve esetleg az EFii) halmazt) van olyan pontja, ahol 
grad F=0. 
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A 60. segédtételből és a 15. tételből azonnal adódik a következő. 
61. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(rj) kétszer differenciálható függvény. Akkor az F(jj) függvénynek 
a U speciális halmazon felvett értékkészlete nulla mértékű (at tengelyen). 
6 Г . SEGÉDTÉTEL. Legyen F(>j) folytonosan differenciálható függvény és A,, K2 ugyanannak 
az E, nívóhalmaznak két különböző komponense. Akkor a ö speciális halmaz a Ki, K2 komponense-
ket elválasztja egymástól. Pontosabban: vagy található а К,, К2 komponenseket egymástól elválasztó 
nem reguláris komponens, vagy található a A, , K2 komponenseket elválasztó olyan komponens, amely-
nek minden pontjában grad F— 0. 
BIZONYÍTÁS. Tekintsük a 7> egydimenziós fát. Legyen l = tF(K,)és !2~tf(K2). Legyen ÍJ az 
Л, li végpontokkal rendelkező egyszerű ív 7>-ben. Ha a a íven található l0 * L, h elágazási pont, ak-
kor a bizonyítás kész. Ellenkező esetben tekintsük cr-nak egy l0 pontját, ahol f* (/) а о íven tekintve 
maximális értéket vesz fél, ha cr-nak legalább egy pontjában f* (l)>f* (l,) = f* (/2), és egy /0 pon-
tot, ahol f*(f) а о íven minimális értéket vesz fel, ha az előbbi feltétel nem teljesül. Minthogy lo 
(illetve /о) a er ív belső pontja, valamely környezetében cr-nak, feltevés szerint, nincs elágazási pontja. 
De akkor l0 (illetve l0) valamely 7>-beli kis környezete benne van cr-ban, és így az L 0 = T~1(/0) (ill. 
Lo = T f 4 j o ) ) komponens csupa extrémum-helyből áll, vagyis az L0 (ill. Lo) halmazon grad F(t/) = 0. 
A segédtételt bebizonyítottuk. 
62. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(rj) folytonosan differenciálható függvény, U e függvény speciális hal-
maza és f(rj) a (t. pontra vonatkozó) deriváh. Legyen rjoíCÜ. Akkor az f(rj) függvény az tjo pont-
ban folytonos. 
BIZONYÍTÁS. На а К Э?)О komponens se nem növekedési, se nem fogyási komponens, akkor, 
amint megmutattuk,/(rff = 0 a A halmazon, következésképpen i/oCÖ, ami nem lehetséges. Megha-
tározottság kedvéért legyen К növekedési komponens (a S pontra vonatkozóan). Tegyük fel, hogy 
к elválasztja a ( pontokat. Legyen о az l4, l; végpontokkal rendelkező egyszerű ív 7>-ben és 
Io=tf(K). Először is lo elég kis környezetében a ÍJ ív nem tartalmaz elágazási pontot. Valóban, 
ellenkező esetben az ilyen elágazási pontok inverz képei — L-ben fekvő nem reguláris komponensek 
— metszenék tj0 bármilyen kis környezetét és így r/0 € ö volna. Megmutatjuk továbbá, hogy l0 kis 
környezetében a minden pontja szigorú növekedési hely (l{-re nézve). Csakugyan, ha f* ( l ) = f* (/2) 
.—- v 
és az /i/2 íven nincs elágazási pont, akkor található az / , /2 pontoktól különböző h í h h pont, 
ahol F*(J3) maximumot vagy minimumot ér el. Ekkor а A = тр '(/з) komponens elválasztja egy-
mástól а Тр'(Л), T~ l(h) komponenseket és egyúttal a í vagya С pontot elválasztja A-tól, végül a A 
komponensen grad F(rj) s 0. Következésképpen ha l0 bármilyen kis környezetében található lenne 
két pont, amelyben F* (/) ugyanazt az értéket veszi fel, akkor fennállna í j o í ü с 15, ez pedig lehetetlen. 
Tehát lo valamely kis környezetében a mindegyik pontja növekedési pont /.-re nézve. Minthogy 
lo környezetében nincs elágazási pont, i]0 elég kis környezetében minden pont növekedési kompo-
nenshez tartozik. Arra az esetre, amikor A fogyási komponens, a bizonyítás majdnem szóról szóra 
megismételhető. Ennélfogva ц0 elég kis környezetében /(;/) állandó előjelű. De jgrad F(rj)| folytonos 
függvény. Ebből következik a segédtétel állítása. 
Egyben bebizonyítottuk az alábbi állítást is. 
63. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(rj) folytonosan differenciálható függvény és П e függvény speciális 
halmaza. Akkor bármely szomszédos tartományon az f f j) derivált állandó előjelű. Itt, mint rendesen, 
11-val szomszédos tartománynak nevezzük a C ü nyílt halmaz tetszés szerinti komponensét. 
Az eddigiekben (a 61. segédtétel kivételével) az F(ij) függvénynek mindig csak a folytonos 
differenciálhatóságát tettük fel. Most áttérünk a kétszer differenciálható függvények vizsgálatára. 
64. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(rj) kétszer differenciálható függvény és Ü e függvény speciális halmaza. 
Akkor 15 mindegyik komponensén az F(rj) függvény állandó. 
A b i z o n y í t á s közvetlenül adódik a 61. segédtételből. 
65. SEGÉDTÉTEL. Legyen F(rj) kétszer differenciálható függvény, F(tj) speciális halmaza ü és G 
valamely a ö halmazzal szomszédos tartomány. Akkor G nem tartalmaz ugyanazon nívó két külön-
böző komponenséhez tartozó pontokat. 
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BIZONYÍTÁS. EZ a segédtétel a 61. segédtételből következik. Valóban, ha a, bíGN£,, ahol 
a és b az Et nívóhalmaz két különböző K,, Ki komponenséhez tartozik, akkor a 61. segédtétel 
szerint található az a.b pontokat elválasztó X c ö komponens. Legyenek U(á), U(b) az a, b pontok 
olyan környezetei, amelyek nem metszik а К halmazt. Akkor az a'íUla)r\G,b'íU{b)C\G pon-
tokat a l e l ! komponens elválasztja egymástól és így azok nem tartozhatnak a CU nyílt halmaz 
ugyanazon G komponenséhez. 
6 6 . SEGGÉDTÉTEL. Legyen F{rj) kétszer differenciálható függvény, £ £ J valamely rögzített pont, 
U a speciális halmaz és G a U-val szomszédos tartományok egyike. Legyen D a G tartomány határa. 
Akkor: 
1. Lia G у1 СП, akkor D legalább egy és legfeljebb két komponense szétválasztja a gömbfelületet. 
Legyenek ezek D i és D2. 
2. На а К nívóhalmaz-komponens metszi a G tartományt, akkor KaG — Dt— D2. 
BIZONYÍTÁS. Először bizonyítsuk be az 1. állítást. Legyen G ^ C Ü . Legyen a e C Ü - G . Vala-
mely Di<zD komponens az a pontot elválasztja G-től és így szétválasztja a gömbfelületet. Legyen 
most Z>i,Z>2, Di a D halmaz három komponense, amelyek mindegyike szétválasztja a gömbfelü-
letet. Ha közülük kettő, például D i és D2 ugyanazon KezEt komponenshez tartozik, akkor К 
a gömbfelületet legalább három részre osztja, vagyis í c ö . Ennélfogva a J tétel szerint D, és D2, 
minthogy CG ugyanazon komponenséhez tartozik, G határának is ugyanahhoz a komponenséhez 
tartozik. 
Ezek szerint a Du D2, D3 halmazoknak különböző nívóhalmaz-komponensekhez kell tar-
tozniuk. A 65. segédtétel értelmében D,,D2 és D3 három különböző ti,t2,t3 nívóhoz tartozik. 
Meghatározottság kedvéért legyen ti^t2-^t3. Akkor E,z elválasztja egymástól a D,, D3 halma-
zokat. Tegyük fel, hogy a KezEt2 komponens elválasztja £> ,-ct £>3-tól. X n G / 0 , mert különben 
G nem volna összefüggő. A 65. segédtétel szerint D 2 N X X ) . Akkor egyrészt ű 2 с К, másrészt D, 
nem választhatja el Oi-et D,-tól, következésképpen az egész К komponens a J gömbfelületet leg-
alább három részre osztja. Tehát Xc=H, és G nem összefüggő, mert К elválasztja a D,, D3 halma-
zokat. 
Az 1. pontot bebizonyítottuk. 
Most bizonyítsuk be a 2. állítást. Legyen К az а komponens, amelyről az állításban szó van. 
Először megmutatjuk, hogy X n D i = 0, ahol D, a G halmaz D határának J-t szétválasztó kompo-
nense. Tegyük fel, hogy XnTL^O. Akkor Д, с X. Legyen rjièK-Di. Ha igrad F(i/i)\ ^0 , akkor 
q bármely környezetében található két olyan pont, amelyeket a X komponens elválaszt. Minthogy 
Di nem választja szét az rj pont elég kis környezetét, azt kapjuk, hogy a X komponens nem regu-
láris, tehát X c ö és X n G = 0. Ha viszont r/ÇK esetén grad F(ij) = 0, akkor X c ö és megint X n G = 0. 
Ezek szerint X nem metszi G határának a J gömbfelületet szétválasztó komponenseit. Azt 
kell még bebizonyítanunk, hogy X c G . Valóban, legyen CtXnCG. Akkor G határának egy kom-
ponense a £ pontot elválasztja G minden pontjától. Ez a komponens szétválasztja J-t, tehát csak 
Di vagy Di lehet, és metszi a X halmazt, ez pedig, amint fentebb megmutattuk, nem lehetséges. 
A segédtételt bebizonyítottuk. 
67 . SEGÉDTÉTEL- A 66. segédtétel feltételei mellett a G zárt halmazon tekintett F{rj) függvény 
maximumát és minimumát a П halmazhoz tartozó pontokban veszi fel. A maximum-helyek G határá-
nak ugyanazon komponensébe esnek, hasonlóképpen a minimum-helyek is. Ha G határának van a gömb-
felületet szétválasztó komponense, akkor minden ilyen komponensen F{rj) eléri G-beli maximumát 
vagy minimumát. 
BIZONYÍTÁS. Először tegyük fel az állítással ellentétben, hogy F{if) az ijíG pontban eléri 
maximumát (minimumát). Akkor igrad F(rj)\ ^0 , és így találhatók 17-hoz tetszés szerint közeli 
r] pontok, amelyekben Ffi')>-F(rj) (ill. F(i/)< F(>j)). Minthogy G nyílt halmaz, ez nem lehetséges. 
Továbbá a maximum (minimum) elérése nem történhet meg G határának két különböző kompo-
nensén, ugyanis a 65. segédtétel értelmében G határának két ilyen komponense egyetlen KcEt 
komponenshez tartozna. Amint az imént megmutattuk, X с CG, és a J tétel értelmében G határá-
nak vizsgált komponensei egybeesnének. 
Végül legyen Dt a G tartomány határának a gömbfelületet szétválasztó komponense. Tegyük 
fel, hogy F(jj) se maximumát, se minimumát nem veszi fel öi-en. Legyen rj i íG egy maximum-hely, 
í)2éG pedig egy minimum-hely. Legyen F(>],) = t,, F(rj2) = t2 és F(ij) = t, ahol ijíDi. Akkor 
ti —-/ /2» és így valamely K<zE t, X n G ^ O komponens elválasztja az г/,, rj2 pontokat, mert ellen-
kező esetben X c C G elválasztja íj 1 valamely környezetét rj2 valamely környezetétől, vagyis szét-
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választja G-t. De ha KnG* 0, akkor a 66. segédtétel szerint ATn£>i=0, azaz E, két különböző 
komponense, ti. Kés a D,-et tartalmazó komponens, metszi a G halmazt, ez pedig ellentmond a 
65. segédtételnek. A 67. segédtételt bebizonyítottuk. 
68 . SEGÉDTÉTEL. Legyen Ffa) kétszer differenciálható függvény, | E / valamely rögzített pont, 
U a speciális halmaz, G egy 15-val szomszédos tartomány, végül U a G halmazban foglalt nyílt és ösz-
szefüggő halmaz. Akkor az Ffa) függvény U-beli maximumát és minimumát felveszi U határán, hacsak 
U nem tartalmazza G határának azt a komponensét, ahol a függvény eléri G-beli maximumát (ill. 
minimumát ). 
BIZONYÍTÁS. Meghatározottság kedvéért tekintsük Ffa) maximumát az U halmazon. Az állí-
tással ellentétben tegyük fel, hogy ez a maximum az r/0 £ U pontban éretik el. Jelöljük ö'-vel G hatá-
rának azt a komponensét, amelyen a 66. segédtétel értelmében az Ffa) függvény felveszi G-beli 
maximumát. Ha Uz>D', akkor a segédtétel állítása triviális. Ellenkező esetben nyilván D 'n U= 0, 
mert különben a maximum felvétele U határán történnék. A topológiai С tétel értelmében U hatá-
rának van olyan L komponense, amely a D halmazt U minden pontjától elválasztja. Legyen Ffa0) — t,, 
F(rj) = t2, ahol rj6L', és t3 = max Ffa), miközben tj befutja az L halmazt. Nyilvánvaló, hogy 
Í 3 < / i < Í 2 . De akkor a 11 nívó valamely L' komponense elválasztja az L halmazt ö'-töl, G össze-
függő volta miatt L 'nG^O, és L' irj0, mivel a / 3 < / i nívó elválasztja az L' halmazt »70-tól. Ellent-
mondásba kerültünk a 65. segédtétellel, így a 68. segédtételt bebizonyítottuk. 
69. SEGÉDTÉTEL. Legyen Ffa) a J gömbfelületen értelmezett kétszer differenciálható függvény, 
í rögzített pont, U a speciális hlamaz és G egy 15-val szomszédos tartomány. Legyen D, a G tartomány 
határának a ( pontot G-tűl elválasztó komponense. Akkor: ha (a ( pontra vonakozó) F' fa) deri. 
vált G-ben pozitív, akkor az Ffa) függvény D,-en felveszi G-beli minimumát', ha a (( pontra vonat-
kozó) F' fa) derivált G-ben negatív, akkor az Ffa) függvény Di-en felveszi G-beli maximumát. 
BIZONYÍTÁS. Meghatározottság kedvéért tegyük fel, hogy a G tartományon F'fa)>0 (a duális 
eset innen a —Ffa) függvényre való áttérés útján adódik). Legyen ijíG — D, és F(ff)sFfa0), ahol 
íjoíDi. Tekintsük a 7> egydimenziós fán az l (, lt végpontokkal rendelkező a' egyszerű ívet. Fenn-
áll • Legyen 0 az / , , f végpontokkal rendelkező ív. A a íven nincs о végpontjaitól külön-
böző elágazási pont, mert különben az elágazási pont U-ban fekvő inverz képe elválasztaná r]0 
valamely környezetét £ valamely környezetétől. Továbbá a a íven F* (/) szigorúan monoton, mert 
különben volna olyan l o í a — f ^ — f pont, ahol F* (/) szélsőértéket vesz fel. Akkor r~ 4/o)£ U és 
elválasztja az »70, С pontokat, ez pedig lehetetlen. De ha így áll a dolog, akkor minden l í o pont 
vagy növekedési, vagy fogyási pont f-re nézve és egyúttal növekedési vagy fogyási pont f-re nézve 
a <7' íven. Minthogy F'fa) a G tartományon pozitív, az első eset áll fenn, és így Ffa) = F* (f ) -
>-F*(/, ) = F(»70). A segédtételt bebizonyítottuk. 
70. (ALAPVETŐ) SEGÉDTÉTEL. Legyen Ffa) kétszer differenciálható függvény, (íJ valamely 
rögzített pont, 15 a speciális halmaz, G egy 15-val szomszédos tartomány és D, a G tartomány határá-
nak az a komponense, amely a ( pontot elválasztja G-től. Akkor tetszés szerinti CÉGpontra érvényes 
С 
az F(Í ) = F(Co)+ J ffa)d>j egyenlőség, ahol Co a D1 komponens tetszés szerinti pontja és f f a ) = F'fa) 
Со 
az Ffa) függvény С pontra vonatkozó deriváltja. 
BIZONYÍTÁS. Meghatározottság kedvéért legyen G minden pontjában /()/)=»0. 
С 
1°. \'f-fa)d,j = 0. 
. Со 
Valóban, legyen 0=-0 tetszés szerinti szám. Legyenek G1, G2 , . . . az összes, U-val szomszédos 
tartományok, amelyeken ffa)<0. Legyen C„ a G„ tartomány határának az a komponense, amely 
а С pontot elválasztja G„ minden pontjától. Ezek szerint ha valamely L egyszerű ív összeköti а Со, С 
pontokat, akkor ennek a G„ halmazzal való első és utolsó metszéspontja C„-hez tartozik. Legyen 
£=-0 tetszés szerinti. Kössük össze а Со, С pontokat egy rektifikálható L egyszerű ívvel. Jelöljük 
meg az L ívnek minden egyes C„ halmazzal alkotott első és utolsó metszéspontját. Legyenek ezek 
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a„ és /л,. Definíció szerint >)i esetén / - (íj) s0. Az £ ív rektifikálhatósága és | / _ ( ' / ) | korlátos-
n 
sága miatt található olyan N szám, hogy 
2 I \f-(rj)\do^o. 
n = N LnGn 
Minden n< 'V értékre az ű„, ó„ pontokat kössük össze egy rektifikálható L„ egyszerű ív segítségével, 
amely a C„ komponens e-sugarú környezetében fekszik és amelyen/- (rj)=0. Minden л<Л ! értékre 
az £ ív o„-től 6,,-ig terjedő szakaszát a megfelelő £„ ívvel helyettesítve, £-ből egy rektifikálható 
L* egyszerű ív keletkezik. Nyilvánvaló, hogy ha Q azon pontok összességét jelöli, ahol /(?/) = 0, és 
íir. e halmaz e-sugarú környezete, akkor (' \ f - (rj)\do<0. Ebből következik, hogy 
L* П CSlc 
с 
(e) í \f- (rj)\dr]<0, és ezzel, tekintettel arra, hogy az t > 0 , 0 0 számok tetszés szerintiek, az 1° 
Со 
állítást bebizonyítottuk. 
2°. F ( C ) - . F ( C o ) = j 7 + 0 ? ) % 
Со 
Legyen Tp az F(r/) függvény egydimenziós fája, és о az /s. , l( végpontokkal rendelkező egy-
szerű ív 7V-ben. A korábbiak értelmében а о íven egyetlen Ы 0 /c pont sem lehet elágazási pont 
vagy extrémum-hely (mert ha / ilyen tulajdonságú pont, akkor a r ^ f f O c ö 
komponens elválasztja а Со, С pontokat). Következésképpen а о íven az F* (/) függvény 
monoton, és mindegyik l í o ponthoz tartozó К = т ~ ' ( / ) komponens a 70. segédtétel sze-
rint növekedési komponens. Vezessük be a o* =o— (ko + k) jelölést. Legyen £ а Со, С végpon-
tokkal rendelkező tetszés szerinti rektifikálható egyszerű ív. Feleltessük meg az £ n т~'(гт*) n CQB 
metszet minden pontjának az £ ív e pontot tartalmazó maximális nyílt részívét, amelyen f(rj)>0. 
Fedjük be az egész £ n r~ '(cr*) n CQe halmazt ilyen, egymást nem metsző js nyílt részívekkel. 
Az F(ij) függvény zlFs növekménye £-en nem nagyobb, mint ( f+(ij)dcr, mer 
js 
dFj= ("igrad F(>;)| cos a(rj)do, ahol a(rj) az £ ív érintőjének grad F(ij) irányával bezárt szöget 
js 
az a pontban. Legyen F* (Co)<?-=.F(C), és tegyük fel, hogy a yV ívek egyesítésén az F(rj) függvény 
nem veszi fel a t értéket. Található olyan Ica* pont, amelyre F*(l')=t. Legyen К' = т~1(Г) és 
xtK'nL. Akkor xfö,; . De az F(rj) függvény ö halmazon felvett értékei nulla mértékű halmazt 
alkotnak. Ennélfogva bármely 0 > 0 számhoz található olyan e > 0 , hogy /tE = mes {F(üc)}<0. 
t Ç 
Ekkor tekintettel arra, hogy £ tetszés szerinti, fennáll (e) | / + ( r j ) d q ш E(C) - £(Co) - 0. Minthogy a 
СО 
6=-0 szám tetszés szerinti, a 2° állítást bebizonyítottuk. 
С 
3°. | > 0 ^ £ ( С ) - £ ( С О ) . 
Со 
Legyen Ö>0 tetszés szerinti. Legyen f - - 0 olyan kicsi, hogy /х
с
<0. A l) , halmaz véges számú 
tartományból mint komponensből áll. Legyen :.;£>[. Legyen D2 a G tartomány 
határának az a komponense, amelyen F(t]) eléri G-beli maximumát, és legyen U*„ => D2. Minden 
más i-re t / jfcG. Valóban, ellenkező esetben U ' j s ^ 1, «) tartalmazna egy x с CG pontot. Akkor 
G határának valamely D3 komponense a x pontot elválasztja G minden pontjától és így D3 szét-
választja a J gömbfelületet. De akkor a 67. segédtétel szerint a D3 komponensen F(rj) eléri G-beli 
maximumát vagy minimumát, és minthogy ugyanezen segédtétel szerint az ilyen tulajdonságú kom-
ponensek egyértelműen meg vannak határozva, vagy Ds = Di, vagy Ds — Di. Mivel Ujj n D3 r-0, 
következik, hogy vagy 5=1 , vagy s=n. 
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Minden Uj(í/ 1, n) tartományhoz a 68. segédtétel alapján található olyan As pont U* 
n 
határán, ahol F(rj) felveszi (7*-beli minimumát. Most az M=G— 2 U* halmaz mindegyik т 
S = 1 
pontjának feleltessünk meg egy vektort, amely az F(rj) függvény r pontbeli leggyorsabb növekedé-
sének irányába mutat (nyilvánvaló, hogy grad F(T)^O). Minthogy F{rj) folytonosan differenciál-
ható függvény és az M halmazon mindenütt |grad /'j > a > 0 , a kapott iránymezö folytonos. A dif-
ferenciálegyenletekre vonatkozó általános tételekből következik, hogy minden тCM ponton keresz-
tül egyetlen olyan görbe halad, amely minden pontjában érinti az illető ponthoz rendelt vektort. Min-
n 
den ilyen legnagyobb lejtésű görbe végpontjai a 2 W halmazhoz kell hogy tartozzanak, ugyanis 
s = I 
szinguláris pont nincs. Az említett lejtési görbék minden pontban kollineárisak F(tj) maximális 
növekedésének irányával és így az F(?;) függvénynek valamely lejtési görbe mentén szerzett növek-
ménye egyenlő a |grad F(i;)| függvény ívhosszúság szerinti integráljával. 
A 7.s pontokon keresztül szintén haladnak lejtési görbék. Ha a /.s pontból kiindulva a lejtési 
görbén F(//) fogyásának irányában haladunk, akkor a lejtési görbe másik végpontja biztosan egy 
m s s értékhez tartozó Um halmazba esik, minthogy az Us halmazon a /., pontban F(rj) minimumot 
ért el. A AM pontból elindulva, a megfelelő lejtési görbén egy Ur(r^m,s) halmazba jutunk stb. 
Ily módon véges számú lépés után feltétlenül eljutunk Ui-be. Ha Cg Us, tekintsük az említett gör-
bék láncát 4-től kezdve. Legyenek ezek a lejtési görbék Ai, A2,..., Ap. Ha viszont C$ E U j , akkor 
válasszuk ,4,-nek а С ponton áthaladó lejtési görbét, pontosabban ennek F(rj) fogyása irányába 
eső részét, és a továbbiakban alkalmazzuk a fent ismertetett eljárást. Legyen Ar két végpontja 
о,- és br, úgyhogy F{ar)>F(br). Azt az Um tartományt, amelynek a lezárásához br tartozik, Umr-
rel fogjuk jelölni. Ezek szerint kmr = ar+i. Nyilvánvaló, hogy Ffbj)sF(ar+i) = F(Á„r), ugyanis 
a /.„,,. pontban az F{tj) függvény az U,„r halmazon tekintve minimális értéket vesz fel. Az utolsó 
b„ pont az Ut halmazhoz tartozik. Ennélfogva 
F(C) — F(bp) = 2 [F(ar)-F(b,.)] + P2lF(br)-F(ar+l)]s У [F(ar)~F(bA]. 
r = 1 r= 1 r = 1 
Továbbá mindegyik br, ar +1 pontpárt kössük össze egy teljesen t/r-ben fekvő Br rektifikálható 
ívvel. A bp pontot pedig а Со ponttal kössük össze egy iA-ban fekvő Bp ív segítségével. Álljon most 
a rektifikálható L egyszerű ív a természetes sorrendben vett Ar és Br ívekből. Az Ar ívek rektifi-
kálhatósága abból következik, hogy ezeken az íveken mindenütt |grad F(jj)\ Hogy a Br 
ívek választhatók rektifikálhatóknak az abból következik, hogy mindegyik Ur halmaz £=-0 sugarú 
körök egyesítése. Becsüljük meg az I f+(rj)do mennyiséget. Nyilván В, с í i t és így 
L ri CU, 
f ffin)do= 2 $f+(v)da = 2 lF(ar)-F(br)}. 
L n C Ü £ r = U , r = l 
Ebből következik (tekintetbe véve még, hogy jF(Co) — F(óp)|-==0, mert Со, йРеСЛ): 
< p 
(e) J / • (rj) dq s 2 [F(ar) - F(br)] s F(C) - F(bp) s F(C) - F(Co) + 0. 
Со >•=! 
V 
Minthogy f csak felülről van korlátozva, kapjuk: 
С С 
( f*(rj)dr,= lim (e) ( / + ( « ) ^ F ( C ) - F ( C о ) + 0. 
Со Со 
А 0 szám tetszés szerinti lévén a 3° állítást és egyúttal az 
С ' 
JV+(xi) dr] = F(C) - F(Co) 
Со 
egyenlőséget bebizonyítottuk. 1° és 3° fennállásából következik a segédtétel állítása. 
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Az /(?;)<0 eset visszavezethető a vizsgált esetre a —F(rj) függvényre való áttérés útján. Ily 
módon a 70. segédtételt teljesen bebizonyítottuk. 
A 70. segédtételből speciálisan adódik, hogy ha F(p) kétszer differenciálható függvény és ü 
e függvény speciális halmaza, továbbá G valamely szomszédos tartomány és D, a G tartomány 
határának a ( pontot G-töl elválasztó komponense, akkor az F(rj) függvény G-ben felvett értékeit 
az f(j])=F'(tj) derivált és F(rj)-nak D i-en felvett értékei (a £ pontra nézve) egyértelműen megha-
tározzák. Sőt, az f(rj) deriváltnak csak a G tartományban felvett értékeit kell ismernünk, amint 
a segédtétel bizonyításából szintén könnyen látható. Most be fogjuk bizonyítani az alaptételt. 
37. TÉTEL. Legyen F(p) a J gömbfelületen értelmezett kétszer differenciálható 
függvény, i;£J valamely rögzített pont és f(p) = F'(p) az F(p) függvény £ pontra 
vonatkozó deriváltja. Akkor bármely pontra érvényes az 
С 
F(0 = F(0+ \f(p)dp 
ç 
egyenlőség. 
BIZONYÍTÁS. Legyen ü az F(p) függvény speciális halmaza a £ pontra vonatkozóan. Legyenek 
G,,Gi,... a ü-val szomszédos tartományok. Jelölje G\, G fi... ezen tartományok közül azokat, 
amelyeknek a lezárása elválasztja a £, С pontokat, Gj"*, GJ*, ... pedig azokat, amelyeknek a le-
zárása nem választja el a I , С pontokat. 
Ha G/íC, akkor jelölje Cs ill. Ds a G* tartomány határának a £, ill. С pontot G/-tól el-
választó komponensét. Ha viszont CeG), akkor legyen DS = Z. Jelölje Bs a Gí* tartomány hatá-
rának azt a komponensét, amely a £ pontot elválasztja G" *-tól. Ez a komponens egyúttal а С pon-
tot is elválasztja G**-tól. Legyen F(p) értéke Cs-en és ö,-en rendre t's és ti. 
Azt állítom, hogy: 
l°. F(£) - F(£) = 2 (G ~ С), és a jobboldalon álló sor abszolút konvergens. 
— tí\~, ahol, szokás szerint, |o| + = 
Az 1° és 2° állításból következik a tétel állítása. 
Bizonyítsuk be először az 10 állítást. Legyen 7> az F(p) függvény egydimenziós fája és о а Ту, 
fához tartozó, lt, f végpontokkal rendelkező egyszerű ív. Legyen Q=Tp(U) П a. Az F*(/) függ-
vénynek a Q zárt halmazon felvett értékkészlete nulla mértékű. Legyen js a Q halmazzal szomszé-
dos szakasz а о íven. Nyilvánvaló, hogy á = tf(Gs*), és ha L végpontjai cu és bs, akkor т,,1 (aj)- С, 
г 
és Tj (bs)—Ds. Az F* (/) függvény а о íven korlátos variációjú, mert |K(F)-= + co. Ennélfogva 
F*(0-F*($)= 2 lF*(b,)-F*(as)] = 2 (ti-ti). 
s s 
Az 1° állítást bebizonyítottuk. 
Bizonyítsuk be a 2° állítást. Nyilvánvaló, hogy a két egyenlőség közül elég az egyiket bebi-
zonyítani, például az elsőt, ugyanis a második egyenlőség ebből a — F(p) függvényre való áttérés 
útján adódik. 
Legyen L a £, £ pontokat összekötő tetszés szerinti rektifikálható egyszerű ív. Legyen 0> 0 
N N 
tetszés szerinti szám. Akkor található olyan, 0-tól függő N szám, hogv az Un = 2^* + 2 G£ * 
*• ' S = 1 s = t 
С
 0 
jelöléssel ) f*G))dos—. Mindegyik ssN értékre megjelöljük L-en az as, bs pontokat — az 
LrtCUfi 2 
L ívnek a Gt tartománnyal való első és utolsó metszéspontját. Ha píG* esetén f(p) = F'(i/)>0, 
2°. \ f * ( r j ) d r j = 2\<!-'í\+ és \f-(p)dp = 
4 s 4 
a + l e j 
= — r — • , Jc| - = ! - « ! +. 
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akkor a 70. segédtétel szerint 
b, 
\f+(v)d'i=F(bs) - № . ) = / ; - f , = I t: - ts\+, 
"s 
ha pedig £ 0 / 4 0 , akkor 
b., 
íjffTi)d7i = 0=\t;~tf. 
и. 
Legyen most г=-0 tetszés szerinti. Az integrál definíciója szerint található olyan, os, />, végpontok-
kal rendelkező Ls rektifikáiható ív, hogy | / + (rjjdos \t",-t',\+ + — — . Továbbá mind-
Ls П COc + 
egyik ssJV értékre az L iven megjelöljük L-nek 6'**-gal való első és utolsó metszéspontját (ha 
vannak ilyenek). Legyenek ezek xs és As. Fennáll x . f í , , Á,C Bs, és Д, a 0„ halmaz részhalmaza. 
Ennélfogva н
а
 és As összeköthető valamely, szintén teljesen ö«-ban fekvő, L* * rektifikáiható egy-
szerű ív segítségével. Most helyettesítsük az L ív a, és bs közti szakaszát az Ls ívvel, а és közti 
szakaszt pedig az L** ívvel. A kapott görbét L*-gal fogjuk jelölni. Nyilvánvaló, hogy 
(e) j f*(rj)da = 0 és így 
L**ncoc 
J fHV)da= 2 J ffrj)da+ J ffr,)do^ J |/J-t'.\* + ~ • 
L'C\CVe s=ÍLsr\CVc Lr\CVj, s= 1 1 Z 
С 
Tehát (e) I f + (y)di/< У L" - 'Í!+ + 0. Minthogy az e > 0 , 0>-O számok tetszés szerintiek, 
i 
kapjuk : 
г 
i s — 1 
Bizonyítsuk be a fordított irányú egyenlőtlenséget. Legyen 0 ^ 0 tetszés szerinti. Legyen A tetszés 
szerinti természetes szám és a G*(5= 1, 2, . . . ,N) tartományokat számozzuk át úgy, hogy G*_, 
válassza el a f pontot G*-tól. Legyen L tetszés szerinti, a I , С pontokat összekötő, rektifikáiható 
egyszerű ív. Legyen a, a C1 halmaz és az L ív első metszéspontja, ha L-en a f ponttól С felé hala-
dunk. Legyen Я a O, halmaznak az L ív CL-tői C-ig terjedő szakaszával való utolsó metszéspontja. 
Ha a bs pont már értelmezve van, akkor legyen as+, a Cs +1 halmaznak az L ív Л, -tői C-ig ter-
jedő szakaszával alkotott első metszéspontja, pedig Ds+, és L utolsó metszéspontja. 
Mindegyik G* ( j = 1, 2,...,A) tartományhoz találhatunk olyan s s > 0 számot, hogy 
BS BS Q 
a. «s 
Akkor az integrál definíciója szerint fennáll 
N 0 
(' ffrj)dom j / + ( 4 ) A , _ _ . 
LsrícöCj í>, tv 
Továbbá a 70. segédtétel értelmében 
BS 
j ' f f r j ) d r , = F(bs)-F(as\ 
és így, Ls-sel jelölve az L ív c;,-től Л.-ig terjedő szakaszát, kapjuk: 
f / - ( т у ) da - F(bs) - F (as) - = \ f . - f . I •• —B-. 
l.octl tV N 
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Most legyen e = min e,. Akkor 
1 sssn 
]' f*(rj)dos У J ffirfidos £ \r,-t:\*-0. 
LnCVc s=l L s 3 C O c s=t 
Minthogy L a f , í pontokat összekötő tetszés szerinti rektifikálható egyszerű ív és az 0, 0^-0 
számok is tetszőlegesek, innen következik: 
С 
fffirfidrim 2 \t:-t'.\ + . 
4 S 
Ebből és a fentebb bebizonyított fordított irányú egyenlőtlenségből rögtön adódik, hogy 
4 
\f+(rj)dr,= 2 \t:-ti\+ 
4 s 
és 
С 
J/-(7j)dr,= 2 \n-n\-. 
4 s 
A 2° állítást és vele együtt a 37. tételt bebizonyítottuk. 
Tekintettel arra, hogy a (rögzített £ pontra vonatkozó) f(rj)=F'(ij) értékek teljesen meghatá-
4 
rozzák az | f(ij)dri mennyiséget, a tételből azonnal adódnak az alábbiak. 
4 
K ö v e t k e z m é n y . A gömbfelületen értelmezett, kétszer differenciálható függ-
vények osztályában két függvény, amelynek egy rögzített ( pontra vonatkozó deriváltja 
megegyezik„ egymástól csak additív állandóban különbözik. 
I l y m ó d o n m e g m u t a t t u k , h o g y a g ö m b f e l ü l e t e n é r t e l m e z e t t , k é t s z e r d i f f e r e n c i á l -
h a t ó f ü g g v é n y e k o s z t á l y á b a n a p r i m i t í v f ü g g v é n y t a d e r i v á l t , k o n s t a n s t ó l e l t e k i n t v e , 
m e g h a t á r o z z a . A z a k é r d é s , h o g y f e n n á l l - e e z a k ö r ü l m é n y a t e l j e s d i f f e r e n c i á l l a l 
r e n d e l k e z ő ' f ü g g v é n y e k o s z t á l y á b a n , v a g y a b b a n a s z ű k e b b o s z t á l y b a n , a m e l y 
a f o l y t o n o s p a r c i á l i s d e r i v á l t a k k a l r e n d e l k e z ő f ü g g v é n y e k b ő l á l l , n y i t v a m a r a d é s 
m e g o l d á s a , ú g y l á t s z i k , j e l e n t ő s n e h é z s é g g e l j á r . 
A z t v i s z o n t k ö n n y ű b e l á t n i , h o g y a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y r a v o n a t k o z ó f e l t e v é s 
l é n y e g e s . T e k i n t s ü n k k é t f ü g g v é n y t , a m e l y a ( = (0 , 0 ) , ( 0 , 1) . ( 1 , 0 ) , ( 1 , 1) c s ú c s o k k a l 
r e n d e l k e z ő J e g y s é g n é g y z e t e n v a n é r t e l m e z v e . L e g y e n Fx ( / / ) = x + 1 ) 2 + ( y + l ) 2 — 
- Ï 2 é s K ö n n y e n i g a z o l h a t ó , h o g y , g r a d Z , ( , ) | = I g r a d F M 1 . 1 . 
T o v á b b á m i n d k é t f ü g g v é n y ( p o n t r a v o n a t k o z ó d e r i v á l t j a a J t a r t o m á n y m i n d e n 
p o n t j á b a n p o z i t í v . V é g ü l a ( p o n t b a n Fx é s F2 m e g e g y e z i k , e n n e k e l l e n é r e J b á r m e l y , 
t e t s z é s s z e r i n t k i c s i r é s z t a r t o m á n y á b a n l é n y e g e s e n k ü l ö n b ö z i k e g y m á s t ó l . M é g c s a k 
a z t e m l í t j ü k m e g , h o g y i t t l é n y e g e s s z e r e p e t j á t s z i k a z a k ö r ü l m é n y , h o g y a ( p o n t 
J h a t á r á h o z t a r t o z i k . B i z o n y í t á s n é l k ü l r á m u t a t u n k a r r a , h o g y h a a k i i n d u l á s k é n t 
v á l a s z t o t t ( p o n t b e l s ő p o n t , a k k o r e l é g k i s k ö r n y e z e t é b e n a z o k a k é t s z e r d i f f e r e n -
c i á l h a t ó f ü g g v é n y e k , a m e l y e k n e k ( - r e v o n a t k o z ó d e r i v á l t j a m e g e g y e z i k , i s m é t c s a k 
k o n s t a n s b a n t é r h e t n e k el e g y m á s t ó l . 
Ennek a paragrafusnak a befejezéseképpen megjegyezzük még, hogy a 37. tétel nemcsak be-
bizonyítja a kétszer differenciálható primitív függvény és deriváltja definíciójának egyértelműségét, 
hanem megadja a primitív függvény és a derivált közötti szokásos kapcsolatot is: a primitív függ-
vény növekménye egyenlő a derivált integráljával. Itt a kétszeri differenciálhatóság lényeges, ugyanis 
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van olyan folytonosan differenciálható F(»;) függvény, amelyre egy bizonyos К kontinuumon 
grad F(rf) = 0 és amely mégsem állandó ezen A kontinuumon ( D . E . MENYSOV példája). Ha ( és С 
а К kontinuum két pontja, amelyekre F(f) * F(í), akkor nyilván 
4 
J ' /O?)A?=O, 
4 
és így a primitív függvény folytonos differenciálhatósága még nem biztosítja, hogy növekménye egyenlő 
legyen a derivált integráljával. 
3. §. A ponttól pontig vett variáció kifejezése a lineáris integrál segítségével 
F o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó e g y v á l t o z ó s / ( x ) f ü g g v é n y [a, b] s z a k a s z h o z t a r -
t o z ó v a r i á c i ó i t a k ö v e t k e z ő ' k é p l e t e k f e j e z i k k i : 
b b 
V(f ) = JI f (x)I dx, V± ( / ) =[|/'(*)l ±dx. 
a a 
F o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó F ( f ) f ü g g v é n y W(F) s í k b e l i v a r i á c i ó j á t a 
W(F)=j\ I g r a d F\ dS j 
k é p l e t a d j a m e g . 
M e g f o g j u k m u t a t n i , h o g y a z e l ő z ő p a r a g r a f u s e r e d m é n y e i b ő l a l i n e á r i s v a r i á c i ó -
n a k a l i n e á r i s i n t e g r á l s e g í t s é g é v e l v a l ó a n a l ó g k i f e j e z é s e n y e r h e t ő . 
38. TÉTEL. Ha az F(rj) függvény kétszer differenciálható és Ç, tetszés szerinti 
pontok, akkor 
4 4 
4 V(F) = f \№\dn, \V±{F)=\|/0?)| ± áj, 
4 4 
ahol f(rj) az F(rj) függvény é pontra vonatkozó deriváltja. 
BIZONYÍTÁS. Legyen о a 7> egydimenziós fához tartozó, l (, f végpontokkal rendelkező egy-
szerű ív. A Tpfa) halmaz а f , С pontokat elválasztó komponensekből áll; a 37. tétel jelöléseit 
használva azok a G*s tartományok, amelyeken f(rj)> 0, csupa növekedési komponensből állnak, 
azok a G* tartományok pedig, amelyeken /() /)< 0, csupa fogyási komponensből (f-re vonatkozóan). 
А о ív megfelelő A = t f ( ô ï ) intervallumain F* (l) szigorúan monoton. Az F* (I) függvénynek a 2 л 
s 
halmazon kívül felvett értékkészlete nulla mértékű. így a 37. tétel bizonyításában szereplő 2° állí-
tás értelmében 
4 
\V±(F)=V±(F*)=2\^~t's\± = \f±(r,)dn, S 4 
ahol t's és t"s az F* (!) függvény értékei js végpontjaiban, vagy, ami ugyanaz, az F(?/) függvény érté-
kei Gf határának azokon a Cs, D, komponensein, amelyek a Gj tartományt a f ill. С ponttól el-
választják. Ebből azonnal következik az is, hogy 
4 4 4 
| F ( F ) = F + ( F ) + K " ( F ) = j 7 + G / № - ( 7 - 0 / ) / ' / = f ! /0 / ) | / ' / -
4 4 4 
Tehát a variációnak a deriválttal való kifejezése során a lineáris integrál ugyanazt a szerepet 
játssza a lineáris variáció számára, mint a közönséges integrál az egyenesen vett variáció, és a ket-
tős integrál a síkbeli variáció számára. 
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4. §. Határozatlan integrál. A határozatlan integrál differenciálhatósága 
S 
T e r m é s z e t e s d o l o g a z F(() = ) ffa)drj f ü g g v é n y t a z Ffa) f ü g g v é n y h a t á r o z a t l a n 
í 
i n t e g r á l j á n a k n e v e z n i . A h a t á r o z a t l a n i n t e g r á l e g y s z e r ű t u l a j d o n s á g a i t e f e j e z e t 1 . 
с 
p a r a g r a f u s á b a n e m l í t e t t ü k . V e z e s s ü k b e m é g a z F±(Q — j f ± f a ) d t ] j e l ö l é s t . M e g 
4 
f o g j u k m u t a t n i , h o g y a z í g y é r t e l m e z e t t i n t e g r á l é s a j e l e n f e j e z e t 2 . § - á b a n d e f i n i á l t 
d e r i v á l t k ö z ö t t f e n n á l l a s z o k á s o s k a p c s o l a t : a h a t á r o z a t l a n i n t e g r á l d e r i v á l t j a 
a z i n t e g r á l j e l a l a t t á l l ó f ü g g v é n n y e l e g y e n l ő . 
71. SEGÉDTÉTEL. Legyen L olyan kontinuum, amelyen f f a ) = 0. Akkor az L kontinuumon Ffa) 
állandó. 
С 
BIZONYÍTÁS. Nyilvánvaló, hogy az Fp fa)=fa)\ (f* fa)d>] függvények és így az 
í 
F± (C)= lim F * fa) függvények is állandók L-en, tehát egyúttal F(Í) = F + (Í) + F~ fa) is állandó F-en. 
£-•0 
72. SEGÉDTÉTEL. Legyen f f a ) folytonos függvény és 
С 
F ( 0 = { f f a ) d,h 
í 
Ha ffao)>0 (ill. ffao)<0) és Kj i/o az Ffa) függvény teljesen reguláris nívóhalmaz-komponense, 
akkor К növekedési (ill. fogyási) komponens. 
BIZONYÍTÁS. Meghatározot t ság kedvéért legyen ffaO)>0. 
1°. А К halmazon mindenütt ffa)s0. Legyen Q az f f a ) függvény nullanívója. Ha rj,íK és 
ffai)«=0, akkor egy F с í i komponens elválasztja az r/o, i]i pontokat, tehát LnK^O. Az L kom-
ponensen az Ffa) függvény állandó, ennélfogva F с F és К nem teljesen reguláris komponens. 
2°. А К halmazon az F* fa) függvény állandó. Valóban, а К halmazon f- (i/) = 0 és a 71. segéd-
tétel szerint F - fa) állandó F-n. Akkor az F* fa) = Ffa) — F- fa) függvény is állandó a F komponensen. 
3". F növekedési komponens. Legyen Ufa о) egy r sugarú, kör alakú környezet, amelyben 
2r /> / + ( / / )>4>0. Legyen t]i € Ufa0) n J2, ahol J, э£ és J2 az a két tartomány, amelyre F felosztja 
r 
J-t, és £>()/o, —. Legyen {C,} olyan, г/, végpontokkal rendelkező rektifikálható egyszerű 
8 
ívekből álló sorozat, amelyre 
71 
[ f*fa)do— \frfa)do. 
Cshtiy 4 
s 
Legyen С) a C, ívnek az a szakasza, amely Cs-nek Ufa0) határával való utolsó metszéspontjától 
rj i-ig terjed. Legyen F = lt Cs. Könnyen látható, hogy Rn J, ^ 0, Ä f l F ^ O , továbbá hogy rjcJ, n R 
s 
esetén F+ fa)<F+ fa0) és i/ € Л n R esetén F + (>() j F 4 fa0). Minthogy F~fa) állandó az Ufa0) hal-
mazon, ebből következik, hogy F növekedési komponens. 
С 
73. SEGÉDTÉTEL. Legyen f f a ) folytonos függvény, tetszés szerinti pont, 
4 
és ffa)=a * 0. Akkor bármely e=-0 számhoz található olyan x' pont, amelyre о fa, x')-cr és 
Ffa')-Ffa) 
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BIZONYÍTÁS. Legyen Ufi) a x pont olyan kis, kör alakú környezete, hogy r/E Ufi) esetén 
1/(17) —ű |s£|o | és \rj, x <£ . Legyen meghatározottság kedvéért a > 0 . Legyen С az U f i ) környezet 
határa, О azoknak a pontoknak a halmaza, ahol /(??) = 0, és flc az e-sugarú környezetével megnövelt 
í ! halmaz. Legyen £I>£2=>... és lim e„=0. Legyen £1 olyan kicsi, hogy Qe n t/(x) = 0. Legyen 
n 1 
gi=gfi, C) és legyen az £„>0 szám olyan kicsi, hogy 
F(C)-Ffi)-fin)$ffi)dv 
4 
£Q 
П 
Az integrál definíciója szerint található olyan, a x pontokat összekötő L„ rektifikálható egyszerű 
ív, amelyre 
J ffir,)do< 
L„r\CSlcn 4 " 
Legyen L„ és С metszéspontja r„. Az L„ ív r„-től x-ig terjedő L* darabján nyilván i / + fi)do s oa(l - e ) , 
L * 
л 
és így, az L** =L„-L), jelöléssel, 
( e » ) J 7 + 0 ) ) < M J ' f 4 r ) ) d o < $ f * f i ) d T ) + ~ — a e ( 1 - е ) . 
« L Î ' n C Î Î , « 
Legyen т0 a r„ sorozat egyik torlódási pontja. Nyilvánvaló, hogy 
De 
\ ' f 4 'l)dr^ ^ f*fi)di/ — agfi — e). 
J 'f~fi)dr,= j 'f-fi)dq, és $f-fi)dV=0. 
4 4 
Tehát F ( r 0 ) a F ( x ) — ag(l — e) és következésképpen 
ro 
F fi 0) —F fi) 
a( 1-е). | t0 , «I 
A bizonyításnak az a-<0 esetben szükséges módosítása nyilvánvaló. 
74. SEGÉDTÉTEL. Legyen f f i ) , £ és Ffi) jelentése ugyanaz, mint a 73. segédtételben. Legyen 
F fi')-F fi) f f i ) = a . Akkor lim |x , x| 
BIZONYÍTÁS. A 73. segédtétel miatt nyilván elég bebizonyítanunk, hogy 
lim 
F f i ' ) - F f i ) 
|x', x| 
Legyen £ > 0 bármilyen kicsi. Válasszuk a x pont kör alakú U f i ) környezetét olyan kicsinek, 
hogy x'EUfi) esetén fennálljon az | / (x') |<( |a | + £)(l +e ) egyenlőtlenség. Akkornyilván bármely 
x'EUfi) pontra 
tehát 
$\ffi)\dVts\x',xn\a\ + e)fi+e), 
x' 
X 
I F f i ' ) - F(x)l a J 1/(17)!dria |x', x|-(|a| + e)(l + £), 
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vagyis 
F(x')-F(x) 
\x', x\ i ( | e | + e ) ( l + e), 
és ebből következik állításunk. í 
С 
7 5 . SEGÉDTÉTEL. Legyen f(rj) folytonos függvény, í tetszés szerinti pont és F ( Í ) = F({) + | f(rj) dtj. 
í 
Az F(C) függvénynek majdnem mindenütt van teljes differenciálja, és mindenütt ahol grad F(C) léte-
zik, fennáll jgrad F(í) | = j/(f)|. 
BIZONYÍTÁS. A 7 4 . segédtételből és Sztyepanov tételéből ( 3 4 . tétel) következik, hogy F(C) 
teljes differenciálja majdnem mindenütt létezik. Csak azt kell megmutatnunk, hogy minden ilyen 
С pontban jgrad F(Í)| = |/(C)I- Tegyük fel, hogy ez nincs így. Ha [grad F(f) |< | / (C)i , akkor talál-
ható olyan d>-0, hogy jgrad F f O l ^ |/(C)| — d. De akkor а С pont elég kis £/({) környezetében fenn-
áll az 
F(C')-F(Ç) 
1С, Ci 
d 
= ! / ( C ) | - y 
egyenlőtlenség, ami ellentmond a 74. segédtételnek. 
Analóg módon ha jgradF(Ç)|>|/(Ç)|, akkor egy í„ pontsorozatra, amely a maximális növe-
kedés irányából tart í-hoz, teljesül 
lim 
F(C„)-F(C) 
= jgrad F ( 0 | > ! / ( 0 l , 
1С«. Cl 
ami ismét ellentmond a 74. segédtételnek. A 75. segédtételt bebizonyítottuk. 
76. SEGÉDTÉTEL. Ha F(rj) folytonos függvény és К e függvény olyan nívóhalmaz-komponense, 
amelynek síkbeli Lebesgue-mértéke pozitív, akkor F(rj) teljes differenciálja K-nak majdnem minden 
olyan pontjában nullával egyenlő, ahol a differenciál létezik. 
A b i z o n y í t á s abból adódik, hogy АГ-nak (a síkbeli Lebesgue-mértékre nézve) majdnem 
mindegyik pontja а К komponens sűrűségi pontja, és a F komponensen az F(ij) függvény állandó. 
39. TÉTEL. Legyen f(rj) folytonos függvény, ÇÇ.J rögzített pont és F(Q = 
С 
= F (fi) + j f(rj)dr\. Akkor az F (Ç) függvénynek (a síkbeli Lebesgue-mértékre nézve) 
s 
majdnem mindenütt van teljes differenciálja és £'(£)=/(() majdnem mindenütt. 
BIZONYÍTÁS. A Z F ( 0 függvény majdnem mindenütt való differenciálhatósága szerepel a 75. 
segédtétel állításában. Továbbá F (íj) = 0, grad F(rj)\ ^ 0 csak akkor állhat fenn egyszerre, ha az 
tj pont az F(>;) függvény nem reguláris, vagy nem teljesen reguláris nívóhalmaz-komponenséhez, 
vagy а С pontot tartalmazó komponenshez tartozik. De ilyen komponens legfeljebb megszámlál-
hatóan sok van. A 76. segédtételből következik, hogy bármely komponens azon pontjai halmazá-
nak, ahol jgrad F(if)\ ^0, síkbeli mértéke nulla. Következésképpen mindazon pontok halmaza, 
ahol F'(ij) = 0 és jgrad F(?/)| ^0, nulla mértékű. Ha viszont r]0íK, ahol К az F ( | ) függvény regu-
láris nívóhalmaz-komponense, f(rjo)^0 és az F(rj) függvény teljes differenciálja az rj0 pontban 
létezik, akkor a 75. segédtétel értelmében jgrad F(r;0)| = |/(j)0)|, a 72. segédtétel értelmében pedig 
К növekedési komponens, ha /(>?o)=-0, és К fogyási komponens az ellenkező esetben, vagyis 
F'(r/0)=f(y0) • A tételt bebizonyítottuk. 
K I E G É S Z Í T Ő M E G J E G Y Z É S E K 
C i k k ü n k e t n é h á n y m e g j e g y z é s s e l z á r j u k . 
I . A k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k s í k b e l i é s l i n e á r i s v a r i á c i ó j á n a k m e g s z e r k e s z t é s é t 
b i z o n y o s é r t e l e m b e n v é g l e g e s n e k l e h e t t e k i n t e n i . I t t a k ö v e t k e z ő k r e g o n d o l u n k : 
t 
KÉTVÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEKRŐL (III) 2 2 1 
A) A lineáris variációt a II. fejezet 4. §-ában ismertetett (1—4) tulajdonságok 
jellemzikvagyis h a a V(F) f u n k c i o n á l , a m e l y é r t e l m e z v e v a n m i n d e n J-n f o l y t o n o s 
f ü g g v é n y r e , n e m n e g a t í v , a z e g y e n l e t e s k o n v e r g e n c i á r a n é z v e f e l ü l r ő l f o l y t o n o s , J 
ö n m a g á r a v a l ó h o m e o m o r f l e k é p e z é s e i v e l s z e m b e n i n v a r i á n s é s r e n d e l k e z i k a z z a l 
a t u l a j d o n s á g g a l , h o g y V(Fl+F2)= V(Fl)+V(F1), h a F f i f i é s F2(fi) á l l a n d ó 
a Jx i l l . J2 t a r t o m á n y o n , a m e l y e k ö s s z e g e J , a k k o r e z a f u n k c i o n á l e l ő á l l í t h a t ó 
V(F) = AiVç + (F) + A2V\~ (F) + A3Vh (F) 
a l a k b a n , a h o l Ax, A2, A3 t e t s z é s s z e r i n t i á l l a n d ó k é s a £ p o n t J h a t á r á h o z t a r t o z i k 
( h a J n é g y z e t ) . I l y m ó d o n a z Ax, A2, A3 k o n s t a n s o k t ó l e l t e k i n t v e a l i n e á r i s v a r i á c i ó 
a z e g y e t l e n f u n k c i o n á l , a m e l y r e n d e l k e z i k a z ( 1 — 4 ) t u l a j d o n s á g o k k a l . 
B ) A s í k b e l i v a r i á c i ó d e s k r i p t í v j e l l e m z é s é t a z u t ó b b i i d ő b e n a d t a m e g JE . V . 
GLIVENKO . K i d e r ü l t , h o g y a síkbeli variációt az ( 1 — 7 ) tulajdonságok ( l á s d I I I . f e j . 
l . § ) állandó normáló tényezőtől eltekintve meghatározzák. I l y m ó d o n a t e r m é s z e t e s 
k ö v e t e l m é n y e k — n e m n e g a t i v i t á s , a z e g y e n l e t e s k o n v e r g e n c i á r a v o n a t k o z ó f e l ü l -
r ő l f é l i g - f o l y t o n o s s á g , a f u n k c i o n á l m i n t Borel-halmazokon é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y 
t e l j e s a d d i t i v i t á s a , i n v a r i a n c i a a z é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y b a n v é g z e t t m o z g a t á s s a l 
s z e m b e n , t o v á b b á a W(CF) = [ C j W(F), W ( F f c o n s t . ) = W(F) k ö v e t e l m é n y e k 
s z ü k s é g s z e r ű e n a s í k b e l i v a r i á c i ó r a v e z e t n e k . 
É r d e k e s l e n n e m e g v i z s g á l n i a t ö b b i f o g a l m a k — p r i m i t í v f ü g g v é n y , l i n e á r i s 
i n t e g r á l s t b . — d e s k r i p t í v b e v e z e t é s é n e k l e h e t ő s é g é t . 
I I . « - v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k e s e t é r e a l i n e á r i s é s a s í k b e l i v a r i á c i ó f o g a l m a t ö b b é -
k e v é s b é ö n m ű k ö d ő e n á t v i h e t ő : a lineáris variáció definíciója változatlan marad, 
a síkbeli variáció definíciójában pedig a nívóhalmazok Hausdorff-féle lineáris mértékét 
az (« — 1 )-dimenziós Hausdorff-mértékke! kell helyettesíteni. E k k o r a l l . é s I I I . f e j e z e t 
ö s s z e s t é t e l e i é r v é n y e s e k m a r a d n a k , k i v é v e a t e l j e s d i f f e r e n c i á l l é t e z é s é r ő l s z ó l ó 
3 5 . t é t e l t . K i d e r ü l , h o g y p é l d á u l háromváltozós függvények esetében szükség van 
a „közbenső dimenziószámú" variáció fogalmának bevezetésére. E z a v a r i á c i ó i n t u i t i v e 
a k ö v e t k e z ő e l k é p z e l é s n e k f e l e l m e g . A l i n e á r i s v a r i á c i ó m e g s z e r k e s z t é s é n é l m i n d e g y i k 
n í v ó n a komponensek számát v e s s z ü k f i g y e l e m b e . A h á r o m d i m e n z i ó s v a r i á c i ó m e g -
s z e r k e s z t é s é n é l m i n d e n n í v ó n a komponensek összterületét f o g j u k s z á m í t á s b a v e n n i . 
A „ k ö z b e n s ő " v a g y „ k é t d i m e n z i ó s " v a r i á c i ó m e g a l k o t á s á n á l p e d i g a z a d o t t n í v ó 
komponenseinek összhosszúságát k e l l m e g á l l a p í t a n u n k . M i n d e n a z o n m ú l i k , h o g y a n 
v e z e t j ü k b e a k o m p o n e n s - f e l ü l e t e k h o s s z ú s á g á n a k f o g a l m á t . E g y l e h e t ő s é g p é l d á u l 
a z a l á b b i . A P f e l ü l e t e n r ö g z í t ü n k e g y £ p o n t o t é s k é p e z z ü k a z t a z F f i f i f ü g g v é n y t , 
a m e l y a z ц£P p o n t b a n a fit] p o n t o k P f e l ü l e t m e n t é n m é r t t á v o l s á g á v a l e g y e n l ő . 
V e s s z ü k a z F f i f i f ü g g v é n y l i n e á r i s v a r i á c i ó j á t . A k a p o t t L(P, £) s z á m o t e l n e v e z z ü k 
a P f e l ü l e t £ - r e v o n a t k o z ó h o s s z ú s á g á n a k . C s ő a l a k ú f e l ü l e t e k n é l a z L(P, £ ) s z á m 
k ö z e l l e s z a c s ő i n t u i t í v é r t e l e m b e n v e t t „ h o s s z ú s á g á h o z " . A k e l l e m e t l e n s é g a b b a n 
á l l , h o g y L(P, £) függ a £ ponttól. L e h e t s é g e s v o l n a a z L(P) = i n f L(P, fi) d e f i n í c i ó . 
up 
H a m o s t k é p e z z ü k a v2(t)=~LL(P) ö s s z e g e t a t n í v ó v a l a m e n n y i P k o m p o n e n s é r e , 
+ » 
a k k o r a V2(F)= | v2(t)dt s z á m o t e l f o g a d h a t j u k a h á r o m v á l t o z ó s f ü g g v é n y két-
dimenziós variációja g y a n á n t . H a VfiF) j e l e n t i a z F ( f i f ü g g v é n y l i n e á r i s , V3(F) 
' E kérdés vizsgálatában (a gömbfelület esetére) részt vett Sz. M . PLOTNYIKOVA. 
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p e d i g a „ h á r o m d i m e n z i ó s " v a r i á c i ó j á t , a k k o r p é l d á u l a V f F ) ( í = 1, 2 , 3 ) v a r i á c i ó k 
e g y i d e j ű k o r l á t o s s á g a m a g a u t á n v o n j a F(rj) t e l j e s d i f f e r e n c i á l j á n a k m a j d n e m m i n -
d e n ü t t v a l ó l é t e z é s é t . A n a l ó g m ó d o n é r t e l m e z n i l e h e t n e a k á r h á n y v á l t o z ó j ú f ü g g -
v é n y e k ö s s z e s „ k - d i m e n z i ó s " v a r i á c i ó i t é s e z e k n e k a k = 1 , 2 , . . . , n é r t é k e k r e v a l ó 
e g y i d e j ű k o r l á t o s s á g á b ó l s z i n t é n k ö v e t k e z n é k a f ü g g v é n y m a j d n e m m i n d e n ü t t v a l ó 
d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g a . A z é r t e l m e z é s n e k e z a m ó d j a a z o n b a n s e m m i k é p p s e m k ö t e -
lező ' . A k - d i m e n z i ó s v a r i á c i ó k a t b e l e h e t v e z e t n i s z á m o s e g y é b , l é n y e g e s e n k ü l ö n b ö z ő 
m ó d o n is , u g y a n a z z a l a s i k e r r e l . E n n e k e l l e n é r e ú g y v é l e m , h o g y m i n d e n a l a p m e g v a n 
a z « - v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k „ k - d i m e n z i ó s " t u l a j d o n s á g a i n a k f i g y e l m e s t a n u l m á n y o z á s á r a 
é s a z i l y e n f ü g g v é n y e k v a l ó b a n g e o m e t r i a i j e l l e m z ő i n e k k e r e s é s é r e . E z z e l k a p c s o l a t b a n 
m e g k e l l m é g j e g y e z n i , h o g y a z « - v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k é s a z ( n — l ) - d i m e n z i ó s f e l ü -
l e t e k , , k - d i m e n z i ó s " j e l l e m z ő i n e k k é r d é s e s z o r o s a n ö s s z e f ü g g e g y m á s s a l . í g y v a l a -
m e l y k é t d i m e n z i ó s f e l ü l e t é r i n t ő s í k j á n a k m a j d n e m m i n d e n ü t t v a l ó l é t e z é s é h e z 
e l é g s é g e s f e l s z í n é n e k é s a f e n t b e v e z e t e t t é r t e l e m b e n v e t t h o s s z ú s á g á n a k e g y i d e j ű 
k o r l á t o s s á g a . M a g a s a b b d i m e n z i ó j ú f e l ü l e t e k e s e t é b e n v i s z o n t f e l m e r ü l o l y a n f a j t a 
j e l l e m z ő k s z ü k s é g e s s é g e , m i n t « - d i m e n z i ó s f e l ü l e t „ k - d i m e n z i ó s " h o s s z ú s á g a . V é g ü l 
a z a z e l é g m e s s z e m e n ő p á r h u z a m o s s á g , a m e l y e g y r é s z t a s í k b e l i v a r i á c i ó é s a Lebesgue-
f é l e k e t t ő s i n t e g r á l , m á s r é s z t a l i n e á r i s v a r i á c i ó é s a l i n e á r i s i n t e g r á l k a p c s o l a t a 
k ö z ö t t m u t a t k o z i k , f e l v e t i a k é r d é s t , n e m l e h e t - e « - v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k r e , h o g y 
ú g y m o n d j u k , „ k - d i m e n z i ó s " i n t e g r á l j e l l e g ű m e n n y i s é g e t s z e r k e s z t e n i . S a j n o s , a z 
e b b e a z i r á n y b a v e z e t ő u t a k m é g e g y á l t a l á n n e m v i l á g o s a k . 
I I I . A z egyetlen v a l ó s v á l t o z ó j ú f ü g g v é n y e k e l m é l e t e s z e m p o n t j á b ó l a folyto-
nosan differenciálható f ü g g v é n y e k „ideálisan simák". A t ö b b v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k r e 
v a l ó á t t é r é s n é l l é n y e g e s s z e r e p h e z j u t a t ö b b s z ö r i d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g . Ú g y l á t s z i k , 
e b b e n a z e s e t b e n a z n-szer folytonosan differenciálható n-változós függvények a z 
„ i d e á l i s a n s i m a " f ü g g v é n y e k . P é l d á u l e f ü g g v é n y e k o s z t á l y á b a n i g a z a z , h o g y a 
p r i m i t í v f ü g g v é n y n ö v e k m é n y e e g y e n l ő a d e r i v á l t i n t e g r á l j á v a l , h o g y a l i n e á r i s 
v a r i á c i ó k o r l á t o s , h o g y m a j d n e m m i n d e n n í v ó h a l m a z s i m a s t b . A d o l o g l é n y e g e , 
ú g y l á t s z i k , a b b a n r e j l i k , h o g y л - s z e r d i f f e r e n c i á l h a t ó « - v á l t o z ó s f ü g g v é n y s z i n g u l á r i s 
p o n t j a i — g r a d i e n s é n e k z é r u s h e l y e i — a n í v ó k n a k e g y n u l l a m é r t é k ű r e n d s z e r é n 
h e l y e z k e d n e k e l . E z z e l k a p c s o l a t b a n n a g y o n f o n t o s n a k t ű n i k a n n a k a k i d e r í t é s e , 
m e n n y i r e é r v é n y e s ü l a s i m a s á g k ö v e t e l m é n y é n e k e s z i g o r í t á s a a p r i m i t í v f ü g g v é n y n e k 
a d e r i v á l t b ó l v a l ó e g y é r t e l m ű m e g h a t á r o z h a t ó s á g á b a n ( l á s d I V . f e j . 2 . §). S p e c i á l i s a n : 
k ü l ö n b ö z h e t - e l é n y e g e s e n ( n e m c s a k k o n s t a n s b a n ) k é t Ffrj), F2(>l) f ü g g v é n y , a m e l y e k 
a k é t d i m e n z i ó s g ö m b f e l ü l e t e n v a n n a k é r t e l m e z v e , o t t f o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó k , 
é s a m e l y e k n e k u g y a n a z o n ( p o n t r a v o n a t k o z ó d e r i v á l t j a m e g e g y e z i k ? H a e r r e 
a k é r d é s r e a v á l a s z t a g a d ó l e s z , a k k o r n a p i r e n d r e k e r ü l a D x o s z t á l y h o z t a r t o z ó 
f ü g g v é n y e k d e r i v á l t j u k b ó l v a l ó m e g h a t á r o z á s á n a k p r o b l é m á j a , v a g y i s a z a f e l a d a t , 
h o g y a l i n e á r i s i n t e g r á l n a k a I V . f e j e z e t l . § - á b a n j a v a s o l t k o n s t r u k c i ó j á t m á s , 
t ö k é l e t e s e b b k o n s t r u k c i ó v a l h e l y e t t e s í t s ü k . M e g e m l í t j ü k m é g , h o g y a „ j ó " l e k é p e z é s 
n y e r é s e é r d e k é b e n a f ü g g v é n y t ő l m e g k í v á n a n d ó s i m a s á g n a k a z é r t e l m e z é s i t a r t o -
m á n y d i m e n z i ó s z á m á t ó l v a l ó f ü g g é s e m e g f i g y e l h e t ő к s z á m ú « - v á l t o z ó s f ü g g v é n y b ő l 
á l l ó r e n d s z e r e k n é l i s . E b b e n a z i r á n y b a n a z u t ó b b i i d ő b e n A . JA . DUBOVICKIJ é l e s , 
e g y a 15 . t é t e l l e l a n a l ó g t é t e l t á l t a l á n o s í t ó , e r e d m é n y t k a p o t t . K i d e r ü l , h o g y e b b e n 
a z e s e t b e n m i n d e g y i k f ü g g v é n y (« — k + l ) - s z e r v a l ó d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g á r a v a n 
s z ü k s é g . 
I V . É r d e k e s n e k l á t s z i k a z a l e h e t ő s é g , h o g y g e o m e t r i a i l a g t a n u l m á n y o z z u k a z 
« - d i m e n z i ó s k o c k a k - d i m e n z i ó s k o c k á b a v a l ó l e k é p e z é s e i t u g y a n ú g y , a h o g y a n 
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a k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k e t , v a g y i s a n é g y z e t n e k e g y e n e s s z a k a s z r a v a l ó l e k é p e z é s e i t 
v i z s g á l t u k . I t t a l e k é p e z é s t u l a j d o n s á g a i n a k u g y a n o l y a n , „ d i m e n z i ó s z á m s z e r i n t i " 
s z é t e s é s e v á r h a t ó , m i n t e g y e t l e n f ü g g v é n y e s e t é b e n . A m e n n y i r e e l ó ' t t ü n k i s m e r e t e s , 
a z я - d i m e n z i ó s k o c k á n a k н - d i m e n z i ó s r a v a l ó l e k é p e z é s é r e v o n a t k o z ó e s e t k i v é t e l é v e l 
( l á s d p l . [ 12 ] ) e z e n a t é r e n s e m m i s i n c s e l i n t é z v e . 
V . A m i n t a I I I . f e j e z e t b e n m á r r á m u t a t t u n k , a k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k é s a 
f e l ü l e t e k t a n u l m á n y o z á s a s z o r o s a n ö s s z e f ü g g e g y m á s s a l . S p e c i á l i s a n a s í k b e l i 
v a r i á c i ó f o g a l m a l e h e t ó ' v é t e s z i a p a r a m é t e r e s e n m e g a d o t t f e l ü l e t e k Lebesgue-féle 
f e l s z í n é n e k k é n y e l m e s v i z s g á l a t á t . N e m l é v é n l e h e t ó ' s é g e m r ö v i d e n é s m é g i s v a l a -
m e n n y i r e é r t h e t ó ' e n m e g v i l á g í t a n i e z t a k é r d é s t , c s a k a z t j e g y z e m m e g , h o g y a z 
FÁr\) „ t á v o l s á g f ü g g v é n y " s í k b e l i v a r i á c i ó j a a k o r l á t o s F e é e s g i / e - f e l s z í n n e l r e n d e l k e z ő 
P f e l ü l e t e n m e g a d j a „ £ k ö r z e t é n e k " , v a g y i s a z o n ц p o n t o k h a l m a z á n a k f e l s z í n é t , 
a m e l y e k a | p o n t t ó l , a P f e l ü l e t m e n t é n m é r v e , v é g e s t á v o l s á g b a n h e l y e z k e d n e k 
e l . K i d e r ü l , h o g y k o r l á t o s F e ú e í g i / e - f e l s z í n ű P f e l ü l e t e g é s z f e l s z í n e m e g s z á m l á l h a t ó a n 
s o k i l y e n k ö r z e t b e n ö s s z p o n t o s u l . T e r m é s z e t e s d o l o g o l y a n f e l ü l e t e k f e l s z í n é n e k 
v i z s g á l a t a , a m e l y e k n e m p a r a m é t e r e s e n , h a n e m b i z o n y o s m e g s z o r í t á s o k n a k a l á -
v e t e t t m e t r i k u s t é r k é n t v a n n a k m e g a d v a . T ö b b e k k ö z ö t t é r d e k e s l e n n e t i s z t á z n i , 
h o g y a z i l y e n a b s z t r a k t m ó d o n é r t e l m e z e t t f e l ü l e t e k m e l y o s z t á l y á r a l e s z a z F((rj) 
„ t á v o l s á g f ü g g v é n y " s í k b e l i v a r i á c i ó j a m i n d e n e g y e s „ k ö r z e t b e n " i n v a r i á n s a z e z e n 
k ö r z e t h e z t a r t o z ó p o n t m e g v á l a s z t á s á v a l s z e m b e n . V a n a l a p a n n a k f e l t é t e l e z é s é r e , 
h o g y a f e l ü l e t e k n e k e z a z o s z t á l y a s o k t e k i n t e t b e n „ j ó n a k " f o g b i z o n y u l n i . 
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A Magyar Tudományos Akadémia III. (Matematikai és Fizikai) Osztályának Közleménye, 
változó terjedelmű füzetekben jelennek meg, és az Akadémia III. Osztályának felolvasóülésén bemu-
tatott matematikai dolgozatokat, valamint egyéb dolgozatokat, referátumokat, továbbá az Osztály 
munkájára vonatkozó közleményeket, könyvismeretetéseket stb. közölnek. Évenként egy kötet 
jelenik meg (négy szám alkot egy kötetet). 
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III. Osztályának Közleményei. 
Budapest, V., Nádor u. 7. 
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Minden szerzőt 100 különlenyomat illet meg megjelent munkájáért. 
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A Közlemények előfizetési ára kötetenként belföldi címre 40 forint, külföldi címre 60 forint. 
Belföldi megrendelések az Akadémiai Kiadó, Budápest, V., Alkotmány u. 21. (Magyar Nemzeti 
Bank egyszámlaszám: 05-915-111-46), külföldi megrendelések a „Kultúra" Könyv- és Hírlap Kül-
kereskedelmi Vállalat, Budapest, I., Éő utca 32. (Magyar Nemzeti Bank egyszámlaszám: 43-790-
057-181) útján eszközölhetők. 
A Magyar Tudományos Akadémia III. (Matematikai és Fizikai) Osztálya a következő idegen 
nyelvű folyóiratokat adja ki: 
1. Acta Mathematica Hungarica 
2. Acta Physica Hungarica. 
A. N. KOLMOGOROV AKADÉMIKUS 60 ÉVES 
E z é v á p r i l i s 2 5 - é n t ö l t ö t t e b e h a t v a n a d i k é l e t é v é t k o r u n k e g y i k l e g -
k i e m e l k e d ő b b m a t e m a t i k u s — t e r m é s z e t t u d ó s e g y é n i s é g e : ANDREJ NYIKOLÁJEVICS 
KOLMOGOROV. H a t v a n a d i k s z ü l e t é s n a p j á t b a r á t a i é s t a n í t v á n y a i k ö r é b e n ü n n e p e l t e 
a m o s z k v a i m a t e m a t i k u s t á r s a s á g b a n , a h o l e g y i k l e g t e h e t s é g e s e b b t a n í t v á n y a , 
V . I . ARNOLD s z á m o l t b e m e s t e r e e r e d m é n y e i r ő l a k l a s s z i k u s m e c h a n i k á b a n , m a j d 
m a g a a z ü n n e p e l t t a r t o t t e l ő a d á s t : „ M u n k á m g y a k o r l a t á b ó l " c í m m e l . M u n k á j a 
e l i s m e r é s e k é n t 6 0 . s z ü l e t é s n a p j á n L e n i n - r e n d d e l t ü n t e t t é k k i , s m i n d e n t e k i n t é l y e s 
s z o v j e t n a p i l a p k ü l ö n c i k k b e n is m e g e m l í t e t t e é r d e m e i t . H a z á n k b a n n e m m a t e m a -
t i k u s o k e l ő t t s e m i s m e r e t l e n a n e v e . M é g n a p i l a p j a i n k is í r t a k r ó l a , h o g y e z é v b e n 
a z o l a s z B a l z a n - d í j j a l t ü n t e t t é k k i , m á s r é s z t a k i b e r n e t i k a filozófiai p r o b l é m á i r ó l 
i r t c i k k e i n e m r é g j e l e n t e k m e g m a g y a r n y e l v e n i s . 
N e v e m a m á r e g y b e f o n ó d o t t a m o d e r n m a t e m a t i k a e g y i k l e g f o n t o s a b b á g á n a k , 
a v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s n a k m e g a l a p o z á s á v a l é s a z ó t a is ú g y i s m e r j ü k , m i n t a k i 
j e l e n t ő s e r e d m é n y e i t a v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s b a n é r t e e l . P e d i g a v a l ó s z í n ű s é g s z á -
m í t á s o n k í v ü l a m a t e m a t i k á n a k s z i n t e m i n d e n á g a f o g l a l k o z t a t t a é s i d ő s z a k o n k é n t 
e g y m á s t ó l e g é s z e n t á v o l á l l ó t e r ü l e t e k e n ér el k o r s z a k a l k o t ó , j e l e n t ő s e r e d m é n y e k e t . 
A M o s z k v a i E g y e t e m r e 1 9 2 0 - b a n i r a t k o z o t t b e , s m i e l ő t t m a t e m a t i k á v a l k e z -
d e t t f o g l a l k o z n i , e g y t ö r t é n e l m i t á r g y ú d o l g o z a t o t í r t a r é g i N o v g o r o d f ö l d v i s z o -
n y a i r ó l X V . é s X V I . s z á z a d i d o k u m e n t u m o k a l a p j á n . 
A m o s z k v a i m a t e m a t i k u s i s k o l a k i a l a k í t á s á b a n , m e l y é p p e n e b b e n a z i d ő b e n 
i n d u l t f e j l ő d é s n e k , N . N . LUZIN , P . S Z . ALEKSZANDROV é s A . JA . HINCSIN m e l l e t t 
s z i n t e f e l b e c s ü l h e t e t l e n é r d e m e i v a n n a k . N e m c s a k a v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s i i s k o l a 
m e g t e r e m t é s é b e n , h a n e m a f u n k c i o n á l a n a l í z i s , t o p o l ó g i a é s s o r e l m é l e t i s k o l á i k i -
a l a k í t á s á b a n is j e l e n t ő s a s z e r e p e . J e l e n l e g i s m é t e g y ú j i s k o l a — t a l á n n e v e z h e t -
n é n k e z t k i b e r n e t i k a i n a k — k i a l a k í t á s á n d o l g o z i k fiatal t a n í t v á n y a i k ö r é b e n . A f e l -
s o r o l á s b a n e g y á l t a l á n n e m t ö r e k e d t e m t e l j e s s é g r e . H o g y t e l j e s m é r t é k b e n m e g é r t -
s ü k h a t á s á n a k j e l e n t ő s é g é t , r é s z t ke l l v e n n i s z e m i n á r i u m a i n , e l k e l l j á r n i a t á r s u l a t 
ü l é s e i r e é s l á t n i ke l l a z t a z e l e v e n , á l l a n d ó m o z g á s b a n l e v ő m a t e m a t i k a i é l e t e t , 
m e l y e t m a g a k ö r ü l k i a l a k í t . É s m é g a k k o r s e m t u d j a a z e m b e r t e l j e s e n m e g é r t e n i 
m i l e l k e s e d é s é n e k és s z e n v e d é l y e s m u n k á j á n a k , c s o d á l a t o s e r e d m é n y e i n e k , a k ö r ü -
l ö t t e k i a l a k u l t l é g k ö r n e k a „ t i t k a " . N i n c s m a g a t a r t á s á b a n s e m m i t i t o k z a t o s é s 
m e g f e j t h e t e t l e n , é s é p p e n e b b e n v a n a j e l e n t ő s é g e , m e r t ú g y m u t a t k o z i k m e g m i n -
d i g , m i n t e g é s z e m b e r , a k á r a r r ó l v a n s z ó , h o g y v a l a m i ú j e r e d m é n y t k e l l e l m a g y a -
r á z n i a , e s e t l e g m e g é r t e n i e , a k á r a r r ó l , h o g y v a l a m i s p o r t v e r s e n y t r e n d e z z e n t a n í t -
v á n y a i k ö z ö t t , a m i b e n m a g a is r é s z t v e s z . H a a r r a v a g y u n k k í v á n c s i a k , h o g y m i b e n 
k ü l ö n b ö z i k n a g y e l ő d e i t ő l , n a g y o n k e v é s ú j a t t u d n á n k m o n d a n i . M i n d e n e g y s z e -
r ű s é g e és e m b e r s é g e e l l e n é r e a z o n b a n v a l a m i k i e m e l i k ö r n y e z e t é b ő l . M i n d i g a d o l -
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g o k l e g m é l y é r e a k a r n é z n i , s a m i t c s i n á l , a z t l e l k e s e d é s s e l , s z e n v e d é l y e s e n c s i n á l j a 
és h o g y m e n n y i t k e l l n e k i m a g á n a k é s a z t á n t a n í t v á n y a i n a k v a g y m á s o k n a k a m e g -
o l d á s é r d e k é b e n d o l g o z n i , s z i n t é n j ó l t u d j a . I s k o l á j a m i n d i g ú g y m ű k ö d i k , m i n t 
e g y j ó g é p e z e t . T a n í t v á n y a i , m u n k a t á r s a i f e l v e t e t t p r o b l é m á i t m i n d i g ú t m u t a t ó n a k 
t e k i n t i k , m é g e l e j t e t t m e g j e g y z é s e i n e k i s k o m o l y j e l e n t ő s é g e t t u l a j d o n í t a n a k , m e l y e -
k e t a z a d o t t p r o b l é m a m e g o l d á s á v a l k a p c s o l a t b a n f e l t é t l e n figyelembe k e l l v e n n i . 
J e l e n t ő s é g é t é p p e n a p r o b l é m á k l é n y e g é n e k a m e g f o g a l m a z á s á b a n l á t j á k , m i n d i g 
m e g t u d j a m u t a t n i a f e l a d a t j e l e n t ő s é g é t é s p e r s p e k t í v á i t . K ö z v e t l e n t a n í t v á n y a i n a k 
s z á m a t ö b b m i n t ö t v e n , k ö z ö t t ü k a s z o v j e t m a t e m a t i k u s é l e t o l y a n j e l e n t ő s e g y é -
n i s é g e i v a n n a k , m i n t A . I . MALCEV , M . D . MILLIONSCSIKOV, I . M . GELFAND, 
В. V . GNYEGYENKO, A . M . OBUHOV , E . B . DINKIN , S Z . M . NYIKOLSZKIJ, J U . V . 
PROHOROV, A . S Z . MONYIN , A . M . JAGLOM, S Z . H . SZIRAZSGYINOV, R . L . DOBRUSIN, 
В . V . SZEVASZTYJANOV, a fiatalabbak k ö z ü l ARNOLD , SZINAJ, ROZANOV, SIRJAJEV, 
TYIHOMIROV, VITUSKIN, OFFMAN , h o g y c s a k a l e g j e l e n t ő s e b b e k e t e m l í t s e m , s e m m i -
k é p p e n s e m t ö r e k e d v e a t e l j e s s é g r e . 
T a n í t v á n y a i , e g y b e n b a r á t a i , g y a k r a n e g é s z é l e t ü k r e s z ó l ó ú t m u t a t á s t k a p t a k 
a z o k b ó l a p r o b l é m á k b ó l , m e l y e k k e l t a n u l m á n y a i k a l a t t KOLMOGOROV ő k e t m e g -
i s m e r t e t t e . P r o b l é m á i a z o n b a n n e m á l t a l á n o s a n m e g f o g a l m a z o t t a k , a z e m b e r e k -
h e z s z a b j a ő k e t . K u t a t á s i m ó d s z e r é b e n t a l á n a l e g f o n t o s a b b m o z z a n a t , h o g y a 
v a l ó s v i l á g o b j e k t í v t ö r v é n y s z e r ű s é g e i n e k f e l f e d e z é s é b e n l á t j a a m a t e m a t i k a f e l 
a d a t á t . R á k e l l j ö n n i a t ö r v é n y s z e r ű s é g r e , m é g h a a z u t á n a b i z o n y í t á s h o s s z a d a l m a s 
é s f á r a d s á g o s m u n k a i s . A m a t e m a t i k u s m u n k á j á b a n is a f ö l f e d e z é s l e g y e n a h a j t ó e r ő . 
I f j ú k o r a ó t a fiatalos l e l k e s e d é s s e l a m a t e m a t i k á n a k é s m á s t e r m é s z e t t u d o m á -
n y o k n a k , h o l e b b e n , h o l a b b a n a z á g á b a n é r e l e g é s z e n r ö v i d i d ő a l a t t a l a p v e t ő 
e r e d m é n y e k e t . F o g l a l k o z o t t é s f o g l a l k o z i k v a l ó s f ü g g v é n y t a n n a l , v a l ó s z í n ű s é g -
s z á m í t á s s a l , m a t e m a t i k a i l o g i k á v a l , m a t e m a t i k a i s t a t i s z t i k á v a l , a n a l í z i s s e l , h a l m a z -
e l m é l e t t e l , k i b e r n e t i k á v a l , g e o m e t r i á v a l , t o p o l ó g i á v a l , f u n k c i o n á l a n a l í z i s s e l , m a t e -
m a t i k a t ö r t é n e t t e l é s a m a t e m a t i k a filozófia p r o b l é m á i v a l , m e c h a n i k á v a l é s g e o -
fizikával i s . S o k fiatal m a t e m a t i k u s t a n u l h a t t ő l e m é g m a is a 6 0 é v e s t u d ó s t ó l l e l -
k e s e d é s t , fiatalosságot. 
1 9 2 2 - b e n é r t e e l e l s ő e r e d m é n y e i t a d e s k r i p t i v h a l m a z e l m é l e t b e n , m a j d a t r i -
g o n o m e t r i k u s s o r o k e l m é l e t é v e l , a z i n t e g r á l f o g a l o m k i a l a k í t á s á v a l , m é r t é k e l m é l e t i 
p r o b l é m á k k a l , l o g i k á v a l é s h a l m a z e l m é l e t t e l f o g l a l k o z i k . M i n d i g a l e g é g e t ő b b , 
l e g f o n t o s a b b p r o b l é m á k é r d e k l i k , e r e d m é n y e i m a is f r i s s e k é s ú t m u t a t ó a k . 
így van ez pl. a trigonometrikus sorok elméletében, ahol az ő kutatásai hosz-
szú ideig a problémakör lezárását jelentették. A mi TANDORI KÁROLYunk érdeme 
is, hogy KOLMOGOROV eredményei ismét előtérbe kerültek. Éppen TANDORI mun-
kásságával kapcsolatban jegyezte meg KOLMOGOROV, hogy véleménye szerint ezen 
az igen nehéz területen, oly hosszú szünet után, ismét történt előrehaladás s nagyon 
örült, hogy az ő régi kutatásaihoz kapcsolódva jutottak ilyen kitűnő eredményekre. 
A 3 0 - a s é v e k b e n é r d e k l ő d é s é n e k k ö z é p p o n t j á b a n a v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s á l l . 
Ú t m u t a t ó m u n k á j a m i n d j á r t a z e l e j é n k e t t ő s j e l l e g ű , e g y r é s z t a z e l m é l e t p o n t o s 
l o g i k a i m e g a l a p o z á s a , m á s r é s z t a v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s f e l h a s z n á l á s i é s k u t a t á s i 
t e r ü l e t é n e k k i t e r j e s z t é s e . M i n d k é t f e l a d a t o t m e g o l d o t t a , s z i n t e e g y i d ő b e n . A „ V a l ó -
s z í n ű s é g e l m é l e t a l a p v e t ő f o g a l m a i " c í m ű m u n k á j á b a n s z i g o r ú m e g a l a p o z á s á t a d j a 
e n n e k a z e l m é l e t n e k , m e l y e t a z ó t a v a l a m e n n y i s z á m o t t e v ő t u d ó s e l f o g a d o t t s m a 
m á r m i n d e n v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s i k u t a t á s n a k e z k é p e z i a z a l a p j á t . 
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„ A v a l ó s z í n ű s é g e l m é l e t a n a l i t i k u s m ó d s z e r e i ; " c í m ű m u n k á j á b a n p e d i g a 
v a l ó s z í n ű s é g i f o l y a n i a t o k e g y i k l e g f o n t o s a b b o s z t á l y á v a l , a A / a r / c o r - f o l y a m a t o k 
e l m é l e t é v e l v a g y m á s n é v e n A d i f f ú z i ó s f o l y a m a t o k e l m é l e t é v e l f o g l a l k o z i k . K O L -
MOGOROV e z e n k u t a t á s a i k é p e z t é k n e m c s a k a s z t o c h a s z t i k u s f o l y a m a t o k e l m é l e t é -
n e k a l a p v e t ő k i i n d u l á s i p o n t j á t , d e a m o s z k v a i p a r c i á l i s d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k i s k o l a 
k i a l a k u l á s á t is i n n e n l e h e t s z á m í t a n i . 
A 3 0 - a s é v e k b e n m é g s z á m o s a l a p v e t ő c i k k e j e l e n i k m e g a s z t o c h a s z t i k u s f o l y a -
m a t o k e l m é l e t é r ő l , a d i f f ú z i ó s f o l y a m a t o k a l k a l m a z á s a i r ó l a b i o l ó g i á b a n , a f ü g g e t -
l e n n ö v e k m é n y ű f o l y a m a t o k á l t a l á n o s t á r g y a l á s á r ó l . A 4Ö-es é v e k e l e j é n a s t a c i o -
n á r i u s f o l y a m a t o k és a H i l b e r t t e r e k o p e r á t o r a i n a k s p e k t r á l e l ő á l l í t á s a k ö z ö t t i m é l y 
k a p c s o l a t o t t á r j a f e l : m e g m u t a t j a , h o g y m i n d e n s t a c i o n á r i u s £ ( í ) f o l y a m a t e l ő -
á l l í t h a t ó 
£(/) = Jea'dz(X) 
a l a k b a n , a h o l z ( A ) e g y o r t o g o n á l i s n ö v e k m é n y ű f o l y a m a t , m e l y n e k s z ó r á s n é g y -
z e t e a f o l y a m a t s p e k t r á l e l o s z l á s á t a d j a . A h á b o r ú a l a t t f o g l a l k o z i k a v a l ó s z í n ű s é g -
s z á m í t á s a l k a l m a z á s a i v a l t ü z é r s é g i p r o b l é m á k r a , m a j d k ö z v e t l e n a h á b o r ú u t á n 
a z e l á g a z ó f o l y a m a t o k e l m é l e t é v e l s a z o k fizikai a l k a l m a z á s a i v a l . A z ö t v e n e s é v e k -
b e n a z i n f o r m á c i ó e l m é l e t b e n é r e l j e l e n t ő s e r e d m é n y e k e t , m a j d v a l ó s z í n ű s é g s z á -
m í t á s i é s i n f o r m á c i ó e l m é l e t i m ó d s z e r e k k e l a d i n a m i k u s r e n d s z e r e k e l m é l e t é b e n 
v a g y m á s n é v e n e r g o d e l m é l e t b e n é r e l o l y a n e r e d m é n y t , m e l y a z e g é s z e l m é l e t 
ú j a b b v i r á g z á s á h o z v e z e t . K ö z b e n f o g l a l k o z i k m a t e m a t i k a i - s t a t i s z t i k a i p r o b l é m á k -
k a l i s . E z a f e l s o r o l á s e g y á l t a l á n n e m k i m e r í t ő , n e m ö l e l i f e l m é g f u t ó l a g s e m m i n d -
a z o k a t a v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s i p r o b l é m á k a t s e m , m e l y e k k e l A . N . KOLMOGOROV 
e d d i g f o g l a l k o z o t t . N e m á l l r e n d e l k e z é s ü n k r e a z a t á v l a t , m e l y n e k s e g í t s é g é v e l 
i g a z á n l e m é r h e t n é n k KOLMOGOROV j e l e n t ő s é g é t , a k á r c s a k a v a l ó s z í n ű s é g s z á m í -
t á s b a n i s . 
E g y á l t a l á n n e m b e s z é l t e m a m a t e m a t i k a m á s á g a i b a n v é g z e t t k u t a t á s a i r ó l , 
n e m m i n t h a a z o k k e v é s b é l e n n é n e k j e l e n t ő s e k , d e e g y i l y e n r ö v i d m e g e m l é k e z é s -
b e n e r r e n i n c s l e h e t ő s é g é s m ó d , m á s r é s z t a z o l v a s ó r é s z l e t e s k é p e t k a p h a t r ó l a a z 
У с п е х и М а т . Н а у к 1 9 5 3 - a s é v f o l y a m á b a n A . JA . HINCSIN é s P . S z . ALEKSZANDROV 
t o l l á b ó l m e g j e l e n t , KOLMOGOROV é l e t e m u n k á j á t i s m e r t e t ő c i k k b ő l . 
A z a l á b b i a k b a n c s a k v á z l a t o s a n f e l s o r o l n á m m i n d a z o n á g a i t a m a t e m a t i k á n a k , 
m e l l y e l a z 1 9 5 3 ó t a e l t e l t i d ő b e n f o g l a l k o z o t t . A m á r e m l í t e t t i n f o r m á c i ó e l m é l e t i 
é s e r g o d e l m é l e t i ú t t ö r ő m u n k á s s á g á n k í v ü l f o g l a l k o z o t t k l a s s z i k u s m e c h a n i k a i 
p r o b l é m á k k a l — e z e k r ő l t a r t o t t e l ő a d á s t a z a m s z t e r d a m i m a t e m a t i k u s k o n g r e s z -
s z u s o n . HILBERT 1 3 - i k p r o b l é m á j á v a l k a p c s o l a t o s e r e d m é n y e k r ő l S z . N A G Y BÉLA 
a k a d é m i k u s b e s z á m o l t HILBERTLŐI s z ó l ó m e g e m l é k e z é s é b e n , i t t c s a k a n n y i t t e n -
n é k h o z z á , h o g y e z e k a z e r e d m é n y e k k é p e z t é k a k i i n d u l ó p o n t j á t a z o k n a k a z a l a p -
v e t ő k u t a t á s o k n a k , m e l y e k e t a f ü g g v é n y k ö z e l í t é s e k e l m é l e t é b e n i n f o r m á c i ó e l m é -
l e t i m ó d s z e r e k k e l KOLMOGOROV é s t a n í t v á n y a i (VITUSKIN , TYIHOMIROV) e l é r t e k . 
A s z t o c h a s z t i k u s f o l y a m a t o k e l m é l e t é b e n é s k ü l ö n ö s e n a z o k a l k a l m a z á s a i t e r é n 
e l é r t e r e d m é n y e i m i n d i g e s e m é n y s z á m b a m e n n e k v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s i k ö r ö k b e n , 
e r r ő l t a n ú s k o d n a k a z a z ó t a a z ő v e z e t é s é v e l a l a p í t o t t Т е о р и я в е р о я т н о с т е й и е е 
п р и м е н е н и я с . f o l y ó i r a t b a n m e g j e l e n t c i k k e i . F i a t a l o s h é v v e l f o g l a l k o z i k a z u t ó b b i 
é v e k b e n a m a t e m a t i k a i s t a t i s z t i k a m ó d s z e r e i v e l . K ü l ö n ö s e n a n y e l v é s z e t b e n é s 
a f o l y a m a t o k s t a t i s z t i k á j a t e r é n e l é r t e r e d m é n y e i é r t é k e s e k . 
í 
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N a g y m u n k a b í r á s á r a é s l e n d ü l e t é r e j e l l e m z ő , h o g y m é g t á b l á z a t o k ö s s z e á l -
l í t á s i m u n k á j á b a n i s r é s z t v e s z . A l e g u t ó b b i é v e k b e n i s m é t v i s s z a t é r t a m a t e m a t i k a i 
l o g i k a p r o b l é m á i h o z é s a z a u t o m a t á k e l m é l e t é v e l f o g l a l k o z i k . A k í v ü l á l l ó s z á m á r a 
ú g y t ű n i k , h o g y i t t e g y m á s t ó l t á v o l á l l ó s e g y m á s s a l s e m m i l y e n k a p c s o l a t b a n n e m 
l e v ő , a p r o b l é m á k n a k s z i n t e v é l e t l e n s z e r ű k i v á l a s z t á s á r ó l v a n s z ó . E z e g y á l t a l á n 
n i n c s í g y , m e g o l d o t t é s k i t ű z ö t t p r o b l é m á i e g y e g y s é g e s e g é s z s z o r o s k a p c s o l a t b a n 
l e v ő l á n c s z e m e i . A k a p c s o l a t o t v a l ó b a n s o k s z o r n a g y o n n e h é z k í v ü l r ő l é s z r e v e n n i , 
m i n t p l . HILBERT 13 . f e l a d a t á n a k m e g o l d á s a é s a z e - e n t r ó p i a f o g a l m a k ö z ö t t a f ü g g -
v é n y k ö z e l í t é s e k e l m é l e t é b e n , d e a m é l y e b b v i z s g á l a t e z t k i d e r í t i . U g y a n ú g y m i n t a z 
a u t o m a t á k e l m é l e t e s a t á b l á z a t o k k é s z í t é s e k ö z ö t t i k a p c s o l a t s e m a v é l e t l e n m ű v e . 
A . N . KOLMOGOROV n e m a z „ é l e t t ő l e l s z a k a d t " t u d ó s , a k ö z é l e t p r o b l é m á i 
n e m c s a k é r d e k l i k , d e a k t í v a n r é s z t i s v e s z b e n n ü k . A z И з в е с т и я с . n a p i l a p b a n 
s z i n t e r e n d s z e r e s e n j e l e n n e k m e g c i k k e i a S z o v j e t u n i ó t u d ó s k é p z é s é r ő l é s m á s p r o b -
l é m á k r ó l . C i k k e i t m i n d i g a z e l ő r e m u t a t á s s z á n d é k a i r a t j a , d e l á t s z ó d i k b e n n ü k a 
h o z z á é r t é s é s f e l e l ő s s é g é r z e t is , a k á r k ö z é p i s k o l á s o k t a t á s i p r o b l é m á k r ó l l e g y e n is s z ó . 
A z e d d i g i f e l s o r o l á s b ó l i s k i t ű n i k , d e k ü l ö n k i s z e r e t n é m h a n g s ú l y o z n i , h o g y 
n e m c s a k a m a t e m a t i k á b a n e l é r t e l m é l e t i m u n k á i j e l e n t ő s e k , h a n e m a g y a k o r l a t i a k 
i s . A fizikai, g e o f i z i k a i , t ü z é r s é g i , g e o l ó g i a i , n y e l v é s z e t i , b i o l ó g i a i v a g y a m i n ő -
s é g e l l e n ő r z é s i e r e d m é n y e i é p p o l y j e l e n t ő s e k , m i n t a m a t e m a t i k a i a k . E z e k k e l a p r o b -
l é m á k k a l ú g y f o g l a l k o z i k , m i n t a z i l l e t ő s z a k t u d o m á n y k u t a t ó j a , s s z i n t e h i h e t e t -
l e n ü l r ö v i d i d ő a l a t t f e l t u d j a d o l g o z n i a z i l l e t ő p r o b l é m a a d d i g i i r o d a l m á t , s k i 
t u d j a v á l a s z t a n i a m e g f e l e l ő j á r h a t ó u t a t . Ú t t ö r ő a m u n k á s s á g a a z é r t i s e b b e n a z 
i r á n y b a n , m i v e l r á m u t a t , h o g y a m o d e r n m a t e m a t i k á n a k n e m c s a k a fizikában v a n -
n a k k ö t e l e s s é g e i é s f e l a d a t a i , h a n e m m e g m u t a t j a , h o g y á r a l k a l m a z á s o k k ö r e n a g y -
m é r t é k b e n k i t á r u l t , s s z i n t e b e l á t h a t a t l a n o k a l e h e t ő s é g e i . 
A z ő m u n k á s s á g a é s t e v é k e n y s é g e j e l e n t ő s e n h o z z á j á r u l t a h h o z e g y r é s z t , b o g y a 
m a t e m a t i k a i m ó d s z e r e k a S z o v j e t u n i ó b a n m i n d e n h o v á b e v o n u l t a k , i l l e t v e b e v o n u l n a k , 
m á s r é s z t , h o g y a m a t e m a t i k u s s z ó n a k é r t é k e v a n é s e g y r e n ö v e k s z i k a m e g b e c s ü l é s e . 
M e g s z e r e t n é m e m l í t e n i , h o g y a m o s z k v a i m a t e m a t i k u s i s k o l a k i a l a k u l á s á b a n 
n e m c s a k a z é r t v a n j e l e n t ő s é g e , m i v e l s z e m é l y e s b e f o l y á s a , h a t á s a n a g y , h a n e m 
a z é r t i s , m e r t p l . a z e g y e t e m i o k t a t á s i a n y a g k i v á l a s z t á s á b a n a k t í v a n v e t t r é s z t , 
é s a z a s p i r á n s k é p z é s j e l e n l e g i f o r m á j á b a n a z ő e l k é p z e l é s e i a l a p j á n v a l ó s u l t m e g . 
A s z o r g a l m a s m u n k a h í v e , ő i s a z t t a r t j a , h o g y a m a t e m a t i k a e r e d m é n y e s m ű v e -
l é s é h e z n e m e l e g e n d ő a t e h e t s é g — e z f e l t é t l e n k e l l — d e t a n u l á s , á l l a n d ó k é p z é s 
é s k i t a r t ó m u n k a n é l k ü l n i n c s e n e k k o m o l y é s á l l a n d ó e r e d m é n y e k . E z t t ü k r ö z i 
a z a s p i r á n s v i z s g a - t e m a t i k a é s a z a s z i g o r ú s á g , m e l l y e l m e g k ö v e t e l i a z e l s a j á -
t í t o t t a n y a g i s m e r e t é t . 
T a n í t v á n y a i b á r m i k o r m e g k e r e s h e t i k a t a n s z é k e n , l a k á s á n , v a g y n y a r a l ó j á b a n . 
N y a r a l ó j á b a r e n d s z e r e s e n m e g h í v j a fiatal t a n í t v á n y a i t — a s p i r á n s a i t , d i á k j a i t — 
a k i k k e l h o s s z ú — f ü r d é s s e l , s í e l é s s e l e g y b e k ö t ö t t — s é t á k o n , k e l l e m e s e n e l t ö l t ö t t 
e s t é k e n m e g b e s z é l i m a t e m a t i k a i , d e m i n d e n m á s p r o b l é m á j u k a t . T a n í t v á n y a i b a n 
a z e g é s z e m b e r t k e r e s i , m i n t m a t e m a t i k u s p e d i g e g y f o r m á n b e c s ü l m i n d e n k i t , i t t 
n e m i s m e r é l e t k o r t , c s a k g o n d o l a t o t é s m u n k á t . 
A ma is fiatal, elképzelésekkel és új tervekkel teli alkotó munkássága teljében 
levő A . N . KoLMOGOROvnak a magyar matematikus társadalom nevében kívánunk 
hosszú életet és további sikereket. 
Arató Mátyás 
M I A „ D I S Z K R É T G E O M E T R I A " ? 
írta: FEJES TÓTH LÁSZLÓ 
A z 1 9 5 7 - b e n e l h u n y t k i v á l ó n é m e t m a t e m a t i k u s , W . S ü s s á l t a l l é t r e h o z o t t 
Oberwolfachi Matematikai Kutató Intézet f o g a l o m m á v á l t m i n t a k ü l ö n b ö z ő m a t e -
m a t i k a i k o l l o k v i u m o k g y a k o r i s z í n h e l y e . E b b e n a z i n t é z e t b e n , a m e l y a S c h w a r z -
w a l d e g y k i e s v ö l g y é b e n f e k s z i k , 1 9 6 2 j ú l i u s á b a n 10 k ü l ö n b ö z ő o r s z á g b ó l m i n t e g y 
3 0 m a t e m a t i k u s j ö t t ö s s z e e g y „ D i s z k r é t g e o m e t r i a i k o l l o k v i u m r a " . M i a z a d i s z k -
r é t g e o m e t r i a , a m e l y r ő l m a t e m a t i k u s k ö r ö k b e n e g y r e t ö b b s z ó e s i k ? E z t s z e r e t -
n é m s z é l e s e b b k ö r ö k s z á m á r a m e g v i l á g í t a n i . * 
1 . A „ d i s z k r é t " s z ó m a i k ö z h a s z n á l a t i j e l e n t é s e e l t é r a s z ó m a t e m a t i k a i j e l e n -
t é s é t ő l . A m a t e m a t i k á b a n e g y d i s z k r é t p o n t h a l m a z o n s z e p a r á l t p o n t o k b ó l á l l ó , 
d i s z k o n t i n u u s h a l m a z t é r t ü n k , a m i l y e n p l . e g y p o n t r á c s ( 1 . á b r a ) e l l e n t é t b e n m o n d -
j u k e g y k ö r l a p ö s s z e s p o n t j á b ó l á l l ó p o n t h a l m a z z a l . A d i s z k r é t g e o m e t r i a e l n e v e z é s 
t e h á t a r r a u t a l , h o g y i t t n e m - f o l y t o n o s g e o m e t r i a i h a l m a z o k v i z s g á l a t á r ó l v a n s z ó . 
E z e k n e k a v i z s g á l a t o k n a k a z ö m é t m i n d t á r g y u k , m i n d m ó d s z e r e i k a l a p j á n 
a z e l e m i g e o m e t r i a , a c s o p o r t e l m é l e t v a g y a k o n v e x t e s t e k e l m é l e t e k ö r é b e l e h e t n e 
s o r o l n i . A t á r g y s a j á t o s j e l l e g e , f e j l ő d é s é n e k f o k o z ó d ó ü t e m e , v a l a m i n t e r e d m é n y e i -
n e k é r d e k e s s é g e és f o n t o s s á g a m é g i s i n d o k o l t t á t e s z i a z t , h o g y a d i s z k r é t g e o m e t r i á t 
ö n á l l ó , ú j t u d o m á n y á g n a k t e k i n t s ü k . V e s s ü n k e g y 
p i l l a n t á s t e n n e k a t u d o m á n y á g n a k a k i a l a k u l á s á r a , 
n é h á n y j e l l e g z e t e s p r o b l é m á j á r a é s m á s t u d o m á n y -
á g a k k a l v a l ó k a p c s o l a t á r a ! 
2 . A d i s z k r é t g e o m e t r i a r é g e b b i , m i n t e g y a 
s z á z a d f o r d u l ó i g t e r j e d ő i d ő s z a k á t a z j e l l e m z i , h o g y 
i t t a k u t a t á s o k c s a k s z a b á l y o s a n e l r e n d e z e t t e l e -
m e k b ő l á l l ó h a l m a z o k r a i r á n y u l t a k . A s í k n a k é s a 
g ö m b n e k s z a b á l y o s é s f é l i g s z a b á l y o s f e l b o n t á s a i -
v a l m á r a g ö r ö g ö k f o g l a l k o z t a k . KEPLER é s z r e - 1• ábra 
v e t t e , h o g y a t é r r o m b d o d e k a é d e r e k k e l k i r a k h a t ó . 
E n n e k a z é s z r e v é t e l n e k á l t a l á n o s í t á s a k é n t FJODOROV, o r o s z k r i s z t á l l o g r á f u s f e l -
s o r o l t a a z ö s s z e s p a r a l l e l o é d e r t , v a g y i s a z o k a t a k o n v e x s o k l a p o k a t , a m e l y e k n e k 
e l t o l t é s t e l j e s l a p o k m e n t é n c s a t l a k o z ó p é l d á n y a i v a l a t é r á t f e d é s é s h é z a g n é l k ü l 
k i r a k h a t ó . L o r d KELVIN é s W . BARLOW k r i s t á l y s z e r k e z e t i , MINKOWSKI p e d i g 
s z á m e l m é l e t i k é r d é s e k t ő l ö s z t ö n ö z v e t e s t e k r á c s s z e r ü e l h e l y e z é s é v e l k a p c s o l a t o s 
s z é l s ő é r t é k p r o b l é m á k a t v i z s g á l t . S z ó l j u n k m o s t n é h á n y s z ó t e n n e k a z i d ő s z a k n a k 
l e g j e l e n t ő s e b b e r e d m é n y e i r ő l , a k r i s z t á l l o g r á f i a i c s o p o r t o k e l m é l e t é r ő l . 
* Ez az ismertetés a Bolyai János Matematikai Társulat és a Kossuth-klub közös rendezésé-
ben 1963. március 26-án tartott előadás nyomán készült. 
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2. ábra 
2. á b r á n k e g y ó e g y i p t o m i f a l m i n t á t m u t a t . A m i n t á t b i z o n y o s e l t o l á s o k , t ü k -
r ö z é s e k , é s f o r g á s o k ö n m a g á b a v i s z i k á t . E z e k e t a t r a n s z f o r m á c i ó k a t a m i n t a szim-
metria-operációinak n e v e z z ü k . A z i l y e n f a l m i n t á k s z i m m e t r i a - o p e r á c i ó i k a t t e k i n t v e 
i g e n k ü l ö n b ö z ő k l e h e t n e k . A 3. á b r á n l á t h a t ó m i n t a ESCHER, m o d e r n h o l l a n d g r a -
fikustól s z á r m a z i k . I t t e g y e n l ő a l a k ú é s n a g y s á g ú s z á r n y a s t i g r i s e k v o n u l n a k e g y -
m á s s a l s z e m b e , m é g p e d i g ú g y , 
s^Miüi lUfegs^'TS h o g y a s í k o t h é z a g n é l k ü l l e f e d i k . 
H a n e m t e k i n t j ü k a t i g r i s e k sz í -
n é n e k a k ü l ö n b ö z ő s é g é t , a k k o r 
i t t , e l t o l á s o k o n k í v ü l , b i z o n y o s 
„ c s ú s z ó t ü k r ö z é s e k " is s z e r e p e l -
n e k s z i m m e t r i a - o p e r á c i ó k k é n t . 
M i l y e n f a l m i n t a t í p u s o k l é -
t e z n e k ? H o g y a n l e h e t ő k e t o s z -
t á l y o z n i é s v a l a m e n n y i t s z i s z t e -
m a t i k u s a n f e l s o r o l n i ? A v á l a s z t 
FJODOROV a d t a m e g 1 8 8 3 - b a n : 
a z ú n . k é t d i m e n z i ó s krisztállog-
ráfiai csoportok s z á m a 17. 
A k r i s z t á l l o g r á f i a i c s o p o r t 
f o g a l m á n a k m e g é r t é s e c é l j á b ó l 
t e k i n t s ü k e g y m i n t á b a n e l ő f o r -
d u l ó s z i m m e t r i a - o p e r á c i ó k ö s z -
s z e s s é g é t . A t r a n s z f o r m á c i ó k n a k 
e z a s o k a s á g a a k ö v e t k e z ő k é t 
t u l a j d o n s á g g a l b í r : 1. A s o k a s á g 
b á r m e l y k é t t r a n s z f o r m á c i ó j á n a k 
e g y m á s u t á n i a l k a l m a z á s á v a l a d ó -
d ó t r a n s z f o r m á c i ó s z i n t é n h o z -
z á t a r t o z i k a s o k a s á g h o z . 2 . A 
s o k a s á g b á r m e l y t r a n s z f o r m á c i ó -
j á n a k v a n a s o k a s á g b a n e g y i n -
v e r z e , v a g y i s e g y o l y a n t r a n s z -
f o r m á c i ó , a m e l y a z e r e d e t i t r a n s z -
f o r m á c i ó h a t á s á t m e g s e m m i s í t i . 
E z t r ö v i d e n ú g y f e j e z z ü k k i , h o g y 
e g y m i n t a s z i m m e t r i a - o p e r á c i ó i 
csoportot a l k o t n a k . E z a c s o p o r t , a m i n t a s z i m m e t r i a - c s o p o r t j a s z a b j a m e g a m i n t a 
j e l l e g é t , t í p u s á t . E z e k n e k a c s o p o r t o k n a k a z á t t e k i n t é s é r ő l v a n t e h á t s z ó . S e z t 
a z á t t e k i n t é s t é p p e n a c s o p o r t t u l a j d o n s á g o k t e s z i k l e h e t ő v é . 
A 17 f a l m i n t a t í p u s k ö z ü l s o k a t m á r a z e g y i p t o m i a k i s m e r t e k , a z a r a b o k p e d i g 
p á r a t l a n g e o m e t r i a i i n t u í c i ó v a l m i n d a 1 7 - e t f e l f e d e z t é k . 
A m ú l t s z á z a d b a n a z a t o m e l m é l e t r o h a m o s t é r h ó d í t á s a m i a t t n e m a k é t - , h a n e m 
a h á r o m d i m e n z i ó s k r i s z t á l l o g r á f i a i c s o p o r t o k , a z ú n . tércsoportok á l l t a k a z é r d e k -
l ő d é s k ö z é p p o n t j á b a n . E z e k t e l j e s f e l s o r o l á s á t e g y m á s t ó l f ü g g e t l e n ü l FJODOROV, 
SCHÖNFLIESS é s BARLOW a d t a m e g . A n n a k a n a g y h o r d e r e j ű k é r d é s n e k a t i s z t á z á -
s á r ó l v a n i t t s z ó , m i l y e n s z i m m e t r i a - t u l a j d o n s á g o k k a l b í r h a t n a k a m a t e m a t i k a i l a g 
3. ábra 
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lehetséges kristálystruktúrák. Ennek a kérdésnek a nehézségét már az is mutatja, 
hogy a szóban forgó tércsoportok száma 230. 
3. A diszkrét geometriának szabályos alakzatokkal foglalkozó klasszikus 
iránya századunkban is folytatódik. Meg kell itt említeni a geometriai számelmé-
letben elért mélyreható eredményeket, amelyek egy többdimenziós térben rács-
szerűen elhelyezett testek vizsgálatán alapulnak, valamint a matematikai krisztál-
lográfia számos újabb eredményét. Említsünk egy jelentős konkrét eredményt is: 
DELONAY, szovjet matematikus, felsorolta a Fjodorov-féle paralleloéderek 4-di-
menziós analogonjait. Míg a háromdimenziós térben csak öt különböző típusú 
paralleloéder van, addig a topológiailag különböző típusú négydimenziós paral-
leloéderek száma 52. 
4. ábra 5. ábra 
Az utóbbi időben azonban az érdeklődés egyre inkább általános diszkrét hal-
mazokra irányult, amelyeknek elemei teljesen szabálytalanul helyezkedhetnek el. 
Szórjunk szét a síkon minden rendszer nélkül egyenlő nagyságú körlapokat úgy, 
hogy egy kör se nyúljon egy másikba (4. ábra). Lehet egy ilyen körhalmazra vala-
milyen nem triviális, általános érvényű tételt kimondani? Igenis lehet! Bebizonyít-
ható például, hogy a körhalmaz sűrűsége mindig ^7t/JT 2=0,9069 . . . . Szemléle-
tesen kifejezve: egymásba nem nyúló, egybevágó körökkel a síknak legfeljebb 
90,69 ...%-a tölthető ki. 
Milyen körhalmazok érhetik el a fenti sűrűségkorlátot? Röviden: melyik a 
legsűrűbb körelhelyezés? Az, amelyikben minden kört hat másik érint. (Erről az 
eredményről írja egy helyen a kiváló kanadai matematikus, H. S. M. COXETER, 
hogy azt sokan előre sejtenék, de csak kevesen tudnák bebizonyítani.) A legsűrűbb 
elhelyezésben tehát a körök rácsot alkotnak (5. ábra). 
Hasonlóan van ez sok más esetben is: kiindulunk egy rendezetlen, káotikus 
sokaságból, amely egy tágabb értelemben vett gazdaságossági elv hatására auto-
6. ábra 7. ábra 
• 2 3 2 FEJES TÓTH L. 
m a t i k u s a n s z a b á l y o s s á v á l i k . í g y k a p c s o l ó d i k a d i s z k r é t g e o m e t r i a ú j a b b i r á n y a 
a k l a s s z i k u s h o z . 
4 . A l e g s ű r ű b b k ö r e l h e l y e z é s p r o b l é m á j á t A . THUE , a z a l a p v e t ő s z á m e l m é l e t i 
e r e d m é n y e i r ő l i s m e r t n o r v é g m a t e m a t i k u s o l d o t t a m e g m é g a m ú l t s z á z a d v é g é n . 
E z a p r o b l é m a s z á m o s ú j a b b v i z s g á l a t k i i n d u l á s i p o n t j á t k é p e z t e . C . A . ROGERS1  
k ö r ö k h e l y e t t t e t s z é s s z e r i n t i e g y b e v á g ó , párhuzamos helyzetű konvex lemezeket 
t e k i n t e t t (6 . á b r a ) , s b e b i z o n y í t o t t a , h o g y i l y e n l e m e z e k l e g s ű r ű b b e l h e l y e z é s e m i n -
d i g r á c s s z e r ű ( 7 . á b r a ) . A l e m e z e k p á r h u z a m o s h e l y z e -
t é n e k f e l t é t e l e t e r m é s z e t e s e n n e m h a g y h a t ó e l , a m i n t a z t 
a h á r o m s z ö g p é l d á j a m u t a t j a : r á c s s z e r ű e n e l h e l y e z e t t 
h á r o m s z ö g e k k e l a s í k n a k l e g f e l j e b b 2 / 3 - a t ö l t h e t ő k i 
( 8 . á b r a ) , m í g t e t s z é s s z e r i n t i h e l y z e t ű k o n g r u e n s h á r o m -
s z ö g e k k e l a s í k t e l j e s e n k i r a k h a t ó . C e n t r á l i s á n s z i m m e t -
r i k u s l e m e z e k e s e t é n a z o n b a n n e m ke l l k i k ö t n i a p á r h u -
z a m o s i r á n y í t á s t : centrálszimmetrikus, egybevágó kon-
vex lemezek semmilyen elhelyezésének sűrűsége sem 
haladhatja meg a legsűrűbb rácsszerű elhelyezés sűrűségét2 
( 9 . é s 10. á b r a ) . M e g ke l l a z o n b a n i t t j e g y e z n i , h o g y a m a x i m á l i s s ű r ű s é g e t a l e m e -
z e k n é h a n e m c s a k r á c s s z e r ü e l r e n d e z é s b e n é r h e t i k e l . P é l d a k é p p e n t e k i n t s ü n k t é g l á -
it ábra 
9. ábra 10. ábra 
l a p o k a t , a m e l y e k e l h e l y e z é s é n e k m a x i m á l i s s ű r ű s é g e n y i l v á n 1. D e e z t a s ű r ű s é g e t 
a t é g l a l a p o k r á c s s z e r ű e l h e l y e z é s e n k í v ü l p a r k e t t s z e r ü v a g y m á s t í p u s ú e l h e l y e z é s -
b e n is f e l v e h e t i k . 
B i z o n y o s s e j t s z ö v e t e k b e n a s e j t e k n e m t ö l t i k k i t e l j e s e n a r e n d e l k e z é s ü k r e 
á l l ó t e r e t . I l y e n s z ö v e t e k v i z s g á l a t a é r d e k e s m a t e m a t i k a i p r o b l é m á k h o z v e z e t . K é p -
z e l j ü k p é l d á u l , h o g y a s e j t e k a d o t t t é r r é s z b e z á r t , s z a b a d o n d e f o r m á h a t ó , d e e g y e n l ő , 
v á l t o z a t l a n f e l s z í n ű t e s t e k . M i k o r l e sz a s e j t e k t é r f o g a t ö s s z e g e m a x i m á l i s ? E n n e k 
a p r o b l é m á n a k a d u á l i s a a z , h o g y a s e j t e k e t e g y e n l ő t é r f o g a t ú t e s t e k n e k t e k i n t j ü k 
és a z t k é r d e z z ü k , m i k o r l e s z a z o k f e l s z í n ö s s z e g e m i n i m á l i s . 
11 . á b r á n k a k u k o r i c a s z á r ú n . p a r e n c h i m a t i k u s s z ö v e t é n e k e g y m e t s z e t é t m u -
t a t j a 3 . I t t a s e j t e k a s z á r t e n g e l y i r á n y á b a n e r ő s e n m e g n y ú l t o s z l o p o c s k á k n a k t e k i n t -
1
 C. A. ROGERS: The closest packing of convex two-dimensional domains. Acta math. 86 
(1951) 3 0 9 - 3 2 1 . 
2
 L. FEJES TÓTH: Some packing and covering theorems. Acta Univ. Szeged, Acta Sei. Math. 
12/A (1950) 6 2 - 6 7 . 
3
 D'ARCY W. THOMPSON: On growth and form II. Second edition, Cambridge 1952. p. 471. 
MI A ..DISZKRÉT GEOMETRIA" 233 
h e t ő k , ú g y h o g y t é r f o g a t u k é s f e l s z í n ü k a r á n y o s n a k v e h e t ő k e r e s z t m e t s z e t ü k t e r ü -
l e t é v e l é s k e r ü l e t é v e l . F e l v e t ő d n e k a z é r t a f e n t i t é r b e l i p r o b l é m á k s í k b e l i a n a l o g o n -
j a i , a m e l y e k e g z a k t f o g a l m a z á s b a n í g y h a n g z a n a k : 
I . T e k i n t s ü k a z e u k l i d e s z i s í k o n e g y e n l ő k e r ü l e t ű , e g y m á s b a n e m n y ú l ó , 
k o n v e x t a r t o m á n y o k e g y h a l m a z á t . T e g y ü k f e l , h o g y a t a r t o m á n y o k a l a k j a é s h e l y -
z e t e s z a b a d o n v á l t o z h a t , o l y m ó d o n a z o n b a n , h o g y k e r ü l e t ü k é s számsűrűségük4 
n e v á l t o z z é k . M i l y e n a l a k é s e l r e n d e z é s e s e -
t é n l e s z a t a r t o m á n y o k á t l a g o s t e r ü l e t e m a x i -
m á l i s ? 
I I . T e k i n t s ü k a z e u k l i d e s z i s í k o n e g y e n l ő 
t e r ü l e t ű , e g y m á s b a n e m n y ú l ó , k o n v e x t a r -
t o m á n y o k e g y h a l m a z á t . T e g y ü k f e l , h o g y a 
t a r t o m á n y o k a l a k j a é s h e l y z e t e s z a b a d o n 
v á l t o z h a t , o l y m ó d o n a z o n b a n , h o g y t e r ü l e -
t ü k é s s z á m s ű r ű s é g ü k n e v á l t o z z é k . M i l y e n 
a l a k é s e l r e n d e z é s e s e t é n l e s z a t a r t o m á n y o k 
á t l a g o s k e r ü l e t e m i n i m á l i s ? 
A z e l s ő p r o b l é m á t a s z e r z ő 5 , a m á s o -
d i k a t a s z e r z ő HEPPES A L A D Á R r a l k ö z ö s e n 6 
o l d o t t a m e g . H a r ö g z í t e t t s z á m s ű r ű s é g m e l -
l e t t a t a r t o m á n y o k k ö z ö s k e r ü l e t é t , i l l e t ő l e g 
t e r ü l e t é t k i s é r t é k e k b ő l k i i n d u l v a n ö v e l j ü k , a k k o r a z e x t r e m á l i s t a r t o m á n y o k 
m i n d k é t e s e t b e n e l ő s z ö r t e t s z é s s z e r i n t i m ó d o n e l h e l y e z e t t k ö r ö k l e s z n e k , a m e -
l y e k b i z o n y o s k e r ü l e t - , i l l e t ő l e g t e r ü l e t é r t é k r e a l e g s ű r ű b b e n h e l y e z k e d n e k e l , m a j d 
k ö r í v e k k e l l e k e r e k í t e t t h a t s z ö g e k b e , s v é g ü l a s í k o t h é z a g m e n t e s e n k i t ö l t ő s z a b á -
l y o s h a t s z ö g e k b e m e n n e k á t ( 1 2 . a, b, с á b r a ) . 
11. ábra 
12a ábra 12b ábra 12c ábra 
F i g y e l m e t é r d e m e l n e k e p r o b l é m á k á l t a l á n o s f e l t é t e l e i : a t a r t o m á n y o k n a k m é g 
c s a k a z e g y b e v á g ó s á g á t s e m t e t t ü k f e l . A t a r t o m á n y o k k o n g r u e n c i á j a , s z a b á l y o s 
4
 A s z á m s ü r ű s é g úgy i n t e r p r e t á l h a t ó , m i n t a t e rü l e t egység re e s ő t a r t o m á n y o k á t l a g o s s z á m a . 
5
 L . FEJES TÓTH: F i l l ing of a d o m a i n by i s o p e r i m e t r i c discs. Publicationes Math. 5 (1957) 
1 1 9 - 1 2 7 . 
6
 L . FEJES TÓTH a n d A . HEPPES: F i l l ing of a d o m a i n by e q u i a r e a l d iscs . Publicationes Math.. 
7 (1960) 1 9 8 - 2 0 3 . 
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alakja és szabályos elrendezése mind csupán egyetlen természetes szélsőérték-
követelmény automatikus következménye. 
5. A virágok porzószemeinek külső burkán apró nyílások vannak, amelye-
ken át a hím ivarsejtek a megtermékenyítéskor kiléphetnek. TAMMES7, holland 
biológus megfigyelte, hogy a füstiké (Fumaria capriolata) gömb alakú pollen-
szemein a szem nagyságától függően különböző számú nyílás lehet, mégpedig 
leggyakrabban 4, 6, 8 és 12 nyílás.Viszont 5 nyílású pollenszem sohasem fordul 
elő. Minden nyílásszámhoz egy-egy sajátos elrendeződés tartozik. Pl. 4, 6 és 12 
nyílás esetén a nyílások többnyire egy szabályos tetraéder, oktaéder, illetőleg 
ikozaéder csúcsaiban fekszenek. A nyílásszám közelítőleg arányos a gömb felü-
letével. A szomszédos nyílások közti távolság azonban a különböző pollenszeme-
ken nagyjában állandó. 
TAMMES feltette, hogy két nyílás sohasem képződhet egymástól egy a fajtára 
jellemző távolságnál kisebb távolságban, és hogy mindig annyi nyílás képződik, 
amennyi csak a pollenszemen e feltétel mellett elfér. Felmerül tehát a kérdés: hány 
pont helyezhető el egy adott sugarú gömbön egymástól legalább egységnyi távol-
ságban. További kérdés: melyik az a legkisebb gömb, amelyen ennyi pont elfér 
és hogyan kell a pontokat elhelyezni? 
A kérdést így is fogalmazhatjuk: hogyan kell egy adott gömbön n pontot 
úgy elhelyezni, hogy a köztük levő minimális távolság a lehető legnagyobb legyen? 
Rajzoljunk a pontok köré a köztük fellépő legkisebb szférikus távolság felével, 
mint sugárral köröket. Mivel ezek a körök nem metszhetik egymást, arról van szó, 
legfeljebb mekkora lehet egy gömbön átfedés nélkül elhelyezhető n egybevágó kör 
sugara. Más szóval: a gömb felszínének hányadrésze tölthető ki n egybevágó körrel? 
Erre a kérdésre vonatkozik a következő tétel8 : Ha egy gömbön n ^ 3 egymásba 
nem nyúló egybevágó kör van elhelyezve, akkor azok sűrűsége 
pedig ha a körök egy főkörbe írt szabályos háromszög, egy szabályos tetraéder, 
oktaéder, illetőleg ikozaéder csúcsai köré vannak írva. 
A fenti korlát minden n-re kisebb mint 7t/Fl2, s ezért a gömb sohasem tölt-
hető ki több mint két körrel olyan sűrűn, mint a sík. D e ha a körök száma nagy, 
akkor а лЦ 12 sűrűségkorlát tetszés szerinti pontossággal megközelíthető. Ezért 
ha a pontok közti minimális távolság 2r, akkor egy nagy F felszínű g ö m b ö n elhe-
lyezhető pontok n száma közelítőleg eleget tesz a nr2n\F=n\Í 12 egyenlőségnek. 
Ez összhangban van TAMMEsnek azzal a megállapításával, hogy a nyílásszám köze-
lítőleg arányos a g ö m b felszínével. 
Könnyen megmutatható, hogy ha egy gömbön el lehet helyezni öt egyenlő 
nagyságú kört, akkor egy hatodik ugyanakkora kör is elfér a gömbön. Öt nyílás 
tehát TAMMES elmélete szerint nem gazdaságos, s ez érthetővé teszi azt, hogy ez 
a nyílásszám miért nem fordul elő. 
7
 P. M. L. TAMMES: On the origin of number and arrangement of the places of exit on the 
surface of pollengrains. Recueil des travaux botaniques néerlandais 27 (1930) 1—84. 
8
 L. FEJES TÓTH: Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und im Raum. Berlin, 1953. 
Egyenlőség csak л = 3-, 4-, 6-és 12-re érhető el, még-
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TAMMES p r o b l é m á j á t « = 7 - , 8- és 9 - re SCHÜTTE és v a n d e r WAERDEN9, n= 10- és 
11-reL. DANZER10, «=24-re pedig ROBINSON11 oldotta meg. Kiemeljük az n = 8 és 
24 esetet, amikor az extremális pontrendszer egy-egy három- és négyszögek által 
határolt ARCHIMÉDESZÍ test (13. és 14. ábra), valamint az « = 1 1 esetet, amelynek 
megoldását úgy nyerjük, hogy az ikozaéder csúcsai közül egyet elhagyunk. « = l l - r e 
tehát hasonló a'helyzet mint «=5- re ; s valóban, 11 nyílású pollenszem csak igen 
ritka „fejlődési rendellenességként" fordul elő. 
Tekintsük a gömbnek vagy a síknak egybevágó szabályos sokszögekre való 
olyan felbontását, amelyben minden csúcsban három sokszög találkozik. A göm-
bön négy, viszont az euklideszi síkon csak egy ilyen felbontás van, mégpedig két-, 
három-, négy-, öt-, illetőleg hatszögekre. A felbontásoknak ez a sorozata folytatódik 
a hiperbolikus síkon. Itt szerkeszthetők hét-, nyolc-, ... oldalú sokszögekből álló, 
háromélű csúcsokkal bíró szabályos mozaikok. Láttuk, hogy a gömbön és az euk-
lideszi síkon egy ilyen mozaik lapjaiba írt körök mindig egy-egy legsűrűbb kör-
elhelyezkedést alkotnak. Megmutatható, hogy ugyanez érvényes a hiperbolikus 
síkon is12 . A 15. ábra kongruens köröknek egy olyan legsűrűbb elhelyezését mu-
tatja a hiperbolikus sík ún. Poincaré-féle körmodelljén, amelyben minden kört hét 
másik érint. 
A hiperbolikus síkon (éppen .úgy, mint a gömbön) az elérhető maximális sűrű-
ség függ a körök sugarától. Megadható azonban egy minden körsugárra érvényes, 
univerzális sűrűségkorlát is,13 mégpedig 3/я = 0,955 ... , amely — bár véges sugarú 
körökkel nem érhető el — tetszés szerinti pontossággal megközelíthető. Mármost 
a hiperbolikus síknak egyik nevezetessége, hogy ott egy egyenest egy pontban érintő 
körök határhelyzete, amidőn a körök sugara minden határon túl nő, nem az egye-
nes, hanem egy (paraciklusnak nevezett) görbe. Figyelemre méltó, hogy ilyen vég-
telen sugarú körökkel a hiperbolikus sík már kitölthető 3/n sűrűséggel. Ezt az abszo-
lút legsűrűbb körelhelyezést szemlélteti a 16. ábra. 
9
 K. SCHÜTTE und B. L. van der WAERDEN: Auf welcher Kugel haben 5, 6, 7, 8 oder 9 Punkte 
mit Mindestabstand Eins Platz? Math. Ann. 123 (1951) 9 6 - 1 2 4 . 
10
 1958- és 1962-ben Oberwolfachban tartott előadás. 
11
 R. M. ROBINSON: Arrangement of 24 points on a sphere. Math. Ann. 144 (1961) 17—48. 
12
 L. FEJES TÓTH: Kreisausfüllungen der hyperbolischen Ebene. Acta Math. Acad. Sei. Htin-
garicae 4 (1953) 103-110. 
13
 L. FEJES TÓTH: Über die dichteste Horozyklenlagerung. Acta Math. Acad. Sei. Hunga-
ricae 5 (1954) 4 1 - 4 4 . 
13. ábra 14. ábra 
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6. Most meg szeretném mutatni, hogyan függ össze a legsűrűbb körelhelyezés 
kérdése a matematikának egy nagy gyakorlati jelentőségű újabb ágával, az infor-
mációelméletiéi.14 
Egy szóbeli közlés alkalmával a beszélő egy rendkívül komplikált nyomáshul-
lámot bocsát ki, amely többé-kevésbé eltorzulva a hallgató füléhez jut. Ha a köz-
15. ábra 
leménynek nemcsak logikai tartalmát, hanem a közlés módjának pontos lefolyását 
is le akarjuk matematikailag írni, akkor meg kell adnunk a keltett nyomást, p-t, 
mint az időnek, t-nek függvényét, vagyis a p=p(t) függvényt. Tekintsük azt az 
14
 Az alábbi problémát C. E. SHANNON, az információelmélet megalapítója vetette fel. Vö. 
B. L. van der WAERDEN: Pollenkörner, Punktverteilungen auf der Kugel und Informationstheorie. 
Die Naturwissenschaften 48 (1961) 189-192. 
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időintervallumot, amelyben mondjuk a magyar nyelv „a" hangját ejtjük ki. Itt 
/;(/) periodikusan tekinthető, s előállítható a következő végtelen sorral: 
pit) — Z К cos 2nvá/ + óksin 2nvkt), k = 0 
ahol V az alaphang frekvenciája, ak és b, pedig a p(t) függvényből kiszámítható 
állandók. Ezt a sort a p(t) függvény Fourier-sorának, az állandókat pedig p(t) Fou-
rier-együtthatóinak nevezzük. Ebből a sorból azonban csak azt a néhány tagot 
16. ábra 
kell megtartanunk, amelyek indexe, k, olyan, hogy k^N, ahol N az emberi fül szá-
mára hallható legmagasabb hang frekvenciája. Ha fülünket olyan nyomás érné, 
amelyet e néhány tag összege ad meg, usvanazt a színezetű és erősségű „a" hangot 
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hallanók, mint eredetileg. Fülünk bizonyos magasságon felüli felhangokról már 
egyszerűen nem vesz tudomást. 
Egy ismerősünk „a" hangját tehát egyértelműen jellemezhetjük néhány adat-
tal, mégpedig a nyomásfüggvény pár első Fourier-együtthatójával. Ez érthetővé 
teszi azt, hogy egy mondjuk három másodpercig tartó szóbeli közlés is leírható 
meghatározott számú adattal. Ezek az adatok, a közlés koordinátái, különféle-
képpen választhatók. Elég pl. megadnunk a nyomás értékét 1/2N távolságban fekvő 
időpontokban. E pontok száma, tu egy T ideig tartó közlés esetén kereken 2NT. 
Egyszerű .matematikai meggondolásokból következik, hogy közlésünk koordiná-
táinak a p1=p(ll2N), p2 = p((2/2N), ... , pn = p(я/2/V) nyomásértékeket választva 
a közlés átlagos hangerőssége a 
p2+...+p2 = R2 
értékkel vehető arányosnak, illetőleg — alkalmas egységeket választva — egyen-
lőnek. Ha tehát különböző szóbeli közléseket tekintünk, amelyek ideje és átlagos 
intenzitása megegyezik, akkor e közléseket az «-dimenziós tér olyan (pí,...,pn) 
pontjai reprezentálják, amelyek mind az origó köré írt R sugarú gömbön fekszenek. 
Képzeljük most el, hogy a közlést különböző zajok zavarják, amelyek átlagos 
intenzitása azonban nem nagyobb égy bizonyos r értéknél. Ekkor, a zaj koordiná-
táit zu ... , z„-nel jelölve, 
zl+ ... +z2Sr2. 
Legyen P=(pu ... , p n ) egy közlés és Q=(q1, ... , q„) egy másik, a két közlés-
kor fellépő zaj pedig X=(xu ... , x„) és Y—(yí, . . . , >>„). Mi a P és Q közlés helyett 
az eltorzult P+X=(p1+x1, ... ,p„+xn) és Q+Y=(qí+y1, ... , q„+y„) közlést fog-
juk fel. Mivel xl + ...+x2^Sr2 és yf+...+y2^r2, a P+X pont a P körül és a 
Q+Y pont a Q körül írt r sugarú gömbben fekszik. Ha e két gömbnek van közös 
pontja, akkor előfordulhat, hogy P+X=Q+Y, s így nem tudjuk a P és Q közlést 
egymástól megkülönböztetni. Felmerül így a kérdés, hány pontot tudunk az «-di-
menziós tér R sugarú gömbjén úgy elhelyezni, hogy a köréjük írt r sugarú gömbök 
ne nyúljanak egymásba? Arról van tehát szó, hány különböző információt adhatunk 
mondjuk 3 másodperc alatt szóban, ha adott hangerővel beszélünk, miközben be-
szédünket meghatározott intenzitású zaj zavarja. 
Ez n= 3-ra pontosan az a probléma, amellyel fentebb a pollenszemekkel kap-
csolatban foglalkoztunk. Bár az általános «-dimenziós probléma rendkívül nehéz, 
ismerünk egy érdekes részeredményt: az «-dimenziós gömbön nem lehet « + 2 pon-
tot kedvezőbben (vagyis egymástól nagyobb minimális távolságban) elhelyezni, mint 
2 « pontot. Ez annak a már említett ténynek az általánosítása, hogy a közönséges 
gömbön (и = 3) nem helyezhető el 5 pont kedvezőbben, mint 6. 
(Beérkezett: 1963. III. 26.) 
A V E L E N C E I H E G Y S É G Ó L O M É R C E I N E K 
I Z O T Ó P A N A L I T I K A I V I Z S G Á L A T A 
írta: KOVÁCH Á D Á M 
Összefogla lás 
A Velencei hegység ólomércelőfordulásaiból, valamint a velük genetikailag, 
egy rendszerbe sorolható szabadbattyáni metaszomatikus galenitelőfordulásból 
származó összesen 32 minta izotópösszetételét tettük vizsgálat tárgyává. A vizs-
gált ólomércek izotópösszetétele a P b 2 0 6 / P b 2 0 4 = 18 ,0- 18,9; P b 2 0 7 / P b 2 0 4 = 
= 15,5-16,5; Pb 2 0 8 /Pb 2 0 4 = 37,5-39,9 határok közé esik, a vizsgált ércek átlagos 
izotópösszetételére Pb2 0 6 , /Pb2 0 4= 18,47; P b 2 0 7 / P b 2 0 4 = 15,99; P b 2 0 8 / P b 2 0 4 = 38,98 
adódott eredményül. A mérési eredmények azt a feltevést látszanak alátámasztani, 
hogy a Velencei hegység ólomércei a variszkuszi orogenezis kapcsán alakultak ki, 
legalábbis elsődleges értelemben. A nyert adatok alapján megkíséreltünk korbecs-
lést végezni különböző modellek segítségével. Az itt röviden vázolt új, valószínű-
ségszámítási alapokon nyugvó modell alapján az ércesedés kora feltételesen a 
330+60 millió év határok közé tehető. A mérési eredmények nem zárják ki annak 
a lehetőségét sem, hogy a Velencei hegység ércei különböző életkorú ércek kevere-
dése útján jöttek létre. 
Bevezetés 
Az ólomnak a természetben négy stabil izotópja fordul elő, 204, 206, 207 és 
208 tömegszámokkal, melyek közül a 206, 207, és 208 tömegszámú izotópok rendre 
az U 2 3 8 , U 2 3 5 , ill. Th 2 3 2 radioaktív elemek bomlási sorainak utolsó, stabil tag-
jaival azonosíthatók. A Pb 2 0 4 izotóp egyik ismert radioaktív bomlási sorba sem 
illeszthető be, így jelenléte minden esetben nemradiogén ólom jelenlétére mutat rá. 
Azt a tényt, hogy az uránizotópok és a tórium radioaktív bomlása során ólom 
keletkezik és halmozódik fel az említett elemek érceiben, messzemenően hasznosítja 
a geokronológia kőzetek és ércek abszolút életkorának megállapítására. Bár az 
U—Pb, Th—Pb kormeghatározási módszerek már évtizedek óta kiterjedten kerül-
tek alkalmazásra és így a radioaktív elemek érceiben található radiogén ólom izo-
tópösszetételére nézve is számos adat állott rendelkezésre, a közönséges, nemradio-
gén eredetű ólom izotópösszetételének rendszeres vizsgálata csak NIER és munka-
társainak 1939-ben közölt meghatározásaival indult meg [1]. Már az első mérések 
kimutatták, hogy — ellentétben az addigi feltételezésekkel — a közönséges ólom 
izotópösszetétele is a minta feltételezett geológiai korával kapcsolatba hozható 
ingadozásokat mutat^ amennyiben az idősebb ólomércek általában nagyobb meny-
nyiségben tartalmazzák a Pb 2 0 4 izotópot, mint az újabb geológiai korokban tele-
pült, fiatalabb ércek. Kézenfekvő, hogy e jelenség okát csak az uránizotópok, ille-
tőleg a tórium bomlásából származó radiogén ólom felhalmozódásában, illetőleg 
nemradiogén eredetű ólomhoz történő hozzáadódásában kell keresnünk. 
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Ólomizotóparányok értelmezésének kérdései 
Radioaktív érceken végzett kormeghatározások esetében az ásvány kialaku-
lásának időpontjára a képződmény létrejöttétől a jelenkorig felhalmozódott radio-
aktív bomlástermék mennyiségéből, ill. izotópösszetételéből következtethetünk. 
Nemradiogén eredetű, közönséges ólomércek esetében az izotópösszetétel élet-
kortól függő kialakulását eredményező folyamatok viszont az érc kialakulását meg-
előző geológiai időszakokban játszódtak le. Ellentétben tehát a radioaktív érceken, 
valamint kőzeteken végzett kormeghatározással, amikor a vizsgált kristály, vagy 
kőzet ismert geokémiai rendszerében történő elemfelhalmozódás tényét használjuk 
ki, galenitek, és általában nemradiogén eredetű ólomércek esetében egy hipotetikus, 
az érc kialakulása előtt létezett geokémiai rendszer összetételére, fejlődésére nézve 
kell feltevésekkel élnünk, hogy a mért izotóparányok kvantitative értelmezhetők 
legyenek. Míg radioaktív ércek esetében a radioaktív bomlás alaptörvénye közvet-
len lehetőséget nyújt kormeghatározáshoz, galenitek esetében ehhez modellszerű 
elképzelések kialakítására vagyunk utalva. 
A közönséges ó lom izotóparányainak értelmezésére számos model l került ki-
alakításra, ezek közül a gyakorlatban leginkább alkalmazott, HoLMEStól [2] és H o u -
TERMANStól [3] származó modellt a következőkben röviden ismertetjük. 
Ólomizotóparányok értelmezésének Houtermans-féle modellje 
E modell [2], [3] feltételezi, hogy kezdetben a Föld folyékony volt, homogén 
szerkezeti felépítéssel. Ebben az időben az urán, tórium és ólom egyenletesen oszlott 
el a Föld anyagában, továbbá az ólom a Föld bármely pontján egységes izotóp-
összetétellel rendelkezett. A Föld lehűlését és a földkéreg kialakulását követően 
helyi eltérések alakultak ki az urán/ólom arányban, a továbbiakban azonban a 
helyileg kialakult koncentrációarányok egy adott ólomérchez rendelhető „anya-
magmában" csak a radioaktív bomlás következtében változtak meg. így tehát az 
eredetileg egységes izotópösszetételű „ősólom" helyileg meghatározott feltételek 
mellett radiogén ólommal „higult fel", és a radiogén ólom hozzáadódása csak az 
érc kiválása pillanatában szűnt meg. Ekkor az ólom szeparálódott az őt korábban 
befogadó rendszer urán- és tóriumtartalmától, és így izotópösszetétele a továbbiak-
ban változatlan maradt. 
E modell egy T életkorral rendelkező ólom izotóparányai között a következő 
összefüggést adja meg: 
y-y0=z 1 erT°-ex'T 
x — Xq 137,8 ' eAT° — eXT ' K ' 
ahol x,y a mért Pb2 0 6 /Pb2 0 4 , ill. Pb2 0 7 /Pb2 0 4 izotóparányok; x0 , y0 az „ősólom" 
megfelelő izotóparányai; T0 az x0y0 izotópösszetételhez rendelhető időpont, tehát 
a kezdeti differenciálódás időpontja; 2 és X' az U 2 3 8 ill. U 2 3 5 bomlási állandói, 
T az ólomérc „modell-kora". Az (1) kifejezésben szereplő állandó (1/137,8) a két 
uránizotóp jelenlegi előfordulásai aránya. Itt is, mint a továbbiakban is, a geo-
kronológiában általánosan használt időszámítást alkalmazzuk, amennyiben a je-
lenkort tekintjük a 0 értékkel jellemzett időpontnak, és az életkort a múlt felé ha-
ladva pozitív növekvő értékekkel számítjuk. 
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Az (1) összefüggés segítségével egy adott izotópösszetételhez rendelhető' „mo-
dell-kor" legcélszerűbben grafikus úton határozható meg. Az 1. ábrán látható gra-
fikonban az ordinátán a Pb 2 0 6 /Pb 2 0 4 ; az abszcisszán a Pb 2 0 7 /Pb 2 0 4 izotópará-
nyokat tüntettük fel. Az x0, y0 pontból kiinduló sugárszerű egyenesek az azonos 
életkorú ólomércek izotópösszetételének megfelelő' pontokat kötik össze (izokronok), 
míg a görbe vonalak egy-egy rögzített urán/ólom aránnyal jellemezhető „anya-
magma" ólomizotópösszetételének időbeli változását írják le. A T0 időpont értékét 
a meteoritok ólomtartalmán végzett meghatározások [4] alapján 4,5 milliárd év 
értékkel rögzíthetjük. 
A Houtermans-íé\e modell csak első közelítésben alkalmas galenitek életkorá-
nak meghatározására. Számos esetben az ólom a modell alapfeltételeit ki nem elé-
gítő körülmények között kialakult, anomális izotópösszetétellel rendelkezik. Az 
ilyen, anomális izotópösszetétel értelmezése történhet GEISS [5] elgondolása alapján. 
Az irodalomban számos, a Houtermans-modelltől eltérő alapfeltevéseken 
nyugvó modell ismertetése található [6], ezek tárgyalására azonban itt nem térünk ki. 
Ólomizotóparányok kialakulásának valószínűségi elmélete 
A Holmes—Houtermans modell alapvető hiányosságát képezi az, hogy az ólom-
ércek forrásában a radioaktív bomlás hatásától eltekintve helyileg és időben állandó 
urán/ólom koncentrációarány létezését tételezi fel. Az e hiányosság kiküszöbölésére 
kialakított modellek azonban valamennyien a relatív uránkoncentráció változásá-
nak valamilyen meghatározott tendenciáját tételezik fel. Egyetlen kivételt képez 
a VINOGRADOV és munkatársai által kialakított modell [7], mely felhasználva az 
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1. ábra. Ólomizotóparányok Houtermans-íé\e diagramja 
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irodalomból rendelkezésre álló ólomizotópanalízisek adatait, ezeket egy „átlagos" 
fejló'dési modellben foglalja össze. 
Kétségtelen azonban, hogy az ólom izotóparányainak kialakításában a relatív 
uránkoncentráció helyi ingadozásai is szerepet játszanak, így egy ilyen „átlagos" 
hatásokat feltételező modell csak első tájékozódásra szolgálhat. 
Az ólom izotóparányainak kialakulását leíró legáltalánosabb törvényszerű-
ségek a következő kifejezésekben foglalhatók össze: 
To 
Pb206/Pb204 = + Jv(t)lex'dt (2) 
T 
То 
Pb 2 0 7 /Pb 2 0 4 =y = j o + a f V(t)Á'ex'dt (3) 
r 
То 
Pb2°8/Pb2 0 4 = 5 z = z 0 + / W(t)X"e>"'dt, (4) 
T 
ahol a F a jelenkorra extrapolált, a Pb 2 0 4 izotóp gyakoriságára vonatkoztatött 
U 2 3 8 koncentrációt jelöli; a az uránizotópok jelenlegi előfordulási aránya; W a 
Pb 2 0 4 izotóp gyakoriságára vonatkoztatott tóriumkoncentrációt, A" a Th 2 3 2 bom-
lási állandóját jelöli. A további jelölések azonosak az (1) kifejezésben használt és 
ott részletesen megadott jelölésekkel. На a V függvényt időtől függetlennek tekint-
jük, a (2) és (3) összefüggésből a Houtermans-mode 11 alapegyenleteit nyerjük. 
A valóságban azonban a V mennyiségre nézve még valamilyen meghatározott 
tendenciát, tehát egy explicit V(t) függvény létezését is csak nehezen tételezhetünk 
fel, nemhogy annak állandóságáról beszélhessünk. Jogosultabb viszont az a fel-
tételezés, hogy egy nagyobb geológiai egység átlagos relatív uránkoncentrációját 
tekinthetjük állandónak. E nagyobb geológiai rendszer részrendszereinek, az egyes 
ólomércekhez rendelhető „anyamagmák" rendszereinek relatív uránkoncentrációja 
viszont már valószínűségi összefüggésekkel jellemezhető ingadozást mutathat a 
közös rendszer átlagos relatív uránkoncentrációja, mint középérték körül. 
Az előzőekből már következik, hogy az adott geológiai egységen belül a ólom 
izotóparányai is középértékek körül fognak ingadozni, tehát mind a relatív urán-
koncentráció (V), mind pedig a belőle származtatott x és y izotóparány értékek 
ingadozásai helytől és időtől függő stochasztikus folyamatként foghatók fel. („Hely" 
alatt itt nem geometriailag meghatározott helyet, hanem a geokémiai jellemzők 
által meghatározott rendszert, illetve részrendszert értünk.) A mérési pontok elosz-
lása a Houtermans-Ше diagramban a következő feltételes eloszlásfüggvénnyel 
jellemezhető : 
(То То , 
*o + f H t , W) le'1 dt < X ; у0 + a f V(t, w) l'ek'<dt < y , (5) 
T T 
ahol az egyes mennyiségek jelölései azonosak az előzőekben használt jelölésekkel, 
eltekintve attól, hogy az (5) kifejezésben a V extrapolált relatív uránkoncentrációit 
itt az időtől és helytől valószínűségi értelemben függő változónak tekintjük. 
A relatív uránkoncentráció értéke tetszőlegesen kicsiny időintervallumon belül 
helyileg rögzítettnek és időben állandónak tekinthető, így az (5) kifejezésben sze-
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replő integrálok integrálközelítő összegeikkel értelmezhetők. Az (5) kifejezés érte-
lemszerűen tekintetbe veszi a relatív uránkoncentráció időbeli ingadozásait, így 
végeredményben azonos korú, de a vizsgált nagyobb geológiai egység (provincia) 
különböző részrendszereiből származó ólomminták izotópösszetételének „helytől 
függő" eloszlását adja meg. 
Az (5) eloszlásfüggvény szigorú diszkussziója igen nagy nehézséget támaszt; 
néhány alapvető tényt azonban enélkül is megállapíthatunk. 
a) Az (5) eloszlás megengedi bármely x > x 0 , y>y0 izotópösszetétel kialakulá-
sát tetszőleges korú ólomérc esetén — természetesen eltérő valószínűségekkel. Ennek 
megfelelően egy adott izotópösszetételhez rendelhető modell-korról csak valószínű-
ségi értelemben beszélhetünk. Ugyancsak következik ebből, hogy egyedi mérések 
kormeghatározás alapjául nem szolgálhatnak. 
b) Adott korú ólomércek rendszere esetén az (5) eloszlás centrálszimmetrikus 
eloszlást jelent, feltéve, hogy az anyamagma valószínűségi változóként értelmezett 
relatív uránkoncentrációja (V) szimmetrikus és az időtől független paraméterekkel 
rendelkező eloszlásfüggvénnyel jellemezhető, tehát a relatív uránkoncentráció in-
gadozásai stacionér folyamatként foghatók fel. 
c) Legnagyobb valószínűséggel valósul meg az az eset, amikor a relatív urán-
koncentráció értéke mindvégig saját eloszlásának legvalószínűbb értékével azonos. 
Egy adott részrendszerben ugyanis (tehát a relatív uránkoncentrációnak csak az 
időbeli ingadozását tekintve) az egyes időintervallumokban felvehető értékek egy-
mástól függetlenek, tehát egy V f t J koncentrációarány-sorozat kialakulásának való-
színűsége a részvalószínűségek szorzataként állítható elő. Tekintettel arra, hogy ezt 
az értéket időtől függetlennek tekintettük, az ennek megfelelően kialakult izotóp-
összetételt jellemző mérési pontnak a valódi kor Houtermans-izokronján kell fe-
küdnie. Az itt vázolt modell alapján tehát úgy határozhatunk meg életkort, hogy a 
rendszer izotópösszetétele „átlagos fejlődési görbéjének" és a mérési pontokat in-
terpoláló görbének metszéspontjához rendelhető Houtermans-féle modell-kort te-
kintjük a teljes rendszer közös modell-korának. 
A gyakorlatban természetesen nehéz megalkotni egy hipotetikus rendszer 
izotóparányainak átlagos fejlődési görbéjét. Tájékozódásul szolgálhat azonban az 
az egységes fejlődési görbe, melyet RUSSEL, STANTON és FARQUHAR [8] bizonyos 
egyszerű fejlődéstörténettel jellemezhető ólomércekre állapított meg, és ami fel-
tehetően a Föld köpenyében található ólom izotópösszetételének egységes fejlő-
dési görbéjét adja meg. Ez a görbe egyúttal — legalábbis első közelítésben — egy 
a Föld köpenyéből differenciálódott, és a továbbiakban zártnak tekintett rendszer 
átlagos fejlődési görbéjeként is felfogható. 
E fejlődési görbe paraméteres egyenletei a következők: 
E tekintetben tehát az itt vázolt kormeghatározási módszer a Russel—Stanton — 
Farquhar-módszer általánosításának is tekinthető [9]. 
Amennyiben az itt vázolt modellt kormeghatározásra kívánjuk alkalmazni, 
felvetődik természetesen a kérdés, hogyan dönthető el az, hogy mennyire jogos a 
mért pontok interpolációja, mennyiben tekinthető a mért pontok interpoláló egye-
nese a teljes ércrendszer által — elvileg — szolgáltatott szóráskép tengelyének. 
x = 18,72- 137,8-0,0659(ел' — 1) 
y = 15,82- 0,0659 (eAí — 1). 
(6a) 
(6b) 
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Biztos kritériumot ennek eldöntésére nem adhatunk meg, de tájékozódásul szol-
gálhat például a különböző ércelőforduíásokból származó, de azonos ércrendszer-
hez tartozó minták mérési pontjai eloszlásainak összehasonlítása. Amennyiben a 
különböző előfordulásokhoz tartozó szórásképek jól fedik egymást, és a szórás 
mértéke a mérési hibát minden esetben meghaladja, úgy jogosan tekinthetjük a 
közös szóráskép tengelyét a teljes rendszer hipotetikus és általunk egészében nem is 
ismert eloszlása tengelyének is. 
Másik kérdésként vetődik fel a módszer segítségével nyerhető korértékek meg-
bízhatósága, az életkorhoz rendelhető hibahatár kérdése. E kérdés tárgyalása megha-
ladná a jelen közlemény kereteit, így e helyütt arra részletesen nem térünk ki. Vég-
eredményben a nyert életkor hibájának nagyságát a relatív urán koncentráció helytől 
és időtől függő eloszlásának szórása szabja meg, erre azonban többnyire csak köz-
vetett úton következtethetünk. Éppen ezért a jelen közleményben is az életkor hi-
bájára csak a mérési pontok eloszlásképe alapján becsült hibakorlátokat adunk 
meg. 
Mérési módszerek ismertetése 
A jelen közlemény alapjául szolgáló méréseket szovjet gyártmányú, Ml 1305 
típusú tömegspektrométerrel végeztük. A mérések során a tömegspektrométer 
„kemencés" ionforrását használtuk, melyben a Pb + ionokat ólomjodid elpárolog-
tatása, majd elektronbombázással történő ionizálás útján állítottuk elő. 
Az ólomjodid minták előállítása során az ércet perklórsav és sósav elegyében 
tártuk fel, majd a perklórsav gőzeinek kezdődő eltávozásáig bepároltuk. A bepár-
lási maradékot meleg vízzel felvettük, az oldatlanul maradt kovasavtól leszűrtük, 
majd a szűrletből az ólmot káliumjodid hozzáadásával választottuk le. A keletke-
zett ólomjodid csapadékot szűrtük, mostuk, majd szárítottuk. 
A mérések során a tömegspektrométer felbontóképességét úgy állítottuk be, 
hogy a 207 és 208 tömegszámoknál jelentkező csúcsok közötti völgy magassága 
nem haladta meg a 208 tömegszámhoz tartozó csúcs értékének 0,5%-át. A 204 tö-
megszámnál zavaró háttérként jelentkező Hg204 + csúcs jelenlétét a Hg 2 0 2 + csúcs 
intenzitásának mérése útján, a higany ismert izotópösszetétele [10] alapján vettük 
tekintetbe. 
Főként a higanyháttér alakulásában jelentkező szisztematikus tendenciák miatt 
a mérések hibájaként nem az egyes mérési sorozatokon belül, vagy az egymástól 
függetlenül végzett meghatározások között jelentkező szórást adtuk meg, hanem 
ezek figyelembevételével a mérési eljárás hibakorlátait becslés útján állapítottuk 
meg. A hibabecslés alapján a Pb 2 0 6 /Pb 2 0 4 és Pb 2 0 7 /Pb 2 0 4 izotóparányok hibája 
±0,15 egységben, a Pb 2 0 8 /Pb 2 0 4 árány hibája ±0 ,3 egységben adható meg. 
Mérési eredmények 
A mérések céljaira szolgáló minták legnagyobbrészt a Pátka-kőrakáshegyi, 
valamint a szűzvári feltárásokból származnak. Néhány gyűjteményből származó 
minta esetében a pontos lelőhelyet megállapítani nem állott módunkban. A minták 
többsége a helyszínről került begyűjtésre. A 3„ 26., 32., 33. sz. minták az Eötvös Lo-
I. táblázat 
A Velencei hegység ólomérceinek izotópösszetétele 
M i n t a 
s z á m a M i n t a m e g n e v e z é s e P b
2 0 4
 ( % ) P b 2 0 6 ( % ) P b 2 » 7 ( % ) P b 2 » 8 ( % ) P b 2 ° 6 / P b 7 ° 4 P b 2 ° 7 / P b 2 » 4 P b 2 » 8 / P b 2 ° 4 
í . Hányóról származó minta. 
Tömör galenit 
Páti 
1 , 3 3 2 
ca —Kőrakáshe 
2 4 , 7 , 
gy 
2 1 , 4 o 5 2 , 4 5 1 8 , 6 , 1 6 , 0 , 3 9 , 4 o 
4. 35 m. Szfalerites galenit. 1 , 3 4 b 2 4 , 6 3 2 1 , 5 , 5 2 , 5 o 1 8 , 2 7 1 5 , 9 e 3 8 , 9 , 
5 . Hányóról származó minta. 
Tömör galenit 1 , 3 3 2 2 4 , 6 , 2 1 , 4 5 5 2 , 5 4 1 8 , 5 2 1 6 , l o 3 9 , 4 4 
6 . Hányóról származó minta. 
Tömör galenit 1 , 3 1 б 2 4 , 8 з 2 1 , 4 , 5 2 , 4 , 1 8 , 8 , 1 6 , 2 , 3 9 , 8 6 
6 9 . 35 m szint feletti siklósza-
kaszból. Telér alapanyagtól 
mentes, tiszta galenit 1 , 3 4 , 2 4 , 6 4 2 1 , 2 , 5 2 , 7 , 18,34 1 5 , 8 з 39,25 
70. 35 m szint. Galenit telérki-
töltésből l , 3 5 s 2 4 , 8 4 21,5, 52,3o 18,33 1 5 , 8 7 38,5, 
71. 0 szint, kísérleti fejtés. Szfa-
lerit igen csekély galenittar-
talommal 1,35, 2 4 , 6 з 21,25 52,76 1 8 , 2 з 1 5 , 7 3 39,05 
72. Legfelső szint. Igen tiszta 
galenit 1,33, 24,8 a 21,43 52,3 5 18,5s 16,0i 39,10 
76. 70 m szint, 125. pont. Gale-
nit kevés szfalerittel 1 , 3 4 - 7 24,7, 21,4, 52,3, 18,3, 15,9б 38,9o 
77. 35 m szint, 12. feltörés mel-
lett. Szfalerites galenit 1,33, 24,8, 21,5S 52,13 1 8 , 6 4 1 6 , 1 , 39,2i 
78. 2. feltörés alatti fejtés. Cse-
kély érctartalmú teléranyag, 
szfalerittel és kevés galenit-
tel 1,33, 24,6, 21,2, 52,6g 18,44 15,9o 39,35 
80. 35 m szint, 2. feltörés mel-
lett. Szfalerites galenit 1,35, 24,7o 21,1, 52,76 18,2, 15,6, 39,06 
81. 70 m szint, 151 ja pont mel-
lett. Szfalerites galenit 1 , 3 4 0 24 ,85 2 1 , 6 7 52,14 18,54 16,1, 38,91 
I. táblázat folytatása 
M i n t a 
s z á m a M i n t a m e g n e v e z é s e P b
2 0 4
 ( % ) P b 2 0 6 ( % ) P b 2 0 7 ( % ) P b 2 » 8 ( % ) P b 2 0 6 / P b 2 ° 4 P b 2 » 7 / P b 2 » 4 P b 2 ° 8 / P b 2 ° 4 
Szűzvár 
2. Hányóról származó minta. 
Tömör galenit 1,33, 24,6, 21,52 52,46 18,44 16,07 39,1 в 
7. Hányóról származó minta. 
Tömör galenit 1,36, 25 ,Ь 21,6, 51,8в 18,37 15,7, 37,9, 
26. Tömör galenit, szafelrites 
behintéssel. (Eötvös L. Tud. 
Egy.-töl kapott minta) 1,333 24,77 21,5, 52,3, 18,5, 16,2o 39,25 
39. Teléralapanyagba hintett ga-
lenit (Magy. Áll. Földtani 
Int.-től kapott minta) 1,34, 24,7, 21,4, 52,4B 18,47 15,96 39, Ь 
66. 35 m szint, 102. pont. Te-
léralapanyagba hintett gale-
38,5, nitszemcsék l,35s 24,88 21,4, 52,27 18,36 15,86 
68. Tárószint, 2. pont. Galenit. 1,342 24,55 21,25 52,86 18,3o 15,84 39,4о 
73. 35 m. szint, északi vágat 
68. pont. Galenit 1,347 24,94 21,4, 52,2„ 18,52 15,9з 38,8, 
74 70 m. szint, északi vágat 152. 
pont. Erősen szfalerites ga-
lenit 1,33, 24,83 21,6B 52,16 18,66 16,2, 39,1, 
75. 70 m. szint, északi vágat 
144. pont. Csekély érctar-
talmú teléranyag, szfalerittel 
és galenittel 1,386 25,05 21,5, 51,9в leje? 15,57 37,4, 
79. 70 m szint, északi vágat 
150. pont. Igen tiszta gale-
nit 1,333 24,7s 21,4, 52,4o 18,5, 16, Ь 39,3, 
82. Tárószint, 4/a. pont. Dús 
galenit teléralapanyagban 1,35c 24,6, 21,4o 52,5a 18,2s 15,86 38,6, 
83. 35 m. szint, 105. pont. Galenit 1,37з 25,0B 21,68 5 1 , 8 7 18,2-7 15,7, 37,7в 
84. 70 m. szint, északi vágat 143. 
39,4, pont. Galenites szfalerit 1,33, 24,67 21,43 52,56 18,5o 16,07 
I. táblázat folytatása 
Minta 
száma Minta megnevezése pb204 ( « / ) Pb206 (%) Pb207 (%) Pb208 (%) Pb2»6/Pb204 Pb2°7/Pb2°4 Pb2°8/Pb2°4 
Pátka 
33. Eötvös L. Tud. Egy. Ás-
ványtárából származó minta. 
Közelebbi megjelölés nélkül l,34i 24,84 21,46 52,3 j 18,52 I6,0o 39,05 
•38. Magy. Áll. Földtani Int. 
Ásványtárából származó 
minta. Közelebbi megjelölés 
nélkül l,34s 24,94 
Pákozd -
21,4, 
Sashegy 
52,3, 18,50 15,8S 38,80 
67. Pákozdtól ÉNy-ra 800 m, 
sashegyi érckutatás hányó-
járól származó minta 1,319 24,91 21,5, 52,2з 18,8, 16,34 39,6o 
Szabadbattyán 
3. Tömör galenit. Kossuth L. 
Tud. Egy. Ásványtárából 
származó minta 1,32з 24,96 21,77 51,94 18,8, 16,46 39,27 
32. Tömör galenit. Eötvös L. 
Tud. Egy. Ásványtárából 
származó minta 1,34з 24,7, 21,4, 52,4o 18,45 16,0o 39,02 
45. Tömör galenit. Magy. Áll. 
Földtani Intézet Ásvány-
tárából származó minta 1,365 25,04 21,5, 52,02 18,34 15,80 38, lo 
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ránd Tudományegyetem Ásvány-Kőzettani Intézetének ásványtárából származnak, 
a 38., 39., 45. sz. mintákat a Magyar Állami Földtani Intézet bocsátotta rendelkezé-
sünkre. A minták rendelkezésünkre bocsátásáért e helyen mondunk köszönetet. 
A minták megjelölésére használt szám az illető ércmintának az ATOMKI nyilván-
tartásában szereplő sorszámát jelentik. 
Az I. táblázatban feltüntetjük a mért minták számát, közelebbi adatait, 
az ólom százalékos izotópösszetételét, továbbá az egyes ólomizotópoknak a Pb 2 0 4 
izotóp előfordulására vonatkoztatott gyakoriságát. Á százalékos összetétel adatait 
atomszázalékokban adtuk meg. 
Mérés i eredmények kiértékelése 
A Velencei hegység ólomérceinek várható abszolút életkorára nézve jelenleg is 
eltérőek a vélemények. Jantsky [11] szerint az ércesedés a hegység főtömegét létre-
hozó, a variszkuszi orogenizis kapcsán lezajlott gránitmagmatizmushoz kötötten 
jelentkezik, míg Kiss J. [12] szerint a gránitban található galenittelérek az újabbkori 
andezitvulkánosság hatására alakultak ki, bár nem tartja kizártnak, hogy azok 
anyaga esetleg már korábban kivált, s az újabbkori vulkáni működés eredményekép-
pen újra mobilizálódva került jelenlegi telephelyére. 
A Velencei hegység kőzeteinek abszolút életkorára vonatkozóan csupán néhány 
a d a t á l l r e n d e l k e z é s r e . FÖLDVÁRINÉ VOGL M . és KLIBURSZKY [13] egy g r á n i t m i n t a 
korát 220 millió évesnek találta, míg OVCSINYIKOV és munkatársai [14] különböző 
gránitminták korát 150—320 millió év közötti értékűnek határozták meg. Mindezen 
értékekből egyértelmű következtetéseket nem vonhatunk le, ezért az ólomércesedés 
várható korát tekintve inkább az abszolút geokronológiai időskálák adataira szo-
rítkozhatunk, mint a hegység kőzetein az előzőekben végzett kormeghatározások 
adataira. Amennyiben az ólomércesedés a variszkuszi orogenetikus működéshez 
kapcsolódik, úgy a jelenleg használatos időskálák alapján mintegy. 300 millió éves 
életkor, míg az eocénkori andezitvulkánossághoz való csatlakozás esetében mintegy 
50 millió éves kor várható. 
A nyert izotópösszetétel-adatok kiértékelésének egyik módja lehet a más, is-
mert geológiai korú ólomércek izotópösszetételével történő, kvalitatív jellegű ösz-
szehasonlítás. Célszerűnek mutatkozik összehasonlítani a Velencei hegység ólom-
érceinek izotópösszetételét például a variszkuszi orogenezis kapcsán keletkezett 
ólomércek izotópösszetételével. 
Anélkül, hogy mélyebb kapcsolatok kimutatására törekednénk, vagy az egyes 
e célra felhasznált ólomércek izotópösszetételének részletes értékelésére kitérnénk, a 
2. ábrán feltüntettük néhány kétségtelenül variszkuszi eredetű galenit izotópössze-
tételének adatait, közös diagramban ábrázolva azokat a Velencei hegység ólom-
érceinek izotópösszetételével. Ugyancsak feltüntettük a VINOGRADOV és munka-
társai által [15] 85 minta elemzési adataiból a variszkuszi ólomércek átlagos izotóp-
összetételére nyert adatot is. Meg kívánjuk jegyezni, hogy a 2. ábrán feltüntetett 
galenitizotópösszetételek kiválasztása az irodalomból tetszőleges szempontok figye-
lembevétele nélkül történt. 
A 2. ábrából megállapítható, hogy a Velencei hegység ólomérceinek izotóp-
összetételét reprezentáló pontok az x — y diagramban meglehetősen nagy szórást 
mutatnak. E szórás részben — de kimutathatóan csak részben — mérési hibától 
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p o n t o k e g y e n e s s e l j ó l i n t e r p o l á l h a t o k , t o v á b b á a VINOGRADOV á l t a l [ 1 5 ] m e g a d o t t 
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2. ábra. A Velencei hegység ólomércei izotópösszetételének összehasonlítása más, 
variszkuszi eredetű ólomércek izotópösszetételével 
h e g y s é g ó l o m é r c e i t r e p r e z e n t á l ó p o n t o k i n t e r p o l á l ó e g y e n e s é n . E z a z i n t e r p o l á l ó 
e g y e n e s k ö z e l í t ő l e g a z o n o s a z e g y é b v a r i s z k u s z i g a l e n i t e k i z o t ó p ö s s z e t é t e l e i n e k i n -
t e r p o l á l ó e g y e n e s é v e l . 
A z e l ő z ő e k a l a p j á n t e h á t a r r a l e h e t k ö v e t k e z t e t n i , h o g y a V e l e n c e i h e g y s é g 
ó l o m é r c e i a v a r i s z k u s z i o r o g e n e z i s k a p c s á n j ö h e t t e k l é t r e , l e g a l á b b i s e l s ő d l e g e s 
é r t e l e m b e n . 
Abszolút kormeghatározási módszerek alkalmazása 
a Velencei hegység ólomérceire 
H a a n y e r t i z o t ó p ö s s z e t é t e l e k e t a Holmes—Houtermans-modéW a l a p j á n é r t e l -
m e z z ü k , a m i n t á k é l e t k o r á r a n y e r t e r e d m é n y e k i g e n n a g y s z ó r á s t m u t a t n a k . A 3 . á b -
r á b ó l l á t h a t ó a n a n y e r t é l e t k o r o k é r t é k e i 3 6 0 m i l l i ó é v t ő l 8 0 0 m i l l i ó é v i g t e r j e d n e k . 
E l v i l e g e l k é p z e l h e t ő , h o g y e z a s z ó r á s a z i t t m e g a d o t t h i b a h a t á r o k a t j ó v a l m e g h a l a d ó 
m é r é s i h i b a e r e d m é n y e . E b b e n a z e s e t b e n l e g v a l ó s z í n ű b b k o r é r t é k n e k a m é r t i z o t ó p -
ö s s z e t é t e l e k á t l a g á h o z t a r t o z ó m o d e l l - k o r é r t é k é t k e l l e n e t e k i n t e n ü n k , a m i a Hou-
termans-modell a l a p j á n s z á m í t v a 5 7 5 m i l l i ó é v . E z a z é r t é k l é n y e g e s e n n a g y o b b , 
m i n t a m e k k o r a é l e t k o r g e o l ó g i a i a l a p o k o n f e l t é t e l e z h e t ő . A m e n n y i b e n t e h á t a z 
é s z l e l t s z ó r á s p u s z t á n m é r é s i h i b a e r e d m é n y e l e n n e — a m i e g y é b i n d o k o k a l a p j á n is-
k e v é s s é v a l ó s z í n ű s í t h e t ő [9] — , ú g y e s e t ü n k b e n a n o m á l i s i z o t ó p ö s s z e t é t e l l e l á l l u n k 
s z e m b e n , a m i GEISS [5] n y o m á n l e n n e é r t e l m e z h e t ő . 
2 5 0 KOVÁCH Á. 
A feltételezetthez hasonló anomális izotópösszetétel kialakulásának egyik oka 
az érc másodlagos települése lehet. Ez esetben feltételezhető' ugyanis, hogy az érc 
elsődlegesen egy korábbi ércesedési folyamat során vált ki, ami a radiogén ólom 
felhalmozódásának megszűnésével járt. Későbbi geológiai folyamatok ezt az elsőd-
leges ércet újra mobilizálták, s ezután került a fiatalabb életkort indikáló, az ércnél 
tulajdonképpen fiatalabb anyakőzet teléreibe. 
jf^Hibahatár 
О Pàtka - Kőrakáshegy 
О Pàtka - Szüzvór 
© Pàtka 
в Pákozd-Sashegy 
в Szabadbattyán 
; ! I J I 
175 18.0 18.5 19.0 19.5 x 
3. ábra. A Velencei hegység ólomérceinek izotópösszetétele 
a Houtermans-Aiagramba.r\ ábrázolva 
Másodlagos letelepülés esetében azonban várható, hogy az érc szennyező nyom-
elemtartalma az áttelepülés következtében erősen lecsökken [16]. A vizsgált ólom-
ércek azonban nem mutatnak csökkent nyomelemtartalmat, sőt egyes minták ki-
ugró nyomelemtartalommal rendelkeznek [17], ennek megfelelően a másodlagos 
település ténye kevéssé valószínűsíthető. 
A VINOGRADOV által [7] paleozoós eredetű ólomércekre kialakított „átlagmo-
dell" alapján számítható modell-korok már lényegesen kisebb szórást mutatnak, és 
a mérési pontokat interpoláló egyenes meredeksége is megközelíti a Vinogradov-
modell izokronjainak meredekségét. Az egyes mintákhoz rendelhető modell-korok 
értékei a 40—260 millió év határok közé esik, az átlagos izotópösszetételhez rendel-
hető modell-kor értéke 150 millió év (lásd a 4. ábrát). A Vinogrado y-m odell alapján 
nyert adatok a következő lehetőségeket engedik meg: 
a) a hegység ólomércei — akár fiatal érceknek tételezzük fel őket, akár varisz-
kuszi eredetűeknek — anomális izotópösszetételűek. Ez esetben viszont korbecslést 
a Vinogradov-modell alapján nem végezhetünk, mivel ez az „anyamagma" átlagos 
összetételét tételezi fel. 
b) A hegység ércei variszkuszi eredetű, valamint fiatal, az andezitvulkános-
sághoz kötötten jelentkező ércek keveredéseképpen alakultak ki. Ellene szól ennek 
a feltételezésnek, hogy az izotópösszetétel eloszlásában semmilyen szabályosság 
nem észlelhető, és az andezitvulkánosság által feltehetően kevésbé érintett terüle-
A VELENCEI HEGYSÉG ÓLOMÉRCEINEK IZOTÓP ANALITIKAI VIZSGÁLATA 251 
tekről származó ércek nem foglalnak el kitüntetett helyet az izotópösszetételek 
eloszlásában. 
A jelen közleményben tárgyalt valószínűségi modell alkalmazását a Velencei 
hegység érceinek kormeghatározására az 5. ábra szemlélteti. Tekintettel arra, hogy a 
Velencei hegység ólomérceinek forrására nézve ismereteink nincsenek, így mint 
már a modell általános tárgyalásánál is említettük, csak a Russel—Stanton—Farqu-
har által megállapított egységes izotópösszetétel fejlődési görbe segítségével végez-
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4. ábra. A Velencei hegység ólomérceinek izotópösszetétele a Vinogradov-diag-
ramban ábrázolva (összehasonlítás kedvéért szaggatott vonallal a prekambrium 
érceire vonatkozó modell izokronjait is feltüntettük) 
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5. ábra. A Velencei hegység ólomérceinek életkorbecslése a valószínűségi modell alapján 
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hetünk kormeghatározást. így a hegység ólomércei rendszerének közös életkorára 
330 + 60 millió éves életkor adódik eredményül. 
Az egyes kormeghatározási módszerek alkalmazása során említett ellenvetések 
ellenére a fentiek szerint a hegység ólomérceinek izotópösszetételében észlelt el-
oszlás magyarázható lenne, azonban mindaddig, míg az izotópösszetétel kialakulá-
sának teljes modellje nem áll rendelkezésünkre, következtetéseink csupán feltevé-
seken kell hogy alapuljanak. A jelen közleményben tárgyaltak alapján két lehető-
ség áll fenn a hegység ólomérceinek eredetére nézve; az egyik lehetőség a valószínű-
ségi modell, valamint más ércek izotópösszetételével történő összehasonlítás alap-
ján variszkuszi eredetre utal, a másik lehetőség az, hogy a vizsgált galenitelőfordulá-
sok két ércesedési folyamat, nevezetesen egy variszkuszi és egy eocénkori ércesedési 
folyamat kevert érceiként alakultak ki A részletes fejlődéstörténeti modell kialakí-
tásához, illetve az említett lehetőségek közötti döntéshez segítségünkre lehetne a 
hegység gránitjának elegyrészeiben található ólom izotópösszetételének ismerete, 
ezek az adatok viszont ez idő szerint még nem állanak rendelkezésünkre. Ilyen 
irányban vizsgálataink jelenleg vannak folyamatban. 
Köszönetnyilvánítás 
Köszönetemet fejezem ki SZALÁY SÁNDOR professzor úrnak, aki e vizsgálatok-
nak az ATOMKI-ben történő elvégzését lehetővé tette, továbbá FÖLDVÁRI ALADÁR 
professzor úrnak, aki számos megbeszélés keretén belül a geológiai kérdések tisz-
tázásában nagy segítségemre volt és a minták helyszíni begyűjtésénél is támogatta 
munkánkat. 
Köszönet illeti SÁMSONI ZOLTÁN tud. munkatársat, aki a minták tömegspekt-
rometriai mérésekhez történő előkészítését végezte, és aki a minták spektrográfjai 
elemzési adatait a mérések kiértékeléséhez rendelkezésemre bocsátotta. 
IRODALOM 
[1] NIER, A. O.: J. Amer. Chem. Soc., 60, 1571 (1938). 
[2] HOLMES, A.: Nature, 157, 680 (1947). 
[3] HOUTERMANS, F. G. : Naturwiss., 33, 185 (1946). 
[4] PATTERSON, С. С.: Geochim. et Cosmochim. Acta, 10, 230 (1956). 
[5] GEISS, J.: Z. Naturforsch., 9a, 218 (1954). 
[6] RÜSSEL, R. D.—FARQUHAR, R. M.: Lead Isotopes in Geology, Intersci. Publ., 1960. 
[7] VINOGRADOV, A. P. - et al.: Acta Geol. Acad. Sei. Hung., 7, 235 (1961). 
[8] RÜSSEL, R. D.— FARQUHAR, R. M.: Geochim. et Cosmochim. Acta, 19, 41 (1960). 
[9] KOVÁCH, A.: Egvetemi doktori értekezés, Kossuth L. Tud. Egy., Debrecen, 1962. 
[10] NIER, А. О.: Phys. Rev., 79, 450 (1950). 
[11] JANTSKY, В.: Geologica Hung., Ser. Geol., 10, 1 (1958) 
[12] Kiss, J.: Személyes közlés. 
[13] FÖLDVÁRI —VOGL. M.-KLIBURSZKY, В.: Acta Geol. Acad. Sei. Hung., 7, 5 (1961). 
[14] Овчинников, Л. H. — и др. : Труды девятой сессии Ком. по опр. абс. возраста геол. 
форм., Акадиздат, Москва, 1961, 228. 
[15] Виноградов, А. П.: Сесс. АН СССР по мирному исползованию атомной энергии, 
1—5 июль 1955, Зас . отд. хим. наук. Акадиздат, Москва, 1955, 320, 
[16] CAHEN, L. — et al.: Geochim. et Cosmochim. 'Acta, 14, 134 (1958). 
[17] SÁMSONI, Z.: Személyes közlés. 
(Beérkezett: 1962. XI. 14.) 
Magyar Tudományos Akadémia 
Atommag Kutató Intézet, Debrecen 
A H U M U S Z S A V A K S Z E R E P E 
A Z U R Á N I U M G E O K É M I Á J Á B A N 
É S L E H E T S É G E S S Z E R E P Ü K M Á S K A T I O N O K 
G E O K É M I Á J Á B A N 
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1950-ben FÖLDVÁRI ALADÁRral együtt a magyarországi liász és miocén szenekben a Clar-
ke számhoz képest 15—25-szoros urániumfeldúsulást találtunk [1]. Ez az akkor még meglepő 
észlelés felkeltette az érdeklődésemet az iránt, hogy milyen folyamat dúsította fel az urániumot 
a szenekben. Laboratóriumi kísérleti vizsgálataim 1951 végére ahhoz a felismeréshez vezettek, 
hogy az elhalt növények tőzegesedése folyamán keletkező humuszsavak kötik meg az urániumot 
a cirkuláló talajvizekből [2], [3]. További laboratóriumi szorpciós vizsgálataim közelebbről is 
tisztázták az uránium megkötésének a jelenségét. Sikerült egy adott tőzegpreparátum urán-
megkötő tulajdonságait két laboratóriumban mérhető számállandóval jellemezni [4], [5], [6], 
amelyek közül az egyik „geokémiai dúsítási tényező"-nek nevezhető. E megállapításaimat talán 
éppen szokatlan voltuk miatt is élénk vita fogadta és nem hiányoztak az ellenvetések sem. 
Éppen ezért szükségesnek látszott a kísérleti bizonyítékok hiánytalan láncolatát kiépíteni, a kö-
zetekből oldódástól a természetes vizeken való migráción át a huminsavakon való dúsulásig. 
E vizsgálatok, valamint geológusok észlelései a természetben minden kétséget kizáróan 
igazolták a huminsavak szerepét az uránium geokémiai megkötésében. Az is nyilvánvalóan látszik, 
hogy nemcsak az uranyl ionokkal szemben van a huminsavaknak igen jelentős geokémiai dú-
sítási tényezőjük, hanem más több vegyértékű kationokkal szemben is. Ügy látszik, hogy a 
huminsavak geokémiai jelentősége lényegesen általánosabb és egyáltalán döntő jelentőségű té-
nyező a biogeokémiában. 
Bevezetés 
A huminsavak geokémiai jelentőségének felismerését a természettudományos 
ismeretek általános fejlődése készítette elő, az a fejlődés, amelyben a biogeokémia 
terén Y. I. VERNADSZKY is olyan felbecsülhetetlen szerepet játszott. 
Már HESS, F. [7] felismerte az élő szervezet felbomlásakor keletkező szerves 
anyagok jelentőségét az uranylvanadátok dúsulásában. VERNADSZKY, V. I., a bio-
geokémia nagy úttörőjének könyvét [8] szó szerint idézem: „. . . die Anreicherung 
von Uran durch organische Substanz ist in der Geochemie dieses Elements von 
allergrösstem Einfluss. Denn alle anderen uns bekannten Prozesse begünstigen sein 
Auftreten in disperser Form". 
A huminsavakra vonatkozó ismereteink is nagyon sokat fejlődtek ACHARD 
(1786) , SPRENGEL (1826) és BERZELIUS (1839) ó t a , a k i k s a v a s t e r m é s z e t ü k e t és a 
talaj kationjaival való asszociációjukat felismerték, oldhatóságukat megvizsgálták. 
Ezen a területen FISCHER, F. és SCHRÄDER, H. vizsgálatai [9] döntő jelentőségűek. 
Ők ismerték fel, hogy a növények ligninje igen ellenálló a baktériumos és gombás 
bomlással szemben, és miközben a többi anyagok (cellulóze, hemicellulózék stb.) 
gyorsan lebomlanak és visszatérnek az élet körfolyamatába, addig a ligninből ke-
letkező huminsavak — legalábbis nem oxidáló környezetben — maradandóak, 
fosszilizálódnak és a szenek tömegének legjelentősebb részét képezik. A növényi 
anyag szénlilési formái (tőzeg-lignit-barnaszén-kőszén-antracit) a lignin fosszilizá-
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lódásának formái és nagy részben huminsavakból épülnek fel. Míg a talajtanban 
a humusz egy gyűjtőfogalom, amely alatt a talajban levő összes elhalt és változó 
szerves anyagot értik, szeretném hangsúlyozni, hogy e dolgozat szempontjából 
huminsavak alatt a Fischer és Schräder által fejlődésükben és jelentőségükben fel-
ismert huminsavakat értem, amelyek kationkicserélő sajátsággal bírnak. 
Míg a többi organikus anyag nagy része gyorsan lebomlik és visszatér az élet 
körforgásába, addig a ligninből származó huminsavak nagy kémiai stabilitásuk 
miatt kiválnak e körforgásból és nagy mennyiségben halmozódnak fel a természet-
ben. (Széntelepek; erdők és termőföldek talaja; tengerek és tavak üledéke stb.) 
WAKSMAN, S. A.,: Humus című könyvében [11] becslést ad a humusz mennyiségéről 
a természetben. A humuszban organikusan megkötött szén mennyisége szerinte 
messze meghaladja az élőlényekben megkötött szén mennyiségét. (PUTNAM, P. 
könyve [12] újabb becsléseket tartalmaz a „gazdaságosan kitermelhető" szénkészle-
tekről. A huminsav eredetű biolitok mennyisége ezeknél jóval nagyobb.) A biosz-
féra szerves anyaga nagy részben huminsavakból áll: 
A bioszféra organikus kötésű (—C—C—) széntartalma 
(Nem tekintjük itt szervesnek az atmoszféra és a tengervíz Co2-tartalmát és a karbonátos 
közeteket, mert nem tartalmaznak egymáshoz kapcsolódó szénatomokat. VERNADSZKY [8], [10] 
az élő anyag széntartalmát jóval magasabbra becsüli, szerinte az nem haladhatja meg а í ; -10 u — 
n-101 4 tonnát.) 
Nagyon elősegítette a huminsavak geokémiai szerepének felismerését és meg-
értését az a tény, hogy sokat fejlődtek az ioncsere jelenségekre vonatkozó ismereteink 
a jelenségnek termőtalajjal kapcsolatban WAY [13] és THOMPSON [14] által a múlt 
század közepén történt első felismerése óta. BORROWMAN [15] már 1931-ben hasz-
nált huminszerű anyagokat is ioncserélésre. Az ioncserélés az elmúlt évtizedekben 
vált laboratóriumokban és az iparban általánosan ismert és használt eljárássá, 
amióta törvényszerűségeit legalább közelítőleg megismerték, és amióta sikerült 
oldhatatlan, jól definiált tulajdonságú szintétikus ioncserélőket készíteni. 
A talajhumusz kationokkal való asszociációját már nagyon régen, az első 
t u d o m á n y o s t a l a j k u t a t ó k (ACHARD, SPRENGEL, BERZÉLIUS s t b . ) f e l i s m e r t é k . B á r 
az asszociáció természetére nézve nagyon sok vizsgálat történt, amelyek a humusz 
„puffer" szerepét felderítették a kationokkal szemben a termőtalajban, (lásd WAKS-
MAN [16], valamint SCHEFFER és ULRICH [17] könyveit) mégis a jelenség helyes értel-
mezése késett [31]. Igen sok vizsgálatot végeztek a talaj cserélő kapacitására nézve, 
különösen a növények szempontjából fontos elemekre (K, Na, Ca, H 4 N stb.). 
Sok az ellentmondás az eredményekben, ami részben a használt „humusz" vagy 
talaj nem jól meghatározott összetételére, vagy az észlelt jelenségek eltérő észlelé-
sére és értelmezésére vezethető vissza. A geokémiai dúsítási tényező fogalmát nem 
használják, értékét nem mérik. A megkötésre vonatkozó fizikokémiai elméletek 
között teret hódítanak azok, amelyek a szintetikus ioncserélőknél is beváltak. 
A talajkémikusok előtt mindenesetre jól ismert a humusz szorbeálóképessége több 
kationnal szemben (lásd SCHEFFER—ULRICH, S 70—81.) [17]. 
Mint ismeretes, GOLDSCHMIDT, V. M., [18] nagyszámú spektrálanalízist vég-
zett szenek nyomelemtartalmán, és meglepte, hogy az elemek milyen nagy számá-
Huminsavakban . 
Élő szervezetekben 
kb. 60-1011 tonna 
kb. 7-1011 tonna 
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nál milyen jelentős dúsulási tényező található, ha a szénhamu nyomelemtartalmát 
a földkéregre vonatkoztatott Clarke-szkmmaX hasonlítjuk össze. A periódusos rend-
szer különböző oszlopaiba tartozó elemekről volt szó, és ezért egységes magyará-
zatot nem tudott adni. Urániumot nem talált, valószínűleg azért, mert a spektrál-
analízis nem érzékeny az urániumra. 
Ha a fent elmondottakat egyidejűleg szem előtt tartjuk és jelentőségüket he-
lyesen mérlegeljük, akkor már nem látszik meglepőnek annak a feltételezése, hogy 
huminsavak egyes magasabb vegyértékű kationok geokémiai feldúsulásában jelen-
tős szerepet játszhatnak. Az irodalomból már régen ismeretes sok olyan észlelés, 
amelyben huminsavtartalmú organikus anyagban kationok jelentős dúsulását ta-
pasztalták a természetben, de ezen asszociációk okára vonatkozó ismeretek hézago-
sak maradtak, különösen a megkötés természetét, annak numerikus jellemzését 
illetően (geokémiai dúsítási tényező stb.). 
A huminsavaknak a magasabb vegyértékű kationok dúsítása terén mind el-
terjedtségük, mind túlnyomó nagy mennyiségük, mind kationcserélő tulajdonságuk 
(egyes kationokkal szembeni nagy geokémiai dúsítású tényezőjük) miatt döntő 
jelentőséget kell tulajdonítanunk a biogeokémiában, olyan jelentőséget, amelynek 
pontosabb felmérése igen kiterjedt kutatómunkát kíván. Eddigi vizsgálataink csak 
szerény kezdő lépéseknek tekinthetők ezen az úton. 
I . Újabb bizonyítékok a huminsavak szerepére az uránium dúsításában 
Szeretném röviden összefoglalni a tőzegek és szenek urántartalmának eredetére 
vonatkozó régi vizsgálataimat, amelyek már közlést nyertek, kiegészítve az újabb 
vizsgálatokkal, amelyek a humusz szerepét most már minden kétséget kizáróan 
bebizonyították. 
Még 1951-ben, F. HESS [7] és V. I. VERNADSZKY [8] nyomán ar ra a sejtésre ju -
tottam, hogy ugyanaz a geokémiai tényező kötötte meg az urániumot a magyar-
országi szenekben, amelyik a colorádói homokkövekbe ágyazott fosszilis fatör-
zsekben a svédországi prekambriumi olajpalákban, kolm-palákban stb. 
A z a GOLDSCHMIDT [18]-fé!e elképzelés, hogy az élő növények veszik fel a nyom-
elemeket és az organizmusukban oldhatatlan alakban lerakják azokat, sok elemre 
nézve helytálló lehet, de az urániummal kapcsolatban nem látszott valószínűnek. 
(Ő urániumra nem is tételezte fel.) Valószínűbbnek látszott, hogy az elhalt szénülő 
növényi anyagban valami organikus vegyület köti meg az uránt. 
Egyszerű laboratóriumi szorpciós kísérleteket végeztem, amelyek megmutat-
ták, hogy a tőzeg, lignit képesek az urauyl-kationt igen híg vizes oldatból is szinte 
tökéletesen megkötni. Először valami különleges vegyületre gondoltam (pl. tannin-
szerű és más ciklikus vegyületekre) és ilyenekkel kísérleteztem, de amikor FISCHER 
és SCHRÄDER [9] munkáját megismertem az irodalomban, figyelmem a humusz-
savakra terelődött, amelyek a tőzeg és lignit nagy részét alkotják. Ha tőzegből vagy 
lignitből, híg vizes NaOH-oldattal kioldjuk a humuszsavakat, akkor az oldhatat-
lan maradék elveszíti uránmegkötő kapacitását, viszont ha savval lecsapjuk a Na-
humát oldatból a humuszsavakat, azok újból szorbeálják az uranyl-kationt. Nin-
csen tehát különösebb okunk, hogy e téren a tőzegben nagy számban, de kis mennyi-
ségben jelenlevő más szerves vegyületeknek jelentőséget tulajdonítsunk. 
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Az első vizsgálatokat, amelyek az uranyl-kationnak tőzeg-huminsavak által 
való megkötését kvalitatíve igazolták, 1951-ben végeztem [2], [3]. Ezután 1952 és 
1953-ban a laboratóriumi szorpciós vizsgálatokat kvantitatív irányba terjesztettem 
ki [4], [5], [6]. 
Lignitet és tőzeget használtam, amiből ismételt benzolos és alkoholos kezelés-
sel kioldottam a bitumenes, viaszos, gyantás anyagokat, valamint a könnyen oldódó 
alacsony molekulasúlyú huminsav frakciókat, és sósavas kezeléssel eltávolítottam 
a szorbeált kationokat. 
0.72 
0.36 
-0- -G3-
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1. ábra. Az uranyl-kation adszorpciós izotermája lignit-huminsav 
preparátumon. Abszcissza: uranyl-ion koncentrációja a vizes fázisban 
az egyensúly beállta után. Ordináta: az uranyl-kation koncentrációja 
huminsavon az egyensúly beállta után 
Szorpciós izotermákat vettem fel, amelyek uránkoncentrációban az egymással 
összerázott víz és huminsav preparátum közötti szorpciós egyensúlyt mutatják 
(1. ábra). Az ábrán az abszcissza az urán egyensúlyi koncentrációja a vízben, az 
ordináta az egyensúlyi koncentrációja a tőzegen. Az izotermát kb. pH = 5-nél a 
legcélszerűbb felvenni, mert p H - ; 3 esetén már erősen csökken a szorpció, pH > 7 
esetén pedig — különösen alkáli-kationok jelenlétében — a huminsavak oldódni 
kezdenek (a természetben ismert barna huminsavas víz). 
A szorpciós izotermán két alapvetően fontos jelenséget figyelhetünk meg. 
Az egyik a telíthetőség, a másik a kezdeti résznek a nagy meredeksége. A telíthető-
ség különöbző huminsavtartalmú biolitoknál különböző. Tőzeg esetén maximálisan 
2 m. equiv/g száraz tőzeg, lignit esetén 0,5—0,7 m. equiv/g szorpciós kapacitást 
tapasztaltam. Ez jó összhangban van a talajtani kutatók által a talaj huminsavakon 
más kationokra nézve talált szorpciós kapacitás értékekkel. Meglepő az izoterma 
kezdeti nagy meredeksége. Ez tulajdonképpen a jelenség nagy geokémiai jelentősé-
gének az oka. A kezdeti meredekség kb. 10 000:1, és ezt geokémiai dúsítási tényező-
nek nevezhetjük. Továbbá rendkívül fontos tény az, hogy ez a dúsítási tényező bár-
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milyen kis uránkoncentráció esetén is fellép, ellentétben a kémiai reakciókban be-
következő lecsapatás feltételezésével, ahol is az oldékonysági szorzat véges értéke 
miatt egy bizonyos koncentráción alul nem válhat le csapadék, mert a reakcióter-
mék oldatban marad mindaddig, amíg a koncentrációja meg nem haladja az oldé-
konyság értékét. Tipikus kationkicserélő folyamatról van szó, amely bármilyen 
kis koncentráció esetén is 10 000-szeresen dúsít, mert maga a magas molekula-
súlyú és polimerizálódott huminsav, urán megkötése nélkül is oldhatatlan, és ehhez 
az oldhatatlan vázhoz szorbeálódik a vízből az uranyl-kation. 
A szorpciós jelenség fenomenológiai leírása a Langmuir-féle adszorpciós fel-
tevések alapján jól sikerült. A következő formula számszerűen is jól visszaadja a 
mérési pontokat, amint azt grafikusan is igazoltuk és matematikailag ellenőriztük [4]: 
N=N. aC l+ac ' 
ahol AL az adott tőzeg telítési kapacitása m. equiv/g-ban; 
c = az uranyl-ion egyensúlyi koncentrációja a vízben (m. equiv/g); 
N = az uranyl-ion egyensúlyi koncentrációja a tőzegen; 
a = egy a tőzegre jellemző numerikus állandó. 
A tőzeget ezek szerint két számadat jellemzi, az egyik N„, amelyik azonos 
tulajdonképpen a talajtanban szorpciós kapacitásnak nevezett állandóval. 
A másik állandó az „a", de helyette a geokémiában célszerű az szor-
zatot „geokémiai dúsítási tényező"-nek nevezni, amint azt a következőkben köny-
nyen beláthatjuk: 
Egy 2 m. equiv/g kapacitású tőzeg telítés esetén mintegy 20% urániumot képes 
felvenni. A természetes vizekben az uránium koncentrációja nagyon alacsony és a 
biolitokban is csak kis koncentrációk lépnek fel (nagyságrend: 0,01%). A termé-
szetben az izotermának mindig a kezdeti meredek szakaszán dolgozunk, tehát a 
geokémia szempontjából csupán a dúsítási tényezőnek van jelentősége, a kapacitás-
nak nincs. A fenti formula nevezőjében igen kis koncentráció esetén ac<cl, ezért 
a formula a következő egyszerűbb alakba írható: 
N = c-N„-a, ha a-c« 1. 
Geokémiai dúsítási tényező alatt értjük azt a törtet, amelynek a számlálóját 
az uránkoncentráció képezi egy gramm huminsavban, nevezőjét az uránkoncent-
N 
ráció egy gramm vízben, egyensúly esetén. Geokémiai dúsítási tényező = — = 
= N„-a. c 
A fenti formula tapasztalatunk szerint a jelenség leírására igen alkalmasnak 
bizonyult. Természetesen a jelenség a kationkicserélő gyantáknál használt más 
formalizmusok segítségével is leírható. Ha a huminsav (H-humát) és az uranyl-
kation közötti reakciót megfordítható kémiai folyamatnak tekintjük, akkor leír-
hatjuk a tömeghatás törvényével is: 
2H + — humát + (U0 2 ) + + - (U0 2 ) + + - humât + 2H +. 
Az egyensúly feltétele az, hogy a folyamat a két irányban egyforma sebesség-
gel menjen végbe: 
[h]-c = Konst. Ar-[H+]2, 
3 III . Osztály Közleményei XIII/3 
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ahol [Л] a huminsav molkoncentrációja, [#+] a hidrogénionok molkoncentrációja, 
N és с jelentése ugyanaz, mint az előzőekben. 
— L 7 T £ - = Konst. 
c[h] 
A kémiai egyensúlyból is levezethetjük a geokémiai dúsítási állandót igen kis 
koncentrációk esetére. Ilyenkor [Л] = konstans, mert az ( U O , ) + + által lekötött 
huminsavmennyiség elhanyagolható az összeshez képest és [H+] is konstans, mert 
azt a víz pH-ja (szénsavtartalma stb.) szabja meg, a humuszból az uranyl által 
felszabadított H+ mennyisége nem változtatja meg lényegesen а H+ koncentrációt. 
N 
Ezen feltevések mellett látható, hogy — értéke állandó, az adott huminsavon 
с 
( U 0 2 ) + + szorpcióra jellemző szám és azonos a fent definiált geokémiai dúsítási 
tényezővel. 
Mindenesetre az általam használt izoterma Langmuir-szerű formalizmusa a 
telítésig jól leírja a jelenséget és ebből a következőket lehet megállapítani: 
1. A szorpciós kapacitás véges és telíthető (ez a talajtanból már régen jól ismert 
jelenség más kationokra nézve). 
2. A szorpciós folyamat reverzibilis. 
Ez utóbbiról kísérletileg radioaktív indikátor módszerrel győződtünk meg. 
A szorbeált uranyl-kation más kationokkal kicserélhető. Minthogy a Th-ból rövid 
felezési idejű nyomjelző izotópok (pl. U X J állnak rendelkezésre, kísérletekkel meg 
tudtuk állapítani a szorpciós egyensúly dinamikus voltát. A szorbeált kationok 
állandó dinamikus cserében vannak a vízben levő nem szorbeált kationokkal. 
A T h 4 + kation még erősebben szorbeálódik, mint az ( U 0 2 ) + + . 
A fenti fenomenológiai leírás és a geokémiai dúsítási tényező definiálása nem 
tartalmaz semmiféle elméletet arra nézve, hogy az uranyl-kation megkötése a humu-
szon milyen kémiai kötés formájában történik. Elvileg a kötés lehet a kation és a 
nagy molekulájú negatív iontöltésű, oldhatatlan huminsav közötti heteropoláris, 
kicserélhető ionkötés, amelyben a hydrátburok is szerepet játszik. Elképzelhető 
természetesen organikus komplexkötés is [19], de ez is reverzibilis, cserélhető. 
A fenti megfontolások és empirikus észlelések, valamint a levont geokémiai követ-
keztetés — a kötés természetétől függetlenül — érvényben marad. A kötés fiziko-
kémiai problémájával kapcsolatban célszerűbb más kationok huminsav által tör-
ténő szorpcióját is vizsgálva foglalkozni. 
A huminsavak kémiai szerkezetére vonatkozó ismereteink nagyon sokat ha-
ladtak az utóbbi évtizedekben [9], [11], [17]. 
Röviden a következőkkel jellemezhetjük a huminsavakat: 
A ligninből származnak és ennek megfelelően egy policiklikus vázból épülnek 
fel, amelynek nagy kémiai stabilitásukat köszönhetik. Ezt a vázat a szénhidrátokat 
és egyéb növényi anyagokat különben gyorsan lebontó gombák és baktériumok 
— legalábbis oxigénszegény környezetben (víz alatt, talaj alatt) — nem tudják le-
bontani. Ezen a vázon egyszerű poláros csoportok foglalnak helyet, amelyek közül 
elsősorban a karboxil-, valamint a hidroxilcsoportok savas karakterűek. A karboxil-
csoportok kb. abban a pH-tartományban (kb. pH = 5) disszociálnak, amelyben az 
uránium szorpciója történik. Ezzel szemben a hidroxilcsoportok csak magasabb 
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pH-nál (cca 9—10) disszociálnak, amikor a huminsavak már peptizálódnak, ol-
datba mennek alkáli-kationok hatására. 
A huminsavak kationcserélő sajátságait nagyon jól összehasonlíthatjuk a szin-
tetikus műgyantavázra felépített, karboxilizált típusú kationcserélő műgyantákkal. 
Csupán a következő mennyiségi és minőségi különbségek vannak a szintetikus mű-
gyanták javára: 
a) A szintetikus műgyanták nagyobb pH-tartományban oldhatatlanok, mint 
a humuszsavak; 
b) Hasonló pH-tartományban disszociálnak, de a disszociációs állandójuk 
jobban definiált mint a humuszsavaké, mert a humuszsavak aktív karboxilcsoport-
jainak disszociációs állandóit többé-kevésbé befolyásolják a szomszédos különféle 
poláros csoportok (—OH, —CH3 stb.). 
c) A szintetikus műgyanták ioncserélő kapacitása valamivel nagyobb. 
Nagyon sok eluciós kísérletet végeztünk különböző kationok radioaktív izo-
tópjaival, tőzeg huminsavval töltött ioncserélő oszlopon, teljesen a szintetikus 
ioncserélőknél szokásos módon és eredménnyel. 
Az anyag természetbeni állapotának megfigyeléséhez szokott terepgeológusnak 
és mineralógusnak egy geokémiai elmélet kísérletekre alapított felépítése idegennek 
és indokolatlannak látszhatik. Az az ellenérv merülhet fel, hogy a laboratóriumban 
kis mennyiségű, aránylag tiszta huminsavkészítményen végzett szorpciós kísérlet 
sok tekintetben nem azonos körülmények között történik, mint az urándúsulások 
a természetben. Ilyen ellenvetés valóban gyakran indokolt lehet. A geológiában, 
a természetben önként lejátszódó folyamatok laboratóriumi megvalósítása általá-
ban igen nagy akadályokba ütközik. A legáthidalhatatlanabb akadály az, hogy a 
geokémiai folyamatok a természetben többnyire igen lassan, hosszú idő alatt ját-
szódnak le. Nem tudunk laboratóriumban olyan kísérleteket beállítani, amelyek 
lefolyásához évezredekre, vagy éppen évmilliókra van szükség. A kationok szorp-
ciója huminsavakon szerencsére nem ilyen lassú folyamat. Másodpercek — percek 
alatt bekövetkezik, így kísérletes megfigyelésre igen alkalmas, és a geokémiai dúsí-
tási tényező numerikus meghatározását is lehetővé teszi. így ezen probléma labora-
tóriumi kísérletes megfigyeléssel való felderítése indokolt. 
Az utóbbi években a kísérleteket kiegészítettük természetbeni megfigyelésekkel 
és természetben végzett kísérletekkel is. Szerettük volna tudni, hogy a természetben 
egy kommerciális urándúsulásokat nem tartalmazó, sőt ilyen szempontból remény-
telen, kiterjedt területen, milyen uránkoncentrációk fordulnak elő a természetes 
felszíni vizekben. Északkelet-Magyarországon a Zempléni-hegységben és annak 
pannon üledékes előterében, kb. 15 000 km2 területen, mintegy 800 forrás és kis 
mélységű kút vizét analizáltuk meg uranyl-ionra a NaF olvadék gyöngy fluoresz-
kálása segítségével [20]. A statisztikai megoszlás végeredményben azt mutatja, 
amit a hydrogeológiai módszerrel urániumot kutatók „háttér"-nek (U background) 
neveznek. Ilyen vizsgálatokat világszerte nagy arányban végeznek [21], [22], a Szov-
jetunióban pl. SAUKOFF [23]. Mi figyelmünket nem U-aureola, helyi anomália ku-
tatásra összpontosítottuk, hanem mintavételünket nagy területre (mintegy 15 000 
km2) szórtuk szét. Az így kapott statisztikai megoszlás nullától cca 100 mg U/tonna 
víz értékig terjed. Az utóbbi viszonylag nagy koncentráció e területen ritkán (800 
között néhány mintában) fordul elő. A megoszlási görbe maximuma cca. 1 —10 mg 
U/t leggyakoribb koncentrációk között van. 
3* 
2 6 0 SZALAY S. 
Érthetetlennek látszott előttünk a természetes vizek urántartalmának nagy 
ingadozása, egyébként azonosnak látszó üledékes pannon homokrétegekben, egy-
máshoz közel eső helyeken is, amikor itt rejtett földalatti koncentrálódások léte 
kizárt. Feltételeztük, hogy a szemcseméret, illetve a talaj specifikus felülete a döntő 
tényező [24], [25]. Újabb vizsgálataink azt mutatják, hogy a specifikus felületnek is 
van szerepe, de ez nem az egyetlen döntő tényező. 
Szerettük volna az urándúsulást tőzegen a természetben közvetlenül megfi-
gyelni, de sajnos e területen nincsenek tőzegtelepek a nagy U-koncentrációjú talaj-
vizekkel érintkezésben. Éppen ezért egy kísérletet végeztünk természetes körülmé-
nyek között. HORVÁTH ÉVA munkatársam [26] likacsos nylonzacskóban pár gramm 
tőzeget akasztott néhány hétre közel 100 mg U/t tartalmú kútvízbe. Az analízis 
mintegy 3000-szeres U-dúsulást mutatót, de a víz pH-ja cca 7 volt és a huminsavak 
egy része kioldódott a zacskóból. Ez a kísérlet talán felesleges is volt, mert az USA-
ban találtak tőzegelőfordulásokat, ahol az U-tartalmú víz jelenleg folyik át és a 
dúsulás a jelenkorban játszódik le a tőzegben [27]. Az U friss dúsulását mutatja, 
hogy nincs egyensúlyban a radioaktív bomlási termékeivel, és így gammasugárzást 
alig ad. (A radiometriás uránkutatás tőzegmezőkön nem szolgáltat megbízható 
uránérték indikációt, így mennyiségét direkt kémiai analízissel kell meghatározni. 
Ugyanez okból az ilyen friss U-dúsulások a radiometriás kutatók figyelmét elke-
rülhetik.) 
Hasonló urándúsulást észlelt Észak-Svédországban ARMANDS, G., [28] is. 
Kiruna-tól cca. 100 km-re délkeletre Masugnsbyn mellett több forrás vize tör át 
homok finomságú vastag gránit morénatörmeléken, majd egy tőzegmezőn. Ész-
lelései rendkívül érdekesek a huminsavszorpciós elmélet igazolása szempontjából. 
Meganalizálta a források vizét és 100 mg Ú/t átlagot talált. A tőzegben átlagban 
900 g U/t értéket talált, azaz a dúsulás az én laboratóriumi kísérleteimmel össz-
hangban kb. 9000-szeres. Egyes tőzegrészekben az U-koncentrációja eléri a 3% 
értéket. A tőzegmező évente csak az egyik forrásból 6 kg friss urániumot szorbeál. 
A talált 226 forrás közül 4 vize 730 mg U/t koncentrációjú volt, 32 forrás adott 
15—100 mg U/t-t és 190 forrás koncentrációja 6 mg/t volt. Mesterséges kioldási 
kísérleteket is végzett hidrokarbonátos vízzel, zúzott grániton és más helyi kőze-
teken. E kísérletei jó összhangban vannak a forrásvizekben talált aktivitásokkal 
és a mi kioldási kísérleteinkkel (lásd később). 
ARMANDS, G. ezen rendkívül érdekes geokémiai megfigyelései a természetben 
a legszebb analógiában vannak a huminsavakon végzett laboratóriumi szorpciós 
kísérletekkel és a huminsavak szerepére vonatkozó feltevést a folyamat természet-
beni megfigyeléseivel igazolják. Az elmúlt évek folyamán sok más geológiai bizo-
nyíték és szorpciós kísérlet is lett ismeretes, itt csak VINE, J. D. [27] kiváló referáló 
munkájának említésére szorítkozunk, amelyik ezeket ismerteti. 
Még a mobilizáció, az U-oldódás kérdése foglalkoztat bennünket. Minthogy 
a bioszférában a huminsavak a legelterjedtebb anyagok, és a kedvező pH is létrejön 
a tőzegtelepeken áthaladó vízben, nyilvánvaló, hogy a dúsulás szűk keresztmetsze-
tét a természetes vizek csekély urántartalma (az urán lassú oldódása a kőzetekből) 
képezi. 
Irányításom mellett HORVÁTH ÉVA [29] kísérletileg vizsgálja az uránium oldó-
dását a legfontosabb magmatikus kőzetekből, minthogy e kőzetek az üledékes kőze-
teknek is eredeti forrását képezik. Gránitból, andezitből és riolitból mesterséges 
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detrituszt készített különböző nagyságú szemcsére zúzás útján. A kapott kőtörme-
léket mérsékelt hidrokarbonáttartalmú vízzel bő levegőztetés mellett szobahőmér-
sékleten 3 órán át keverte. A kioldott uránnyomokat a NaF olvadék gyöngy fluo-
reszcenciás eljárással határozta meg. Anélkül, hogy itt az eredményeket részletesen 
ismertetném, a következő tapasztalatokról számolhatok be: 
a) Az urán kioldódása a 
különböző kőzetekből nagyon 
különböző. Gránitból több 
mint ötvenszer nagyobb urán-
koncentrációjú vizet kapunk, 
mint andezitből. 
b ) A bicarbonáttartalom 
növelése a vízben elősegíti az 
oldódást. 
c) Ha a kőzettörmelék 
specifikus felületét növeljük, 
azaz az átlagos szemcsemére-
tet csökkentjük, akkor nő az 
urán oldódása, de a SCHERFF 
és SZALAY [24] által számított-
nál kisebb mértékben. 
d) Az andezitből cca. 
olyan koncentrációjú vizet 
kapunk, mint a természetes 
vizek közül a legkisebb U-tar-
talmúak, viszont a gránitból kapott víz U-koncentrációja megfelel a természetben 
található nagyobb koncentrációjú vizeknek. Az I. táblázat néhány tájékoztató 
számértéket mutat. 
A táblázatból látható, hogy a savanyú magmatikus kőzetekből cca. ötvenszer 
több U oldódik, mint az andezitből, bár az anyakőzet U-tartalma csak 2:1 viszonyt 
mutat. A természetes vizekben ott kaphatunk 100 mg U/t koncentrációt, ahol a víz 
nagy felületű finom szemcsés, közvetve vagy közvetlenül savanyú magmatikus kőzet-
ből származó detrituszon halad át. Hogy miért oldódik sok a gránitból és kevés 
az andezitből, azt nem tudjuk. Oka nem e kőzetek U koncentrációjának különbö-
zősége, hanem talán a kristályszerkezet matrixában való megkötés módja lehet. 
Úgy látszik, hogy most már főbb vonásaiban értjük azon geokémiai migráció 
főbb fázisait, amelyik a természetben az uránnak biolitokban feldúsulásához vezet. 
A 2. ábrán egyesítve ábrázoljuk a laboratóriumi szorpciós kísérletek, a biolitokban, 
valamint a természetes vizekben talált uránkoncentrációk értékeit és feltüntettük 
a cca. 1:10 000-szeres dúsulásnak megfelelő izoterma kezdeti egyenes részét. A ter-
mészetben mindig az izoterma kezdetén vagyunk, mert a szorbeált urántartalom 
csak csekély tört része a szorpciós kapacitásnak. (Tőzeg kapacitásának telítéséig 
10—30% uránt tud felvenni.) A dúsulási folyamat szűk keresztmetszetét nem a 
biolit huminsavtartalma, hanem mindig az uránnak a kőzetekből való lassú oldó-
dása képezi. A 2. ábrán alul feltüntettük a magmatikus kőzeteken végzett mes-
terséges oldási kísérletek eredményeit is. Az izoterma mintegy a fázisdiagramja 
az urántartalom tekintetében egymással egyensúlyban levő tőzegnek és víznek. 
I. táblázat 
Az urán oldódása különböző szemcseméretüre zúzott mag-
matikus kőzetekből 2g/liter Na —bicarbonáttartalmú vízben, 
3 óra alatt 
Kőzet 
и 
g/t 
Szemcseméret 
mm 
A víz U-tar ta lma 
mg UO2 
gránit 
gránit 
3,9 
5 - 1 0 
< 0 , 2 
22,0 
64,0 
riolit 
riolit 
2,7 
5 - 1 0 
< 0 , 2 
12,0 
31,0 
andezit 
1,8 
5 - 1 0 0,58 
andezit < 0 , 2 1,10 
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2. ábra. Korreláció három független kísérletsoro-
zat eredménye és a biolitok U-tartalma között. 
A) Lignit-huminsavon felvett (U0 2 )+ + szorpciós 
izoterma korrelációt ad a biolitok U-tartalma 
(ordináta) és a természetes vizek mintegy tíz-
ezerszer kisebb U-tartalma (abszcissza) között. 
B) ÉK-Magyarország U-dúsulásokat nem tartal-
mazó 15 000 km2 területén meganalizált kb. 800 
természetes víznek (U0 2 ) + +- tar ta lom szerinti 
statisztikai megoszlása. C) Andezit és gránit 
zúzása útján kapott 10 és 0,2 mm max. szemcse-
nagyságú zúzalékból 2 g/liter NaHC0 3 - ta r ta lmú 
vízzel 3 h alatt kioldott (U0 2 )+ + koncentrációja a 
vízben (HORVÁTH, É. mérései) 
3. ábra. Az urán huminsavakkal kapcsolatos 
dúsulásának fázisai a természetben, sematikusan 
leegyszerűsítve 
Az ábra az MTA Matematikai és Fizikai Osztály Közleményei XIII. kötet 3. számában meg-
jelent Szalay Sándor „A humuszsavak szerepe az uránium geokémiájában" című cikke 262. oldalán 
szereplő 3. ábra kiegészítésére szolgál, amelyről a magyarázó szöveg tévedésből lemaradt. 
I. FÁZIS. OLDÓDÁS, MOBILIZÁCIÓ 
Nagy felületű, finom szemcsés (homok, 
detritus) állapotú gránit, riolit, riolit-tufa, 
stb. vegyi málás állapotában U > 4 g/t. 
A víz (НСОз)" tartalma old az U-ból 
( U 0 2 ) + + alakban. 
II. FÁZIS. MIGRÁCIÓ 
A víz tonnánként <100 mg (U0 2 ) + + 
kationt szállít tőzeges, huminsavtartalmú 
üledékre. 
IV. FÁZIS. 
SZEKUNDER MINERALIZÁCIÓ 
A huminsavban dús (tőzeg) réteget más 
rétegek fedik be. Fosszilizáció, szénülés. 
Helyi migrációk, az (U0 2 ) + + tartalomban 
helyi dúsulások. 
Szekunder mineralizáció. 
Ш . FÁZIS. 
SZORPCIÓS MEGKÖTÉS, DÚSÍTÁS 
Huminsavak 10 ООО : 1 dúsítási tényezővel 
szorbeálják az ( U 0 2 ) + + kationt a vízből 
(uranyl-humát). 
3. ábra 
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3. ábránk sematikusan, nagyon leegyszerűsítve próbálja szemléltetni e folya-
mat főbb fázisait, és azokat kvantitative is jellemzi. Természetesen tisztában kell 
lennünk azzal, hogy a természetben a jelenség nem ilyen egyszerű, tiszta körülmé-
nyek között jelentkezik, hanem sokféle alakban mutatkozhatik, mégis a dúsulásra 
vonatkozó számadatoknak a nagyságrendje feltétlenül helyes. A kb. 10 000-szeres 
dúsítási tényező elegendő ahhoz, hogy a nagyobb U-tartalmú (30—100 mg U/t) 
vizekből tőzegben létrejöjjön olyan U-dúsulás, amilyet a biolitokban találunk a ter-
mészetben. Egy tonna tőzegen kb. 1000—10 000 tonna víznek kell átáramlania, 
hogy a tapasztalt urándúsulás létrejöhessen. Ez geológiai mértékkel mérve igen 
rövid idő alatt (évtizedek-évszázadok) bekövetkezhetik. A tőzegbe közben ásványi 
üledék is rakódik, és idővel fedő rétegek rakódnak rá. Az évmilliókon át tartó szén-
ülés folyamán szekunder mineralizáció következik be az urántartalomban, amit 
nagymértékben befolyásol a kémiai és fizikai környezet. A szekunder minerilazáció 
vizsgálata terén a szükséges hosszú idő miatt laboratóriumi modellkísérletek ered-
ménye kétséges, ezért inkább a mineralógusok természetet megfigyelő munkájára 
vagyunk korlátozva. 
Megvizsgáltuk az oxidációs-redukciós viszonyok befolyását az U megköté-
sére huminsavakon. BRÜCHER, E. [30] munkatársam azt találta, hogy ha az (U0 2 ) + + 
kationt a szokásos eljárással redukáljuk U 4 + kationná, akkor ezt a kationt a humin-
savak sokkal erősebben kötik meg, mint az ( U 0 2 ) + + - t . Valószínű, hogy a dúsítási 
tényező közel hasonló a T h 4 + ionéhoz, de eddig nem határoztuk meg számszerűen. 
Vizsgálatai azt mutatták, hogy a huminsavakon megkötött U 4 + nem oxidáló sav-
val (HCl) felszabadítás után újból U 4 + alakban szabadul fel, azaz a szorpciós kötés 
nem alakítja át (U0 2 ) + +-é. A tőzegből általunk készített huminsavban dús készít-
mények az általunk használt, levegőzött körülmények között még nyomokban sem 
redukálják az (U0 2 ) + + kationt U 4 + alakra. E vizsgálatok mindenesetre azt mutat-
ják, hogy az urániumot a humusz erősen redukáló környezetben is megköti a vízből. 
II . Huminsavak lehetséges geokémiai je lentősége 
különböző kat ionok szorpciós megkötésében 
A talajtanból régen ismeretes, hogy a huminsavak többféle kationt (Na, K, 
H 4 N, Ca, stb.) megkötnek [11], [17]. Már első kísérleteimben kiderült, hogy az 
(U02)++-hez hasonlóan kötődik a T h + 4 és sok más kation is [4]. A talajtanból régen 
ismeretes a vízben oldható huminsavaknak a kolloidális kölcsönhatása Fe(OH)3-al, 
Al(OH)3-al. Ba-ra KAWAMEJRA [32] már 1930-ban szorpciós izotermaszerű gör-
bét vett fel, de nem jutott a dúsítási tényező fogalmához. Régen ismeretes a dopple-
rit, egy főleg Ca, Mg, de Fe és más kationokat is tartalmazó ásvány, amelyik olyan-
kor keletkezik a természetben, amikor vizben oldott (kisebb molekulasúlyú) humin-
savak találkoznak vízben oldott Ca és más ionokkal. A tucholit főleg ritka föld-
fémeket és velük együtt gyakran radioaktív anyagokat is tartalmazó humát, amely-
nek esetében nem a tőzeg-huminsavak gyűjtik össze a kationokat, hanem a vízben 
oldott huminsavak csapódnak ki az ásványokra. Az irodalomban sok olyan tapasz-
talattal találkozunk, amelyek a természetben kationok és tőzeg, vagy szén közelebb-
ről meg nem magyarázott asszociációját ismerik fel. A GOLDSCHMIDT, V. M., ([34] 
által szenekben talált nyomelemek nagy része kation karakterű, bár kétségtelen, 
hogy kimondottan anion karakterűek is vannak közöttük, melyek semmiképpen 
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sem dúsulhattak kationcserélő jelenség következtében (B, Si stb.) A Ge-ról nem-
régen MANSZKAJA és munkatársai [35] kimutatták, hogy erősen megkötődik hu-
muszon, szerintük komplexkötésben. Nem tisztázott még, hogy milyen a migráló 
ion, van-e egy kation természetű Ge komplex, amelyik a természetes vizekben ural-
kodó körülmények között migrálni képes ? A mi tapasztalataink szerint huminsavak 
anionokat még nyomokban sem kötnek meg. 
KOVÁCH, A. munkatársam még 1953-ban oszlopkromatográfiás módszerrel 
megvizsgálta egész sor kation eluciós sorrendjét lignithuminsavon [4]. SZABÓ, 1. 
[36] több kation szorpciós izotermáját vette fel lignithuminsav preparátumon és 
közelítőleg a geokémiai dúsítási tényezőket is meghatározta. (Ni + + , Си++, Fe++, 
Cr+ + +, La+ + +, Fe + + +, Th4 + .) A Th4+ és a La3+ dúsítási tényezőjét jóval (mint-
egy kétszer) nagyobbnak találta az (U02)++-ionénál. 
Ezek alapján arra gondoltam, hogy a nem oldható, nagyobb molekulasúlyú 
huminsavakat tartalmazó, megfelelően előkezelt tőzegek igen alkalmasak lehetnek 
uránhasadásból eredő radioaktív termékek visszatartására atomipari szennyvizek-
ből és hasonló szerepük lehet a természetben a talajban is. SZILÁGYI, M.-val közös 
[37], [38] vizsgálataink azt mutatták, hogy a huminsavak megkötik az uránhasadási 
termékek nagy részét, közöttük a biológiailag veszélyes hosszú felezési idejű Sr-90 
és Cs-137 izotópokat is. Nem kötődnek meg az anion természetű hasadási termé-
kek, közöttük a J " , Nb 5 + , Ru, Te, Se stb. még radioaktív módszerrel észlelhető 
nyomokban sem. E vizsgálatok a hasadási termékek nagy számára való tekintettel 
még folyamatban vannak. Ú jabban CSUVELOVA, NAZAROV és CSMUTOV [33] is vizs-
gálták a ritkaföldek megkötését huminsav által. A megkötést szelektív komplex-
kötésként értelmezik. 
A 4. ábrán a periódusos rendszeren együtt mutatjuk meg saját vizsgálataink 
eredményét, kiegészítve már más szerzőktől ismert eredményekkel. 
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4. ábra. A huminsavakon laboratóriumban dúsulást mutató elemek elhelyezkedése a periódusos 
rendszerben. A huminsavakon szorbeálódó elemeket négyszögletesen bekereteztük, a biztosan 
nem szorbeálódókat bekarikáztuk, a többieket még nem vizsgálták 
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Alant összeállítottuk a megkötés erősségének hozzávetőleges sorrendjét, meg-
jegyezve, hogy az mint a szintetikus kicserélőknél a pH és az ionok koncentráció-
jának függvényében változhatik: 
F e + 2 ( C u + 2 ( ( U 0 2 ) + 2 ( F e + 3 ( Y + 3 ( L a + 3 ( T h + 4 ( Z r + 4 
Li(Na(K<Rb<Cs; Ca(Sr<Ba<Ra. 
Ez az eluciós sorrend nagy hígítású HCl-el eluálás esetén igen kis koncentrációjú 
szorpcióra vonatkozik. Hozzávetőleg a geokémiai dúsítási tényező sorrendjét 
is adja. 
A megkötés fiziko-kémiai természetére vonatkozó vizsgálataink folyamatban 
vannak. Eddigi tapasztalataink mind arra mutatnak, hogy a kötés kationkicserélő 
heteropoláris kötés, amelyet a kation hydrátburka befolyásol. A nagy molekula-
súlyú oldhatatlan, nagyon rosszul disszociálódó huminsavhoz, mint negatív töl-
tésű anionhoz elsősorban heteropoláris, elektrosztatikus erők kötik a pozitív töl-
tésű és hydrátburokkal körülvett kationokat, amelyek vetélkednek a H+ ionnal, 
vagy a többi kationnal. 
Látva azt, hogy a huminsavak kationmegkötőképessége a periódusos rend-
szerben ennyire elterjedt, fel kell ismernünk azt, hogy ennek a jelenségnek nagy 
geokémiai jelentősége lehet, másrészt felmerülhet az a kérdés, hogy miért nem 
találtunk eddig a természetben humát természetű, tehát huminsavas szorpcióval 
kapcsolatos érceket nagyobb számban és változatosságban? 
Ilyenek biztosan vannak. Nyilvánvaló e felmérések után, hogy a huminsavak 
fontossága a természetben főleg a 2 + , 3 + és 4 + vegyértékű kationok dúsítása 
szempontjából lehet jelentős és geokémiai vizsgálatoknál ezt a lehetőséget kell 
szem előtt tartani. Az orosz és német bitumenes rézpalákról GOLDSCHMIDT már 
1937-ben [39] felveti, hogy ezek a ritka elemeknek olyan asszociációit tartalmazzák, 
amilyenekkel szenekben és humuszos talajokban lehet találkozni. Valószínű, hogy 
egyes organikus, huminsavdús ércekben a dúsulásra ilyen magyarázatot találunk. 
A szenek nyomelemei közül is a 2—4 vegyértékű kation formában migrációképesek 
majdnem bizonyosan huminsavas szorpcióból származnak. 
Hogy miért nem jönnek létre a periódusos rendszerben látható és laboratóriumi 
kísérletekben a huminsavakon jól szorbeálódó kationokból sokkal gyakrabban 
jelentős koncentrációjú üledékes ércek, arra magyarázatképpen a legszebb példa 
maga az uránium és thorium esete. A szűk keresztmetszet a mobilizálásban, az ős-
kőzetekből való oldódásban rejlik, nem pedig a huminsavak hiányában. Ha a ter-
mészetes vizek a legkülönfélébb kationokból jelentős koncentrációkat tartalmaz-
nának, beleértve a ritka elemeket és a ritka fémeket is, akkor valószínűleg minden 
tőzegtelep ezen elemeknek mind tudományos, mind gyakorlati szempontból rend-
kívül sokoldalú és értékes gyűjteménye lenne. Sajnos, a legtöbb elem előfordulásá-
nak gyakorisága {Clarke-szám) a természetben eleve kevés és az is jól be van ágyazva 
a kőzetek kristályszerkezetének matrixába, úgyhogy a természetes vizek csak las-
san tudják kioldani. Kioldhatóság szempontjából az ion atomi sajátságai is döntően 
fontosak. Jellemző példa erre a T h 4 + geokémiai viselkedése. Míg az anyakőze-
tekben az U 4 + - a l együtt izomorf keverékben annál mintegy 3 —5-ször nagyobb 
C/arke-számmal fordul elő, addig a biolitokban alig találkozunk vele, pedig a hu-
minsavak geokémiai dúsítási tényezője a Th 4 + - ra nézve cca 20 000-szeres, feltét-
lenül nagyobb, mint az uranyl-kationokra nézve. A két elem dúsulása közötti nagy 
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különbség oka nem a humuszon való szorpcióban rejlik, hanem a vízben való mo-
bilitásban. A kőzetek felületén az U 4 + ion a víz és oxigén hatására U 6 + kationná 
oxidálódik, amely a vízben uranyl-ion ( U 0 2 ) + + formájában a legkülönbözőbb pH 
mellett rendkívül jól oldódik és nagy mobilitású. Ezzel szemben a T h 4 + nem oxi-
dálódik 6 vegyértékű alakra és 4 vegyértékű alakja, hasonlóan az U 4 f -hoz nagyon 
csekély mobilitású a természetben. 
Nyilvánvaló, hogy a geokémiai dúsítási tényező sem elég nagy egyes elemeknél, 
pl. az alkáli fémeknél. Mindenekelőtt laboratóriumi kísérletekben meg kell hatá-
rozni az összes kationokra a geokémiai dúsítási tényezőt. Ezután meg kell vizsgáim, 
hogy a természetben a vizekben milyen kationos alakban és milyen koncentrációs 
határok között migrál a kiszemelt kation. A természetes vizekben talált legnagyobb 
koncentráció szorzata a geokémiai dúsítási tényezővel adja meg a tőzegben várható 
maximális koncentrációt. Az új szempont szerint sok új kutatásra lesz szükség, 
amelyből munkatársaimmal csak a dúsítási tényező meghatározását végezhetjük. 
Ha egy kis optimizmussal tekintünk előre a jövőbe, úgy látszik, hogy a biogeo-
kémia az A tudományág, amelynek fontosságát, perspektíváját VERNADSZKY az 
elsők között ismerte fel, talán egy új irányban fog kibővülni. Az élő növény elpusz-
tulása után is tovább hat a természet nagy geokémiai laboratóriumában, mert élet-
telen anyagának egy része, a huminsavak alakjában további új dúsulásokat hoz létre. 
Ezek felismerése terén megtettük az első kezdő lépéseket. 
Összefog la lás 
Sikerült újabb bizonyítékokat találni arra a szerző által még 1951-ben végzett laboratórium 
szorpciós kísérletek alapján felállított elméletre, amely szerint az uránium dúsulása a biolitokban 
a huminsavakon történő kationkicserélős szorpciós megkötés következménye. ÉK-Magyarorszá-
gon egy 15 000 km2 területen, amelyik urán dúsulásokat, érceket nem tartalmaz, a Zempléni-hegy-
ségben (andezit, riolit) és előterének kiterjedt pannon üledékes rétegeiben 800 vízmintát analizáltak 
meg. Maximálisan lOOmgU/tonna víz koncentrációt találtak. Ilyen vízbe porózus zacskóban tő-
zeget helyezve, rövidesen a biolitokban szokásos U-dúsulás lépett fel. Gránitból, andezitből mes-
terséges detritust készítve azt találták, hogy 2 g/liter N a H C 0 3 - a t tartalmazó víz a gránitból közel 
100 mg U/t koncentrációt old, az andezitből jóval (cca. 60-szor) kevesebbet. E kísérletek a labora-
tóriumban mért szorpciós izotermával jó korrelációt adnak és arra mutatnak, hogy a biolitokban 
észlelt U-dúsulások a természetben primer U-ércek nélkül is létrejöhetnek, a gránitból eredő fino-
mabb szemcséjű detrituszrétegekböl, a szénsavtartalmú vizek kioldó hatásán át. Geológusok a ter-
mészetben is találtak ilyen frissen végbemenő dúsulásokat. ARMANDS, G., Svédországban A szerző 
által laboratóriumban mért dúsítási tényezővel (10 000:1) megegyezőt talált a természetben, egé-
szen fiatal tőzeg és forrásvizek között. 
A tőzeg huminsavtartalma az (U0 2 )++ kationon kívül egész sor más kationt is megköt, 
különböző dúsítási tényezővel. Nem különleges szelektív megkötésről van tehát szó, hanem kation-
csere folyamatról, amelyik a huminsavakkal kapcsolatban egyes kationokra nézve a talajtanban 
már régen ismeretes, de nagy atcmsúlyú és 2-4 vegyértékű kationok esetén nagy dúsítási tényezőt 
ad. E jelenség igen fontosnak látszik a geokémiában, de jelentőségének felmérése még sok kutatást 
kíván. A természetben a huminsavakon (tőzegben) dúsulásnak nemcsak a dúsítási tényező kis szám-
értéke szab határt, hanem az elemek kation formában való oldhatósága, mobilizálása a kőzetekből. 
A nagyobb atomsúlyú nyomelemek koncentrációja igen kicsiny a természetes vizekben. 
S U M M A R Y 
Additional experimental evidences are given in support of the theory of the geochemical 
enri chment of U by humic acids. The statistical distribution of 800 analysed water samples from 
15 0 00 km2 non uraniferous area of NE-Eiungary demonstrated, that about 100 mg U/metric tons 
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of water occur sometimes in natural waters without the presence of primary U ores. Leaching expe-
riments by water, containing 2 g NaHC03 /Htres on crushed granite and andesite resulted in about 
this maximum concentration from granite, but much less from andesite. These facts present a very 
good correlation with the U-sorption isotherms measured on peat. The measured enrichment fac-
tor of 10 000:1 is sufficient to explain the U-enrichment observed in bioliths. Experimental expo-
sure of porous nylon bags filled with peat resulted in such natural waters in producing uraniferous 
peat. Such enrichments have been observed recently by geologists occurring freshly in Nature in 
our times. E. g. ARMAND, G., observed in northern Sweden fresh deposition of U in peat with an 
enrichment factor of 9000:1 from source waters in excellent agreement with the authors labora-
tory experiments. 
The fixation of (U0 2 )+ + cation by humic acids is not a specific, unie phenomenon. A number 
of other cations are similarly fixed, especially those of higher atomic weight and 2—4 valency. The 
fixation is a cation-exchange process and is actually identical with the exchange of cations by humic 
acids in the soil, already known in soil chemistry. The enrichment factor is pronounced for cations 
of higher atomic weight and valency. This phenomenon seems to be of outstanding genera! impor-
tance in geochemistry. It must be stressed however, that the bottleneck of this biogeochemical en-
richment process is in the slow leaching, slow migration of the cations from the rocks and not in 
the sorption on humic acids. 
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I N F I N I T É Z I M Á L I S M Ó D S Z E R E K 
P A S C A L M A T E M A T I K Á J Á B A N 
í r ta : VEKERDI LÁSZLÓ 
MADAME PÉRIER — Pascal nénje — és MARGUERITE PÉRIER — u n o k a h ú g a 1 — 
megegyezően mondják el PASCAL matematikához való „visszatérését". És mivel 
PASCAL életére vonatkozóan lényegében még ma is erre a két forrásra vagyunk utalva, 
az infinitézimális matematika, mint fogfájás elleni gyógyszer, klasszikus receptté 
vált a matematikatörténeti anekdoták iránt érdeklődő matematikusok körében. 
MADAME PÉRIER leírása szerint öccsét, aki az 1654-es megtérése óta kizárólago-
san vallási kérdésekkel foglalkozott, 1658 elején sajnálatos módon kezdte gátolni 
ebben az üdvös foglalkozásában betegsége. „Öcsém bajainak ez a kiújulása — írja — 
fogfájással kezdődött, ami teljesen meggátolta az alvását. De hogyan lehetne ébren 
egy olyan szellem, mint az övé, anélkül, hogy gondolkozna valamin. Ezért jutott 
eszébe az egyébként oly gyakori és kimerítő álmatlanságaiban egy éjjel valami a rou-
lette-el kapcsolatban. Az első gondolatot második követte, a másodikat harmadik 
és végül egymást váltó gondolatok sokasága; s ezek, mintegy akarata ellenére, úgy-
1
 A PASCAL család a francia közéletben a XVII. század eleje óta egyre nagyobb szerepet játszó 
„hivatalnok nemesség" közé tartozott. BLAISE PASCAL születésének idején (1623) apja, ÉTIENNE 
PASCAL a clermont-i Cour des Aides elnöke volt. A kisfiú korán elveszíti anyját, s innentöl kezdve 
apja részesíti rendkívül gondos, elsősorban a matematika és természettudományokra kiterjedő 
nevelésben. ÉTIENNE PASCAL 1631-ben három gyermekével Párizsba költözik. A legidősebb, GIL-
BERTE, a későbbi Madame PÉRIER, ekkor 11 éves, a legkisebb, JACQUELINE hat, BLAISE, a két iány 
közötti egyetlen fiú, nyolc. A harmincas évek Párizsa páratlan méretű társadalmi kohó, ahol spontán 
alakuló és egymással több-kevesebb összefüggésben levő csoportokban mintegy kikísérleteződnek 
az újkori szellemi élet szervezeti formái. A szalon, az akadémia, a természettudományos és mate-
matikai társaság és a szabadgondolkozó költőfilozófusok cabaret-klubjai a legfontosabbak ezek 
között a csoportosulások között. ÉTIENNE PASCAL elsősorban a MERSENNE atya körül összegyűlő 
természettudósokkal és matematikusokkal van jóban, de bejáratos a kalandos életű Mme SAINC-
TOT-hoz is, akinek a testvére, CHARLES VION DALIBRAY, A cabaret költők egyik legjellegzetesebb 
képviselője. DALiBRAYval és barátjával, LE PAILLEUR-rel BLAISE PASCAL később is jóban marad, 
hiszen pl. meghívja őket arra a nevezetes látogatásra is, amivel 1647 nyarán az éppen Párizsban 
tartózkodó DESCARTES tiszteli meg a két testvért, BLAISE-Í és JACQUELINE-L akik ekkor éppen BLAISE 
légnyomás-kísérleteit rendezik sajtó alá, s szenvedélyesen tanulmányozzák azt a vallási-világnézeti 
irányt, aminek nemrégiben az egész PASCAL család, de a francia hivatalnok nemesség nagy része is 
egyre inkább, a hívévé vált: a jansenizmust. BLAISE életét ettől kezdve a természettudomány, a mate-
matika, a jansenizmus, JACQUELINE, a mély hit és az elegáns, nagyvilági élet ma már teljessséggel 
kibogozhatatlan keveredése determinálja. Keveredés, amely néhol már olyan tökéletes, hogy a szin-
tézis látszatát kelti, de ez a szintézis mindvégig látszat marad, amin átütnek újra és újra az ellentétes 
tendenciák. Ez az ötvenes évek nagy műveinek a jellegzetessége és háttere. A PASCAL család azon-
ban, amelyik a politikai reményeit vesztő hivatalnok nemességgel együtt egyre inkább áldozatul 
esik a megmerevedő, bigottá váló jansenizmusnak, PASCAL műveit és életét a szekta igényeinek 
megfelelően fésüli át. GILBERTE leánya, MARGUERITE PÉRIER, aki gyermekkorától a nagy jansenista 
apácakolostorban, Port Royal-ban nevelkedett, úgy él és ír, mint egy XII. vagy XIII. századi 
apáca. BLAISE életéről szóló leírása a borzalmas és realista részletek, a vakhit és a babona által 
átszőtt, jellegzetes „középkori" apáca krónika. 
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hogy még sajátmaga is meglepődött rajta, feltárták előtte a roulette bizonyítását. 
De mivel minden ilyesmiről már régen lemondott, nem is gondolt rá, hogy valamit 
is leírjon belőle. Mégis beszélt róla egy olyan személynek, akinek teljes tisztelettel 
tartozott, mind érdemeit illetően, mind az általa mutatott vonzalom elismerése-
képpen, és ez a személy olyan tervet formált erről a felfedezéséről, ami csupán Isten 
dicsőségét tartotta szem előtt, és rávette öcsémet, hogy írjon csak le mindent, ami 
erről eszébe jut, és nyomtattassa ki."2 
Ugyanígy, de a kegyes körítés helyett realista részletekkel gazdagon mondja 
el a történetet Marguerite, és megnevezi a „magas személyt" is: „M. de ROANNEZ 
jött látogatni és azt találva, hogy semmi baja sincs, megkérdezte, mitől gyógyult 
meg. Azt felelte, hogy a roulette-től, amin a fejét törte, s amit megtalált. M. de ROAN-
NEZ meglepődve ezen a hatáson, de magán a dolgon is, mert tudta, milyen nehéz 
probléma az, megkérdezte, mi vele a szándéka. Nagybátyám ázt felelte, hogy ez 
pusztán gyógyszerként szolgált neki, és semmi másra nem akarja használni. M. de 
ROANNEZ azt felelte erre, hogy jobb hasznát is lehetne venni ennek; hogy az atheis-
ták leküzdésére irányuló igyekezetükben jól meg lehetne mutatni ezáltal, hogy a 
geometriát és a bizonyítás alá eső dolgokat tekintve is többet tud, mint ők együt-
tesen; és így, ha a hit kérdéseiben engedelmeskedik, az azért van, mert tudja, meddig 
érnek a bizonyítások, és azt tanácsolta neki, hogy helyezzen letétbe 60 pistole-t és 
hirdessen versenyt minden kitűnő matematikus között, akit csak ismer és ajánlja 
fel a nyereséget annak, aki megtalálja a probléma megoldását. M. PASCAL így tett, 
és letétbe helyezett 60 pistole-t M. de СARCAVY-nál, aki az egész Európából érke-
zendő pályamunkák egyik elbirólájává neveztetett ki, és a határidőt 18 hónapban 
tűzte ki."3 
Próbáljuk megérteni először is a két elbeszélés tendenciáját. A Pascal család 
szemében PASCAL főműve a Pensées volt, s ez a nagy apologetikus mü az ő szemük-
ben sajnálatos módon befejezetlen maradt, s elsősorban ezt a töredékességet kellett 
valahogyan megmagyarázni. „Gyengélkedései voltak azok, amik meggátolták abban, 
hogy tovább dolgozzon tervén" írja Mme PÉRIER. Olyan súlyos beteg lesz — írja —, 
hogy miután egy évet (1657—58) dolgozott a nagy müvon, gyakorlatilag semmit 
sem képes többé végezni. Tudományra — világi hívság — természetesen már régen 
nem is gondol, de betegsége és súlyos álmatlansága addig fokozódik, hogy egy fog-
fájásos éjjel hirtelen, saját akarata ellenére eszébe jut a ciklois-probléma és meg-
oldja. Közlésre — világi hiúság — természetesen nem is gondol, hiszen az egész 
csak „gyógyszer" volt számára, de barátja, akinek hálával és tisztelettel tartozik, 
s aki nem más, mint ROANNEZ herceg, Poitou kormányzója, rábírja a kiadásra: 
végül is Isten dicsőségére szolgál az, ha egy odaadó híve old meg olyasmit, amin 
a világ legnagyobb matematikusai hiába törték a fejüket. A tendencia nyilvánvaló: 
a mélyen vallásos Pascal család szemében a Pensées szigorú apologetikája után 
PASCAL matematikai hattyúdala kellemetlen zavart jelentene, tehát deus ex ma-
china-val át kell siklani rajta. Ennél súlyosabb dolgokat is tett a Pascal család a geni-
ális matematikus ellen; egyik matematikai főműve, amit még LEIBNIZ látott kéz-
iratban, s sajnos visszaadott a családnak, eltűnt a kezük között. 
2
 La vie de Monsieur Pascal érite par Madame Périer, sa soeur, femme de Monsieur Périer, con-
seiller de la Cour des Aides de Clermont. — Oeuvres completes de Pascal, édition Pléiade. Texte étebli 
et annoté par Jacques Chevalier. Paris 1954 (továbbiakban: Éd. Pléiade) 3 — 34, 19. 
3
 Mémoire sur la vie de M. Pascal. Ecrit par Mademoiselle Marguerite Périer, sa niece. - Éd. 
Pléiade 3 5 - 4 1 , 40. 
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A különösebb inkább az, hogy a történészek máig mennyire hatása alatt álla-
nak MADAME és MARGUERITE PÉRIER kegyes elbeszéléseinek. Még PASCAL életének 
olyan kitűnő ismerője is, mint JEAN MESNARD, törést lát 1658-ban PASCAL fejlő-
désében, amit 1659-ben egy újabb „megtéréssel" kellett a világi hívságba visszaeső 
PASCALnak kompenzálnia. Ez az újabb „megtérés" azért vált szükségessé, mert az 
1658-as év matematikai műveinek — nevezzük továbbiakban rövidség kedvéért 
Roulette-leveleknek — a hangját mindennek lehet nevezni, csak keresztényi alá-
zatnak nem. A Pascalok érthetően igyekeztek átsiklani e felett a számukra kelle-
metlen tény felett, de MESNARD-Í már nem köti a családi és a jansenista diszkréció. 
„Látjuk, amint ellenfeleit piszkolja — írja Mesnard — amint hevesen reagál a leg-
kisebb ellentmondásra, amint olyan versenyt tűz ki, ami azt hivatott kimutatni, 
hogy egyetlen európai tudós sem képes versenyezni vele. Ü g y rendezi a dolgot, hogy 
a lehető legkisebbre csökkentse versenytársai esélyeit és minden megoldási kísérletet, 
amit elküldhettek neki, eleve félvállról kezel. Visszatért belé a gőg ." 4 
De a Roulette-levelekben nem ez a „gőg" és sértő hang a legfeltűnőbb, ez nem 
hiányzik PASCAL vallásos írásaiból sem. S egyébként is a kor egyházi vitairodalmán 
edzett füleinek a Roulette-levelek sértő kitételei nem lehettek szokatlanok. S végül 
— ami a legfontosabb — Pascal az 1658-as matematikai kutatásaival párhuzamosan 
folytatja teológiai és egyházpolitikai harcait is, gyakorlati síkon a jezsuiták, elméleti 
téren a kálvinizmus ellen. A Roulette-levelekben nem a „gőg, még nem is a vitat-
kozókedv a legfeltűnőbb, hanem az, hogy éppen olyan céltudatos és jólszervezett 
propagandakampány benyomását keltik, mint az 1656-ban a jezsuiták ellen indított 
Vidéki levelek.5 A Roulette-levelekben is teljes harci aktivitásában látjuk Pascalt, 
félelmetes vitakészsége csúcsán. S így egyszerre más megvilágításba kerülnek a 
Roulette-levelek. Nem egy haldokló nagybeteg fájdaloműző foglalkozását tükrö-
zik többé, de nem is egy világi „gőgbe" visszaeső vallásos lélek válságát. A Roulette-
levelek jelentését nem elég Pascal biografikus adatai és pszihológiája felől vizsgálni, 
meg kell kísérleni kibontani a mű tudományos és tudománypolitikai környezetét 
is. Ezt kísérli meg a jelen tanulmány. 
1658-ban a ciklois-kérdés már nagyon régi. Magát a görbét6 — amit az egye-
nesen legördülő kör egy pont ja ír le — már a XVII. század elején vizsgálta GALILEI^  
4
 MESNARD, Jean: Les conversions de Pascal — Blaise Pascal. l'homme et l'oeuvre. Cahiers 
de Royaumont. Philosophie № I. Paris 1956 (továbbiakban: P, CR.) 46 -77 , 60. 
5
 Les Provinciales ou tes Lettres écrites par Louis de Montalte, à un Provincial de ses amis, 
et aux RR. PP. Jésuites: sur le sujet de la Morale et de la Politique de ces Pères. Cologne 1657 — 
Éd. Pléiade 567—904. Az ötvenes évek során jezsuiták és jansenisták elkeseredett harcot vívnak 
a vezetőszerep megszerzéséért a kialakuló abszolutisztikus monarchiában. A harc ideológiai téren 
a kegyelemtan bizonyos tételei körül koncentrálódott, amiket az Egyház JANSENIUS tanításában 
eretneknek nyilvánított. A jansenisták vezetője, a „nagy ARNAULD" úgy próbál kisiklani az eret-
nekség vádja alól, hogy a pápa kiátkozáshoz való jogát elismeri, de tagadja, hogy a rekriminált 
tételek tényleg benne vannak JANSENIUS művében. PASCAL a Vidéki levelekben az ARNAULD állás-
pontjának a népszerűen megírt védelmét vállalja, miután ARNAULD védekezése a Sorbonne elöt 
elbukott. PASCAL azonban messze túllát ARNAULD jogászi ügyeskedésén, a Vidéki levelek egyre 
inkább elegáns, világos, nagyvilági stílusban megírt moralizáló esszék lesznek, teológiai tekintet-
ben pedig elhajlanak a hivatalos jansenista ideológiától a tradicionális, thomista felfogás felé. 
6
 Görbék mozgások összetételéből való származtatása nem új, jól ismeri már a görög mate-
matika is, de csak mint a kör és egyenes geometriájából adódó problémák — pl. kockamcgkettő-
zés, körkvadratúra, szögharmadolás — segédgörbéivel foglalkozott velük. A XVII. században a moz-
gásösszetevésből származó görbék, közöttük a ciklois, vagy ahogy a generálására célozva nevez-
ték, roulette, az érdeklődés központjába kerülnek. DESCARTES a mozgásösszetevés által generált 
görbék között elkülönít egy nagy csoportot, amelyikbe tartozó görbék minden egyes pontja véges 
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s a harmincas évek közepén az akkor éppen GALILEI műveivel foglalkozó MERSENNE 
atya körkérdést intézett leveleiben a francia matematikusokhoz a görbe jellegére, 
ívhosszára és a görbe alatti területre vonatkozóan. Bizonyos részletkérdésekre adott 
is valamiféle megoldást7 a College de France matematikaprofesszora, GILES PER-
SONNE (1602—1672), vagy ahogy szülőhelyéről nevezte magát, ROBERVAL. Ez a 
megoldás nehézkes, mechanikus, inkább csak intuitive megsejtett, semmint bizo-
nyított volt. Nem is mulaszthatta el ROBERVAL nagy ellenfele, DESCARTES, hogy egy 
ragyogó, egyszerű bizonyítással meg ne szégyenítse a hivalkodó párizsi professzort, 
aki élete egyik fó'feladatának tekintette a hollandiai filozófus bosszantását. 
1658-ban DESCARTES már nyolc éve halott, de híre egyre nő, nemcsak Hollan-
diában és Angliában, Párizsban is. Akadnak lelkes hívei a jezsuiták és a bencések 
között is, sőt, maga a jansenisták vezére a „nagy ARNAULD" is vonzódik bizonyos 
tanításaihoz. Csak két hely van Párizsban, ahol maradéktalanul ellenségei DES-
CARTES-nak: Mme de SABLIÈRE kényeskedő szalonja és a College de France. Mme de 
SABLIÈRE szalonjában DESCARTES régi ellenfelének, GASSENDinek a hívei uralkodnak 
és LA FONTAINE gúnyolja DESCARTES tanait az állatok és emberek közötti különb-
ségről. A College de France-ban ROBERVAL gyaláz mindent, amit valaha is tanított 
DESCARTES. 
ROBERVAL egyébként másokat is támadott, ha nem is olyan lelkesen mint DES-
CARTES-ot, ugyanis akárhová nézünk a X V I I . század két középső negyedében, min-
denütt ott látjuk RoBERVALt, prioritási harcokba keveredve. ROBERVAL rakoncát-
lankodását egyes történészek azzal magyarázzák, hogy három évenként egy-egy 
új felfedezéssel kellett megvédenie tanszékét, s így a közbeeső felfedezéseit a véde-
lemre tartogatva, mások megelőzték. Azonban DESCARTES-al szembeni viselkedését 
semmiképpen sem lehet „önvédelemmel" magyarázni, s a prioritás-igényeit is ala-
posabban át kellene nézni ahhoz, hogy legalábbis részben jogos voltuk felől dönt-
hessünk. Később egyébként sem szorult már tanszéke periodikus védelmére, s azért 
nem lett semmivel sem barátságosabb. ROBERVAL mindenütt támad, ahol a francia, 
közelebbről a köréje tömörülő párizsi matematikusok érdekeit sértve látja. Ebben 
a tekintetben hasonlít a viselkedése a JOHN WALLisÉhoz8, aki az angol matemati-
kának tesz hasonló „szolgálatokat". 
BLAISE PASCALnak még atyai jóbarátja ROBERVAL. Blaise apja, ÉTIENNE PASCAL 
még első párizsi tartózkodása alatt, a harmincas években köt vele szoros barát-
ságot, s már együtt harcolnak a MERSENNE atya körül kialakuló kis tudóscsoport 
tagjaiként bizonyos, a csoporton kívül álló matematikusok által képviselt nézetek 
ellen. ÉTIENNE PASCAL és ROBERVAL kooperációja később átöröklődik a fiúra, s 
algebrai egyenlettel adható meg, s rendszeres vizsgálataiban csak ezekre a görbékre szorítkozik. 
A nem ide tartozó görbékkel — amiket mechanikusoknak nevez — csak átmenetileg foglalkozik 
leveleiben. PASCAL nem tesz ilyen különbséget a görbék között. Ar Ő számára egy görbét nem a 
generáló mozgás, hanem két egyeneshez, a „bázishoz" és a „tengelyhez" való viszonya jellemez. 
7
 ROBERVAL egy megfelelő módon definiált görbe — compagne de la cycloide, a mai sinus-
görbe — segítségével határozza meg a ciklois területét, teljesen a CAVALIERI-féle indivisibiliamate-
matika szabályainak megfelelően. L. MORITZ CANTOR: Vorlesungen über Geschichte der Matema-
tik, Zweiter Band. Erster Halbband, von 1200-1650. Leipzig 21899 (továbbiakban Cantor II) 
878-880. 
8
 JOHN WALLIS (1616 — 1703) foglalkozására nézve anglikán teológus volt, a restauráció után 
királypárti érzelmeinek jutalmaképpen II. Károly káplánja, majd püspök lett. A forradalom alatt 
az oxfordi egyetemen tanított, egyik alapító tagja a Royal Society-nek. Ahol csak alkalma nyílott 
rá, erélyesen — és többnyire igazságtalanul — védte az angol matematikusok prioritás-igényeit. 
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meglepő, milyen állhatatosan és hűséggel védi mindenütt BLAISE a ROBERVAL igazát, 
ott is, ahol a mérges professzornak — mi előttünk nyilvánvalóan — nincs igaza. 
Pl. a parabola és a spirális ívhosszáról írott értekezésében, ahol az itáliai matematiku-
sok RoBERVALéval azonos, de sokkal korábbi eredményeit még csak meg sem em-
líti9 . 
A roulette versenyt lezáró vitában is PASCAL metsző gúnyja elsősorban ROBER-
VAL két ellenfele ellen irányul. Az egyik, LALOUÈRE Toulouse-i jezsuita professzor, 
azt „merészelte" állítani, hogy ugyanarra az eredményre jutott , de jobb módszerrel, 
mint ROBERVAL. A másik, JOHN WALLIS pedig ugyanazzal a módszerrel kapott az 
1655-ben megjelent Arithmetica infinitorum c. művében sokkal általánosabb ered-
ményeket, amelyik módszerrel ROBERVAL és FERMÂT már hosszú évek óta dolgoztak, 
de eddig még csak az eredményeiket tették közzé. LAOUÉRE és WALLIS megsemmi-
sítésén kívül a versenyt lezáró vitalevelek feladata a TORICELLI RoBERVALlal szembeni 
j ogos prioritás-igényének a cáfolata és DESCARTES érdemeinek az elkendőzése volt. 
Őket úgyszólván teljesen kiirtja a ciklois-probléma előtörténetéből. A verseny részt-
vevői közül pedig egyedül WREN munkája iránt tanúsít megértést, de a WREN 
által beküldött pályamű nem a kitűzött kérdésekre adott válasz volt, s egyébként 
is WREN antik módszert alkalmazott, s nem az új, Itáliából elindult indivisibilia-
módszert, amivel ROBERVAL és PASCAL dolgoztak, s aminek a teljesítőképességét 
és francia eredetét voltak hivatva igazolni a Roulette-Ievelek. Mert ezek az írások 
a ciklois ürügyén voltaképpen ezt a Roberval—Pascal-féle módszert védik mások 
jogos vagy jogtalan prioritás-igényeivel szemben. 
A X V I I . század egyik l eg többre t a r to t t , legfél te t tebb „szel lemi t u l a j d o n a " ugyanis 
a módsze r volt . Csa lha ta t l an módsze reke t do lgoz tak ki az üdvözülés tő l a szerencse-
já ték ig , a d r á m a í r á s t ó l az A B C tan í tásá ig minden re . S az a módsze r , ami t a Roulette-
Ievelek ROBERVAL és PASCAL s z á m á r a szere tnének biz tos í tani , s e m m i k é p p e n sem 
nevezhe tő — ez m á r a b b a n a k o r b a n vi lágosan lá tszot t — az ő t u l a j d o n u k n a k . Hosz -
szú fe j lődés e redménye , a m i b e n t ö b b e k közö t t TORRICELLI11 és mes tere i : GALILEI 
és CAVALIERI12, t o v á b b á DESCARTES és JOHN WALLIS is f o n t o s szerepet j á t s z o t t a k . 
E b b e n a fe j lődésben az ú jkor i m a t e m a t i k a egyik l e g h a t a l m a s a b b eszközének , az 
infini tézimális mó d sze rnek a megszületését lehet n y o m o n köve tn i . PASCAL p r o p a -
g a n d á j á n a k genia l i tását mi sem bizonyí t ja j o b b a n , m i n t h o g y a l egu tóbbi idők ig 
é p p e n a Roulette-levelektt t a r t o t t á k az első „ in tegrá l számí tás ró l szóló é r t e k e z é s n e k . " 1 3 
9
. Lettre de A. Dettonville a Monsieur A. D. D. S. en lui envoyant ta démonstration a la maniè-
re des anciens de Г égalité des lignes spirale et parabolique. — Éd. Pléiade 313—327, 313 — 314. 
10
 Sir CHRISTOPHER WREN (1632—1723) építész, matematikus és csillagász, A restauráció ko-
rabeli London városképének a legfőbb kialakítója. Mint matematikust, a ciklois rektifikációja tette 
híressé, ami iránt PASCAL is elismeréssel adózott, s nem maradt rá hatás nélkül. L. Derek T. WHITE-
SIDE: „Wren, the mathematician" Notes and Records of the Royal Society 15 107 — 111, 1960. 
11
 EVANGÉLISTA TORRICELLI (1608—1647) a XVII. század második negyedének egyik legjelen-
tősebb matematikusa is. Működése mint kísérletezőnek, fizikusnak és matematikusnak egyaránt 
számos ponton érintkezik a PASCALéval és RoBERVALéval, s ez önmagában véve is kiindulópontot 
jelentett prioritás-vitákra, amit még fokozott, hogy a TORRICELLI módszereihez csatlakozó WALLIS 
„védelmébe vette" mesterét ROBERVAL—PASCAL igényeivel szemben. 
12
 BONAVENTURA CAVALIERI (15987—1647) GALILEI tanítványa, a GALILEI után fellendülő 
új itáliai matematikai fejlődés egyik elindítója és legnagyobb hatású mestere. 1621 és 29 között 
készült, 1635-ben megjelent műve, a Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione 
promota a XVII. század új infinitezimális módszereinek első összefoglalása. 
13
 Például ÉMILE PICARD: „C'est le premier Traité de calcul intégral" cit. J. Chevalier, Ed. 
Pléiade 175. 
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Óvatosabb matematikatörténészek inkább szerettek „Integrálszámítás előtti integ-
rálásról"14 vagy indivisibilia-matematikáról beszélni. Az elnevezéseknél és dicsérő 
jelzőknél azonban súlyosabb hiba volt az, hogy az egész módszert sajnálatos módon 
„végtelen kicsi" elemekből összetevődő véges összeg előállításaként értették félre 
a matematikatörténészek15, míg A. KOYRÉ egy alapvető tanulmányában meg nem 
magyarázta, hogy éppen ellenkezőleg, CAVALIERI indivisibiliageometriájában az 
ez ellen való tiltakozásról van szó.16 CAVALIERI módszerének a lényege nem „vég-
telen sok" „végtelen kicsi" elem „összegezése", hanem az antik, reductio ad absur-
dumra alapuló kimeríthetetlenségi elv megkerülése17. CAVALIERI a síkalakzatokat 
párhuzamos egyenesek halmazának (aggregation) tekinti, nem összegének. Két 
ilyen halmaz kétféleképpen hasonlítható össze, collective, hoc est comparando 
aggregatum ad aggregatum, és distributive, sc. comparando sigillatim quamlibet rec-
tam figuráé ABCcba ... cuilibet rectae figuráé EFGefg ... in direction existent/'.18 
Azaz, ha két alakzat azonos irányban vett elemei között kölcsönösen egyértelmű 
megfelelkezés állapítható meg, a két alakzat egészében is megfelel egymásnak. Az 
indivisibilia módszerben kontinuum számosságú halmazok összehasonlításáról van 
14
 VŐ. ZEUTHEN, H. G. : Geschichte der Mathematik im XVI. und XVII. Jahrhundert, Leipzig, 
1903, 248-300 . 
15
 Vö. Cantor II 877: Cavalieri betrachtete die Indivisibilien jeder Oberfläche nach Maassgabe  
unendlich vieler Linien, die eines Körpers nach Maassgabe unendlich vieler Flächen, und deshalb  
wurden Vorwürfe gegen Cavalieri erhoben, als meine dieser, die Oberfläche, der Körper beständen  
wirklich aus Linien, aus Flächen. — CANTOR ezzel a kifogással a kortárs-matematikusokra, első- 
sorban RoBERVALra utal, de modern matematika történészek sem mindig mutatnak mélyebb meg- 
értést CAVALIERI munkája iránt, mint ROBERVAL. VÖ. pl. PIERRE HUMBERT: Cet effrayant génie ...  
U oeuvre scientifique de Biaise Pascal, Paris 1947, 216: Cavalieri considérait les lignes, les surfaces 
et les volumes comme décomposables en une infinité d'éléments qu'il appelait indivisibles: une 
ligne était une accumulation de points, une surface une accumulation de droites, un volume, une 
superposition de plans. Telle qu'elle était ainsi proposée, l'idée était fausse, car il est bien évident 
qu'en entassant les uns sur les autres des plans, dont par définition l'épaisseur est nulle, on 
n'obtiendra jamais un volume d'épaiesseur non nulle: accumulez zero, cela donnera toujours 
zero. — Ez az idézet nemcsak azért érdekes, mert bizonyítja a tévedések szívós életét (ROBER- 
VAL-HUMBERT: 300 év), hanem azért is, mert a második mondat, amiben HUMBERT az indivi- 
sibiliamatematikát — ti. amit ö annak tart — kritizálja, éppen az indivisibilia módszer egyik  
alapelve. Végtelenül vékony elemek összegezésének érti félre Cavalieri módszerét még OTTO  
TOEPLITZ is, Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung. Berlin —Göttingen —Heidelberg 1949,  
57. — Érdemes kiemelni viszont, milyen tisztán látta már 1912-ben Cavalieri módszerének  
lényegét LEON BRUNSCHVICG: L'essentiel de la méthode est dans la comparaison des elements  
générateur, qui permet de traiter chaque figure, plane ou solide, " in ratione omnium suorum 
indivisibilium collective et (si in iisdem reperiatur una quaedam communis ratio) distributive  
ad invicem comparatorum". Si l'on fait de plus appel à la considération de leur infinité, c'est 
uniquement afin de ne pas avoir à tenir compte de leur nombre, LEON BRUNSCHVICG : Les etapes 
de la philosophie mathématique, Paris 1912, 166). 
16
 KOYRÉ, A.: Bonaventura Cavalieri et la géometrie des continues — Évantail de l'histoire 
vivante. Hommage a Lucien Febvre I—II. Paris 1953, I 319-340. 
17
 Az antik kimerithetetlenségi módszer jó összefoglalása található pl. B.L. van der WAER- 
DEN: Erwachende Wissenschaft, Basel und Stuttgart 1956, 304 — 306, és főleg E. J. DIJKSTERHUIS: 
Archimedes, Copenhagen 1956, 130—133. DIJKSTERHUIS interpretációját foglalja össze és teszi 
modern matematikai logikai aparátussal könnyen hozzáférhetővé WHITESIDE alább idézett mono-
gráfiája. 
18
 Kollektive, azaz halmazt halmazhoz hasonlítva, és disztributive, ti. adott irányban ösz-
szehasonlítva ABCcba alakzat egy tetszőleges egyenesét ... EFGefg alakzat egy tetszőleges egyene-
sével. cit.: WHITESIDE, Derek Thomas: Patterns of Mathematical Thought in the Later Seventejnth  
Century." — Archive for History of Exact Sciences 1 (1961) 179 — 388 (továbbiakban: WHITESIDE),  
313. 
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szó, s ezért nincs szükség határátmenetre. Az exhaustios eljárás és a limes módszer 
megbontja a kontinuumot, mert a természetes számok sora szerint rendezhető' érté-
kekkel közelít meg egy soha el nem érhető', ill. a lim a n = a összefüggésben egy pon-
tosan definiált matematikai szerkesztés eredményeként adódó határértéket. CAVA-
LIERI, a kontinuum számosságú halmazokban maradva, elkerüli ebből a kétféle 
— görög és modern — aritmetizációból adódó nehézségeket. 
Ezt nem értették meg a matematikatörténészek, s ezért értették félre, egy hely-
telenül alkalmazott görög vagy modern eljárásnak, az indivisibiliamatematikát. 
PASCAL azonban tökéletesen tisztában volt az indivisibiliamatematika lényegével. 
Az aritmetikai háromszög problémaköréből kinőtt Potestatum numericarum summá-
ban pontosan az indivisibilia elmélet szellemének megfelelően adja meg az egpsz 
számok hatványai között talált összefüggésekből a folytonos mennyiségek között 
fennálló analóg összefüggésekre való áttérés szabályát. Az elv, amely a diszkonti-
nuus mennyiségekről a folytonos mennyiségekre való áttérést lehetővé teszi az, hogy 
„bármely számban is adunk folytonos mennyiségeket egy náluk magasabbrendű 
folytonos mennyiséghez, utóbbin azok semmit sem növelnek. így pontok a vonal-
hoz, vonalak a felületekhez, felületek a testekhez semmit sem tesznek hozzá: vagy 
hogy számokról szóló traktátushoz jobban illő szavakat használjak, semmit sem 
tesznek hozzá a gyökök a négyzetekhez, a négyzetek a köbökhöz, köbök a kvadrato-
kvadrátokhoz. Úgyhogy az alacsonyabbrendű mennyiségeket, mint nulla értékkel 
rendelkezőket, nem kell tekintetbe venni. Fentieket, amik az indivisibilia elmélet-
benjáratosak előtt jól ismertek, azért fűztem hozzá, hogy kitűnjön ebből a példából, 
amelyben a folytonos mennyiségek dimenzióival való számolást az egész számok 
hatványainak az összegéhez lehet kapcsolni, hogy látszólag legtávolabb eső dolgo-
kat hogyan fűz egybe az egységet kedvelő természet."19 
A példa, amit az idézett szöveg említ, pár sorral feljebb olvasható, s nem egyéb, 
mint az akkor már jól ismert parabolakvadtarura általánosítása: 
„A vonalak összessége úgy aránylik legnagyobbikuk négyzetéhez, mint 1:2. 
A vonalak négyzeteinek az összessége úgy aránylik a legnagyobbikuk köbéhez, 
mint 1:3. 
A vonalak köbeinek az összessége úgy aránylik a legnagyobb negyedik hatványához, 
mint 1:4. 
Tetszőleges fokú vonalak mindjének az összessége (summa omnium) úgy aránylik 
a legnagyobbjuk közvetlenül következő magasabb fokához, mint az egység eme 
magasabbfokú vonal kitevőjéhez."20 
A mi jelölésünkben: 
X 
fx"dx 
о 1 
n+ 1 
Azonban a mai formulák alkalmazása csak a megértés gyorsabbá tételére jó, 
a „summa omnium" nem J és a formula indoklásában nem összegezés, hanem 
19
 Potestatum numericarum summa — Éd. Pléiade 166 — 171, 171. 
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az az analógia szerepel, amit PASCAL az aritmetikai háromszög segítségével egész 
számok sorainak a hatványaira talált. Pl. a négyzetre emelés esetében: „Természe-
tes számok bármely számmal kezdődő sorában az utolsó tagot közvetlenül követő 
szám négyzetéből levonva a legkisebb tag négyzetét és a tagok számát, az eredmény 
egyenlő lesz a tagok összegének a kétszeresével."21 Pl. lia a kérdéses számsor 5, 6, 7, 8, 
akkor 9 2 — 5 2 — 4 = 2 - ( 5 + 6 + 7 + 8 ) . 
Innen az indivisibiliamatematika fent megadott elvei szerint a parabolák kvad-
ratúrájánál, mivel itt a „tagok összegé"-nek (aggregatum ex omnibus) maga a para-
bola alatti terület felel meg, s a vonalak négyzetéhez ké-
pest első hatványukat nem kell figyelembe venni, azonnal 
megkapjuk a másodfokú parabolára fent megadott sza-
bályt. 
Az egész számokra kapott eredmények kontinuumra 
való alkalmazását tehát a végtelenek „hierarchiája" tette 
lehetővé, aminek a felfedezését a matematika- és filozófia-
történészek egészen a legutóbbi időkig PASCALnak tulajdo-
1. ábra nitották, holott maga PASCAL hangsúlyozta, hogy quantum 
haec notitia ad spatiorum curvilineorum dimensioines confé-
rât, satis norunt qui in indivisibilium doctrina tantisper versati sunt.22 A. KOYRÉ vette 
észre először, hogy PASCAL itt megelőző matematikusok munkájához kapcsolódik. 
„Ami az egész számok hatványainak az összegezése és az indivisibilia (folytonos 
mennyiségek) összegezése kötötti összefüggést illeti — írja KOYRÉ —, ez kétségkívül 
kevésbé ismert ügy volt, és sokkal újabb, de éppen ez alkotja az alapját FERMÂT 
és ROBERVAL munkáinak, akinek a hatása úgy látszik felváltja PASCALnál DÉSARGUES 
hatását ."2 3 
Az egész számok hatványösszegei és a folytonos mennyiségek hatványai közötti 
párhuzam képezte azonban nemcsak FERMÂT és ROBERVAL, hanem még inkább 
WALLIS munkájának az alapjait is. WALLIS Arithmetica infinitorum-kt FERMÂT és 
ROBERVAL jól ismerték, s régóta vitában állottak az angol matematikussal.24 CAR-
CAVY, a roulette ürügyén kitűzött metodikai verseny egyik döntőbírája pedig nemcsak 
MERSENNE u t ó d j a , h a n e m ROBERVAL és PASCAL b a r á t j a is v o l t , a k i m á r PASCAL 
ÜESCARTEs-al vívott prioritási vitájában is PASCAL mellé állott.25 A roulette-kihívás 
21
 Uo. 170. 
2 2
 „Akik valamennyire is járatosak az indivisibilia elméletben, azonnal értik, mennyiben alkal-
mazhatók ezek a fogalmak görbék által határolt területekre". Uo. 170—171. 
2 3
 KOYRÉ, A.: Pascal savant. P, CR. 259—295, 266. KOYRÉ ebben az alapvető fontosságú 
tanulmányában — melyik KOYRÉ tanulmány nem az? — azt mutatja ki, hogy PASCAL távolról sem 
emelkedett annyira kora tudományos vizsgálatainak a színvonala felé, mint azt az eddigi, hagio-
graphikus-jellegű PASCAL irodalom állította. Pascal est un mathématicien d'un très grand talent, qui a 
eu la bonne chance d'avoir été, dans sa prime jeunesse, formé par Désargues ou, du moins, d'en 
avoir subi une profonde influence, et qui a eu la malchance d'avoir été, dans son âge mûr, profon-
dément influencé par Roberval (im. 270). — Jelen közlemény KOYRÉ tanulmányának a téziséhez 
kapcsolódik, de szeretné kimúlani, hogy szerencsére ROBERVAL hatása nem volt olyan mély, mint 
azt KOYRÉ — s talán maga PASCAL is — hitték. PASCAL a RoBERVAL-féle indivisibilia zsargon alatt 
visszatalál a tisztább görög forrásokhoz az infinitezimális matematika területén is. 
24
 L. HOFMANN, J. E. Geschichte der Mathematik IL, Berlin 1957, 3 6 - 3 7 . 
25
 DESCARTES és PASCAL között MERSENNE halála után romlik el véglegesen a viszony, amikor 
a nagy tapintattal rendelkező és jóindulatú MERSENNE feladatát, a tudósok egymás közötti levele-
zésének — ami akkor a tudományos folyóiratokat pótolta — lebonyolítását a jansenista-szimpati-
záns CARCAVY veszi át. CARCAVY oly módon értesíti DESCARTES-OÍ pl. PASCAL barométer-kísérleteiről 
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eleve úgy volt megtervezve, hogy PASCAL dicsősége és ROBERVAL prioritása bizto-
sítva legyen. 
Ezekben a következtetésekben kétségkívül igazat kell adnunk KoYRÉnak. 
Azonban KOYRÉ szerint metodikában sem hoztak semmi újat a Roulette-levelek, 
az alkalmazott módszer egyszerűen az indivisibiliamatematika „félreértése". KOYRÉ 
véleménye szerint PASCAL „úgy látszik nem értette meg CAVALIERI fogalmainak 
a mélyebb értelmét, hiszen CAVALIERI számára egy geometriai objektum indivisibi-
lis elemei eggyel kevesebb dimenzióval rendelkeztek, mint ez az objektum m a g a . " 2 6 
PASCAL viszont a Roulette-levelekben úgy fogja fel a területet, mint „kis négyszögek 
indefiniált számának az összegét", s az így felfogott területet azonosnak veszi a 
CAVALIERI által definiált „vonalak összegével ." 2 7 
U g y a n e z a véleménye a m a t e m a t i k a t ö r t é n e t b e n is k i t ű n ő e n j á r a t o s BOURBAKI-
n a k 2 8 , s ez vol t m á r lényegében CANTOR f e l fogása i s . 2 9 Szer in tük ROBERVAL és 
n y o m á b a n PASCAL „ f é l r eé r t e t t ék" vagy legalábbis á t i n t e rp re t á l t ák CAVALIERI infi-
nitezimális módszerét, de ez a „félreértés" termékeny volt, mert ebből született 
meg LEIBNIZ kezén az in tegrá l számí tás . 
PASCAL fentebb ismertetett vizsgálatai azonban azt mutatták, hogy ő tökéletesen 
tisztában volt az indivizibilia módszerrel, s ha a Roulette-levelekben a vonal aggre-
gátumok helyett végtelenül finomítható négyszög beosztás összegeként állítja e lő 
a területet, annak más oka kell legyen, nem az indivisibilia módszer „félreértése". 
ROBERVAL valóban azt hitte, hogy az indivisibilia módszert „javítja meg", amikor 
a „vonalösszeget" indefinit-kicsiny négyszögek összegével váltja fel. D e PASCAL 
csupán elnevezéseiben követi ROBERVAL!, PASCALnál egészen másról van szó, n e m 
az indivisibilia módszer „megjavításáról". PASCAL a Roulette-levelekben más mód-
szert használ, mint amire még az aritmetikai háromszöggel kapcsolatos infinitézi-
mális megfontolásaiban hivatkozott, a Roulette-levelek módszere nem az indivi-
sibilia módszer többé. 
Már CANTOR felhívta rá a figyelmet,30 hogy a X V I I . század NEWTON—LEIBNIZ 
előtti matematikájában az indivisibilia módszer mellett kifejlődik egy másik módszer 
is, amelyik az antikvitás megközel í tő módszereihez kapcsolódva területeket keskeny 
területsávok, térfogatokat keskeny parallelepipeda számának a növelésével akart 
kimeríteni. Exhaurire: a szó is most lép fel először, GREGORIUS a SANTO VINCENTIO31 
is, ami a nagy filozófusra fölöttébb sértő volt. S már ekkor, 1649-ben kénytelen DESCARTES a cik-
lois-kérdésben is védekezni ROBERVAL prioritás-igényeivel szemben: Car, pour Taire de la ligne 
décrite par la Roulette, dont il s'est fort vanté, c'est Torricelli qui Ta trouuée: & c'est moy qui luy 
ay enseigné à en trouuer les tangents (DESCARTES levele CARCAVYhoz, 1649. aug. 17-én. Ouvres, 
Adam-Tannery-féle kiadás V 391-401, 400.). 
26
 KOYRÉ, A. : Pascal savant. P, CR. 269. 
27
 Uo. 270. 
28
 BOURBAKI, NICOLAS: Éléments d'histoire des mathématiques, Paris I960., 194: Il est vrai 
que par ia suite beaucoup de mathématiciens, tel que Roberval et Pascal, préfèrent voir, dans ces or-
données de la courbe dont on fait ia „somme", non des segments de droite comme Cavalieri, mais 
des rectangles de même hauteur infiniment petite, ce qui n'est pas un grand progrès du point du 
vue de la rigueur (quoi qu'en dise Roberval). 
29
 Cantor II 877, de CANTOR haladásnak tartja ROBERVAL átértelmezését. 
3 0
 Uo. 895. 
31
 GREGORIUS a S. VINCENTIO (1584 —1667) belga jezsuita páter 1647-ben megjelent, de évti-
zedek óta készen levő műve, az Opus geometricum quadraturae circuli et sectiomun coui, Antwerpen 
1647. számos nehezen érthető antik geometriai stílusban megírt tétel mellett néhány meglepően 
modern és a későbbiekben nagy jelentőségű elvet tartalmaz, amit elsősorban J. E. HOFMANN nyo-
ч 
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munkájában. CANTOR nagy művét azonban G . ENESTRÖM kritikája s a nyomában 
orientálódó matematikatörténetírás „megbízhatatlannak" minősítette , 3 2 s mikor 
több mint egy félévszázad múlva WHITESIDE újra felfedezi a XVI I . század matematiká-
jának ezt a fontos irányát, már nem is hivatkozik CANTORra. 
WHITESIDE alapvető fontosságú monográfiájával egyebütt kell részletesen fog-
lalkoznunk, itt csak az exhaustiós módszereket ismertető fejezetét futjuk át, mert 
enélkül PASCAL infinitezimális matematikáját nem lehet megérteni. WHITESIDE fe-
dezi fel, hogy a CAVALIERI—RoBERVAL-féle indivisibilia módszerekkel ellentétben, 
amelyek végeredményben kontinuum számosságú halmazok megfelelkezésén ala-
pulnak, az exhaustiós módszerek utat nyitnak a végtelen, ill. a kont inuum aritmeti-
zálása felé. WHITESIDE szerint a X V I I . század úgy általánosítja az „egyszerű" görög 
exhaustiós technikát, hogy az „aequivalenssé válik egy konvex ponthalmazon értel-
mezett CAUCHY—RIEMANN-féle határozott integrállal."3 3 
Egyelőre tekintsünk el attól a ténytől, hogy a görög módszer csak azért látszik 
„egyszerűnek" WHITESIDE előtt, mert a valós számok jólrendezhetőségéből indul 
ki, s így a görög módszer bonyolult arányelméleti struktúráját a ponthalmazok elmé-
letének a szellemében fogalmazhatja át . 3 4 A mi szempontunkból most az a fontos, 
hogy WHITESIDE interpretációját elfogadva, a görög módszer, PASCAL módszere és 
a RIEMANN-integrál valóban nagyon közel kerülnek egymáshoz. A XVII. század mate-
matikusainak a WHITESIDE által megfogalmazott „arkhimédészi modellt" csak az 
egyenlőség egyenlőtlenség melletti megengedésével kellett általánosítaniuk ahhoz, 
hogy alkalmassá váljon konvex görbék alatti területeknek a számítására. 
Ebben a XVII. század által kibővített exhaustiós modellben centrális szerepet 
játszik a konvexitás fogalma. Már maga PASCAL tisztában volt ezzel, és a Dimension 
des lignes courbes-ban külön avertissement-ként, elvként emeli ki: „Feltételezem az 
arkhimédészi elv érvényességét: Ha két, azonos síkban fekvő, közös végpontú görbe 
vonal ugyanazon oldal felé görbül, az, amelyik benne foglaltatik a másikban, rövi-
debb lesz mint az, amelyik magában foglalja."35 
A matematikatörténetírás, folyton LEIBNIZ elődjét keresve PASCALban, PASCAL 
matematikai oeuvre-jéből az „előremutató" (értsd : LEIBNIZ felé mutató) vonásokat 
emelte ki: a „karakterisztikus háromszöget", a „görbe mentén történő integrálást", 
a „kettős integrálást", a „parciális integrálást", s átsiklott, mint az antikvitás felé 
való visszatérésen a Dimension des lignes courbes problematikáján.3 6 PASCAL maga 
is az antik módszer alkalmazásának nevezte ezt a művét, s a matematikatörténet-
írás szívesen hitt neki. Ennek a műnek a módszere ugyanis valóban semmiképpen 
sem illeszthető be azokba a keretekbe, amiket a matematikatörténetírás gyártott 
mán — csak a legutóbbi évek történetírása kezd igazán értékelni. L. pl. CH. NAUX: „L'Opus geo-
metricum de Grégorie de Saint-Vincent", Revue d'Histoire des Sciences 15 (1962), 93 — 104. 
3 2
 Egyedül GEORGE SARTON kelt ismételten CANTOR nagy művének a védelmére. Kétségtelen, 
hogy CANTOR, mint a késő tizenkilencedik század többi nagy történésze is — talán csak BURCK-
HARDT és ACTON volt kivétel — túlságosan megértette a forrásait, ott is, ahol azok alig, vagy egyál-
talán nem érthetőek. CANTOR a tudománytörténetírás kritika és interpretáció előtti korában írt, 
abban a boldog korban, amikor a történészek még elhitték, hogy a források valóban arról szólnak, 
ami le van írva bennük. 
3 3
 WHITESIDE 335. 
34
 Uo. 332-333. 
3 5
 Éd. Pléiade 320. 
36
 HOFMANN, J. E.: Geschichte der Mathematik II. Berlin 1947, 42.: azonban mint ,,bedeu-
tende Einzelleist ung"-oX emeli ki. 
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magának a CAVALIERI—TORRICELLI—ROBERVAL—PASCAL-féle „indivisibilia" elmélet-
ről, mint a LEiBNiz-féle kalkulus „elődjéről". 3 7 WHITESIDE azonban kimutatta, hogy 
PASCAL éppen ebben a művében, a „kibővített exhaustios model l" egyik legmesteribb 
alkalmazásával, a kor legfontosabb matematikai tendenciáihoz csatlakozik. S így 
ez a mű, ahelyett, hogy az antikvitás felé való visszatérést jelentene, a kor legjelleg-
zetesebb matematikai tendenciáinak egyikét fejleszti tovább. 
A z alábbiakban megkíséreljük kimutatni, hogy ezt a módszert használta PASCAL 
már a Roulette-levelekben is, csupán ott még az indivisibiliamatematikából származó 
elnevezések köntösébe öltöztette . 3 8 D e ezt a módszert — WriiTESiDEtől eltérően — 
nem tekintjük a CAUCHY—RIEMANN-féle integrál elődjének, vagy éppen korai meg-
fogalmazásának, mert PASCAL módszeréből hiányzik a konvergencia, a határérték 
fogalma. PASCAL módszerének a lényegét a X V I I . század hasonló módszereihez viszo-
nyítva kell megérteni. 
Az exhaustios módszer területszámításra való adaptálásának az ötlete nem új, 
hiszen ezt használta már EUDOXOS a körterület számítására. S láttuk, hogy a XVII. 
s z á z a d b a n ez a m ó d s z e r LUCA VALERIO,39 GREGORIUS a SANTO VINCENTIO és tan í t -
ványa ik kezén f o k o z a t o s a n ú j raé led . GREGORIUS a SANTO VINCENTIO t a n í t v á n y a 
volt A. TACQUET,40 akinek kitűnő összefoglaló munkáit PASCAL is jól ismerte. 
És ezt a módszert alkalmazza, s hozzá éppen a ciklois területének a kiszámítá-
sára , DESCARTES i s . 4 1 D e n e m úgy, amin t az t WHITESIDE m o d e r n ma temat ika i - log ika i 
apparátussal dolgozó strukturanalízise vázolja. És nem úgy, amint PASCAL a Dimen-
sion des lignes courbes-ban. A DESCARTES eljárásában sajátságosan keveredik indi-
visibilia módszer és exhaustios módszer. Az indivisibiliamatematikából megtartja 
azt az elvet, hogy két geometriai alakzat — folytonos halmaz — összehasonlítását 
azok elemeinek az összehasonlítására vezeti vissza. De a területet nem ezeknek az 
eggyel kisebb dimenziójú elemeknek, a vonalaknak az „összességeként" adja meg, 
37
 Még az egyébként olyan jól tájékozott BOURBAKI is. Im. 194. Egyedül KOYRÉ hívta fel 
a figyelmet arra, hogy PASCAL infinitezismális matematikájában nem szabad LEIBNIZ „elődjét" látni, 
s hogy pl. a „karakterisztikus háromszög" PASCAL számára egyáltalában nem „karakterisztikus", 
mivel PASCAL ne pense pas rapport, il pense objet et c'est pour cela qu'il manque la décuverte leib-
nizienne... KOYRÉ, im. 269. 
38
 JEAN ITARD felismeri ezt a tényt. A Lettre de Monsieur Dettonville a Monsieur Carcavi-ból 
idézve azt a részt, ahol PASCAL az indefinit számú négyszög összege helyett a somme des ordonnées 
elnevezés használatát indokolja (Éd. Pléiade 232), megjegyzi: En fait, c'est un résumé de la méthode 
d'exshaustion des Anciens, et de son expression plus rapide dans le langage des indivisibles. JEAN 
ITARD: „De l'algèbre symbolique au calcul infinitesimal." — Histoire générale des sciences publiée 
sous la direction de René Taton, tome II. La science moderne (de 1450 a 1800). Paris 1958, 207  
207-241, 224. 
39
 LUCA VALERIO (552—1608) 1604-ben megjelent De centre gravitatis solidorum-э. éppen az 
antik exhaustios eljárás felélesztésével hatott a xVIl. századi infinitezimális módszerek fejlődésére. 
Már ez a mű is mutatja, hogy a XVII. századi infinitezimális módszerek szempontjából milyen jelen-
tősek voltak a súlypont-problémák, amik PASCAL roulette-kihívásának a lényegét is teszik. Erre 
a kérdésre nézve 1. PIERRE COSTABEL: „Autour de la méthode de Galilée pour la détermination des 
centres de gravité", Revue d'Histoire des Sciences 8 (1955), 116 — 128. 
4U
 A. TACQUET (1612 — 1660) szerepét ebből a szempontból már CANTOR felismerte, Cantor 
II 896. ANDREAS TACQUET: Cylindricorum et annularium libri IV... Antwerpen 1651 és a folytatá-
sát képező Cylindricorum et annulorum liber quintus... Antwerpen 1659 címen megjelent könyvei 
a kor kedvelt tankönyvei közé tartoznak. L. ELISABETH SAUVENIER —GOFFIN: Les sciences mathé-
matiques et physiques a travers le fonds ancien de la bibliotheque.de l'Université de Liège. II. Les 
XVIIE et XVIIIE siècles. — Mémoires de la Société Royale des Sciences de Liège. Cinquième série-
tome V., 135. 
41
 DESCARTES levele MERSENNE-hez 1638 július 27-én. Adam—Tannery-féle kiadás, IL 253 — 288. 
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mint ez az indivisibilia módszerben történik, hanem egy végtelenül finomítható 
területbeosztással kimeríthetetlen összegként definiálja. S éppen ez a keverés a lényege 
annak a módszernek is, amit PASCAL a Roulette-levelekben és a Traité des sinus du 
quart de cercle-ben használ. PASCAL azonban sokkal világosabban, módszeresebben 
jár el, mint DESCARTES. Ami DESCARTEsnál egyszerű, „evidens" ötletként jelentkezik, 
az PASCALnál propositiókkal alátámasztott levezetés formáját ölti. DESCARTES két 
végtelenül finomítható területbeosztást akkor tekint egyenló'nek, ha a beosztások 
egyes elemei — a kis részterületek — egyenló'ek: „Mivel , ha egy mennyiség minden 
része egyenlő' egy másik mennyiség minden részével, az egész is szükségszerűen 
e g y e n l ő a z e g é s s z e l ; é s e z a n n y i r a v i l á g o s f o g a l o m , h o g y 
д a z t h i s z e m , c s u p á n a m i n d e n d o l o g n a k a z i g a z s á g g a l 
e l l e n t é t e s n é v a d á s s z e n v e d é l y é n e k a m e g s z á l l o t t a i t a g a d -
h a t j á k . " 4 2 
PASCAL n e m e v i d e n c i á r a h i v a t k o z i k , h a n e m definiál: 
„ L e g y e n (2 . á b r a ) ABC e g y k ö r n e g y e d , m e l y n e k AB 
s u g a r á t t e k i n t s ü k t e n g e l y n e k és a r e á m e r ő l e g e s A C  
s u g a r a t b á z i s n a k ; l e g y e n D a k ö r í v e g y t e t s z ő l e g e s p o n t j a , 
m e l y b ő l m e g h ú z z u k a Dl s i n u s t a z AC s u g á r r a : é s a DE 
é r i n t ő t , a m e l y e n t e t s z é s s z e r i n t v e g y ü n k fe l k é t E p o n -
t o t s h ú z z u n k e z e k b ő l m e r ő l e g e s e k e t a z A C s u g á r r a . 
A z t á l l í t o m , h o g y a Dí s i n u s é s a z EE' é r i n t ő s z o r -
z a t a e g y e n l ő a b á z i s k é t p á r h u z a m o s k ö z é b e z á r t RR' 
s z a k a s z á b ó l é s a z AB s u g á r b ó l a l k o t o t t s z o r z a t t a l ( 3 á b r a ) . 
A z AD s u g á r u g y a n i s ú g y a r á n y l i k a Dl s i n u s h o z , m i n t EE' a r á n y l i k RR'-höz 
v a g y EK-hoz : a m i v i l á g o s a n k i t ű n i k a DIA é s a z EKE' d e r é k s z ö g ű h á r o m s z ö g e k 
h a s o n l ó s á g á b ó l , u t ó b b i p e d i g a z EE'K v a g y EDI é s DAI s z ö g e k e g y e n l ő s é g é b ő l 
- k ö v e t k e z i k . 
/ . Propositio 
A k ö r n e g y e d e g y t e t s z ő l e g e s í v é b e n v e t t s i n u s o k ö s s z e g e e g y e n l ő a b á z i s k é t 
s z é l s ő s i n u s k ö z é z á r t s z a k a s z á n a k é s a s u g á r n a k a s z o r z a t á v a l . 
2. ábra 
A bizonyítás előkészítése 
L e g y e n BP e g y t e t s z ő l e g e s k ö r í v , a m i t D p o n t o k b a n i n d e f i n i á l t s z á m ú r é s z r e 
o s z t u n k , a h o n n a n m e g h ú z z u k a PO, Dl s t b . s i n u s o k a t : . . . AO m é r i a BAPO ív s z é l s ő 
s i n u s a i k ö z ö t t i t á v o l s á g o t . . . . 
Az I. Propositio bizonyítása 
A z t á l l í t o m , h o g y a Dl s i n u s o k ö s s z e g e ( m e g s z o r o z v a m i n d e g y i k a DD í v e k 
e g y i k é v e l , a m i n t a z m a g á t ó l é r t e t ő d i k ) e g y e n l ő a z AO e g y e n e s é s a z AB s u g á r s z o r -
z a t á v a l . 
M e r t m i n d e n D p o n t b a n m e g h ú z v a a DE é r i n t ő t , a m e l y e k m i n d e g y i k e E p o n -
t o k b a n m e t s z i a s z o m s z é d j á t , é s m e g h ú z v a a z ER m e r ő l e g e s e k e t , l á t h a t ó , h o g y m i n d -
e g y i k Dl s i n u s é s EE é r i n t ő s z o r z a t a e g y e n l ő a m e g f e l e l ő RR t á v o l s á g o k é s a z AB 
4 2
 Uo. 262. 
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s u g á r s z o r z a t a i v a l . í g y t e h á t a Dl s i n u s o k m i n d e g y i k é t m e g s z o r o z v a a s a j á t ( e g y m á s 
k ö z ö t t m i n d e g y e n l ő ) Е Е é r i n t ő j é v e l , a z í g y k a p o t t n é g y s z ö g e k h a l m a z a ( e n s e m b l e ) 
e g y e n l ő l e s z a z e g y e s RR s z a k a s z o k AB s u g á r r a l k é p e z e t t n é g y s z ö g e i n e k a h a l m a z á -
v a l ; a z a z ( m i v e l m i n d e g y i k é r i n t ő m e g v a n s z o r o z v a a s i n u s s a l é s m i n d e g y i k s z a k a s z 
a z AB s u g á r r a l ) a Dl s i n u s o k ö s s z e g e ( s o m m e ) m e g s z o r o z v a m i n d e g y i k a z Е Е é r i n -
t ő k e g y i k é v e l e g y e n l ő a z RR t á v o l s á g o k ö s s z e g é n e k , v a g y i s АО-nak a z AB-ve 1 k é p -
z e t t s z o r z a t á v a l . D e m i n d e g y i k é r i n t ő e g y e n l ő a z e g y m á s 
k ö z ö t t e g y e n l ő DD í v e k e g y i k é v e l . Ú g y h o g y a z e g y e n l ő 3 
k i s i v e k e g y i k é v e l m e g s z o r z o t t s i n u s o k ö s s z e g e e g y e n l ő 
a s u g á r é s a z А О t á v o l s á g s z o r z a t á v a l . " 4 3 
M i s e m e g y s z e r ű b b , m i n t e z t a z e r e d m é n y t a v o n a l m e n -
t é n v e t t i n t e g r á l á s n y e l v é r e l e f o r d í t a n i , s h a a z e m b e r LEIBNIZ 
f e l ő l g o n d o l k o z i k , e z s z i n t e e l k e r ü l h e t e t l e n . D e PASCAL m é g 
a n n y i r a s e i s m e r t e LEIBNIZ m a t e m a t i k á j á t , m i n t a m a i m a t e -
m a t i k u s o k , v i s z o n t ö s s z e h a s o n l í t h a t a t l a n u l j o b b a n i s m e r t e 
n á l u k a g ö r ö g m a t e m a t i k á t é s k o r a m o d e r n m a t e m a t i k a i [£ p 
m ó d s z e r e i t . I s m e r t e , e g y e t l e n s z ó b a n u t a l i s r á , 4 4 DESCAR-
TES r o u l e t t e t e r ü l e t é t m e g a d ó m ó d s z e r é t is . S e z a m ó d s z e r 3
 á [ ) r a 
l é n y e g é b e n , g o n d o l a t i s t r u k t ú r á j á t t e k i n t v e u g y a n a z , a m i t 
PASCAL h a s z n á l a f e n t e b b i d é z e t t s z ö v e g b e n . DESCARTES 
a k ö v e t k e z ő k é p p e n j á r e l : v e s z k é t t e r ü l e t e t , a z e g y i k , a k ö r t e r ü l e t e a d o t t , 
a m á s i k a t , a c i k l o i s e g y s z e g m e n t u m á n a k a t e r ü l e t é t ú g y k e l l k i s , v é g t e l e n ü l f i n o -
m í t h a t ó t e r ü l e t r é s z l e t e k b ő l m e g s z e r k e s z t e n i , h o g y m i n d e g y i k k i s t e r ü l e t r é s z l e t n e k 
f e l e l j e n m e g a z a d o t t k ö r e g y - e g y k i s r é s z l e t e . E z t a c i k l o i s - s z e g m e n t u m b a n s a 
n e k i m e g f e l e l ő f é l k ö r b e n l é t e s í t e t t h á r o m s z ö g b e o s z t á s s a l é r i e l , a k é t b e o s z t á s k ü -
l ö n b ö z ő a l a k ú , d e e g y e n l ő t e r ü l e t ű h á r o m s z ö g e i t m e g f e l e l t e t v e e g y m á s n a k . M a g á t 
a c i k l o i s - s z e g m e n t u m o t e g y j e l l e g z e t e s e n i n d i v i s i b i l i a m a t e m a t i k a i m e g f o n t o l á s s a l 
h o z z a o l y a n a l a k r a , a h o l e z a z ö s s z e h a s o n l í t á s k ö n n y e n e l v é g e z h e t ő v é v á l i k : k i m u -
t a t j a k é t , a k é r d é s e s c i k l o i s - s z e g m e n t u m b a n s e g y f é l k ö r b e n f e l v e t t e g y e n e s s e r e g 
e g y e s e g y e n e s e i r ő l , h o g y e g y e n l ő h o s s z ú a k . A h h o z , h o g y e b b ő l a k é t t e r ü l e t e g y e n l ő -
s é g é r e l e h e s s e n k ö v e t k e z t e t n i , a z i n d i v i s i b i l i a m a t e m a t i k a a l a p s z a b á l y a s z e r i n t a k é t 
e g y e n e s s e r e g n e k a z o n o s a n i r á n y í t o t t n a k k e l l l e n n i , a z o n o s p á r h u z a m o s e g y e n e s e k -
b ő l k e l l á l l a n i . D e e z t a z a z o n o s i r á n y í t o t t s á g o t l é t r e h o z v a , DESCARTES a k ö r é s 
a c i k l o i s - s z e g m e n t u m a z o n o s h o s s z ú s á g ú , p á r h u z a m o s e g y e n e s s z a k a s z a i k ö z ö t t i 
ö s s z e f ü g g é s t n e m c s a k a r r a h a s z n á l j a f e l , h o g y s e g í t s é g é v e l a k é t t e r ü l e t e g y e n l ő s é g é t 
b i z o n y í t s a . E z e n t ú l m e n ő e n e g y - e g y t e r ü l e t b e o s z t á s t l é t e s í t a k é t ö s s z e h a s o n l í t a n d ó 
t e r ü l e t b e n a z i n d e f i n i t p á r h u z a m o s e g y e n e s e k f e l h a s z n á l á s á v a l , s a z e g y e s r é s z t e r ü -
l e t e k p á r o n k é n t i e g y e n l ő s é g é b ő l k ö v e t k e z t e t a k é t e g é s z t e r ü l e t e g y e n l ő s é g é r e . 4 5 
43
 Traité des sinus du quart de cercle, Éd . Pléiade 275 — 282, 275 — 277. 
44
 Histoire de la roulette . . . lo oc tobre 1658. Éd . Pléiade 194—200, 195: on reçut leurs solu-
t ion — í r ja MERSENNE régi fe lhívására célozva — presque en m ê m e temps , l ' une de M. de F e r m â t , 
conseiller au pa r l amen t de Toulouse , l ' au t re de feu M. Descar tes ; et tou tes deux différentes l ' u n e 
de l 'aut re , et encore de celle de M. de Robrva l , de telle sor te néanmoins qu ' en les voyan t tou tes 
il n 'es t pas difficile de reconnaî t re qu'el le est celle de l ' au teur , car il est vrai qu 'el le a u n caractère 
part iculier , et qu'el le est prise par u n e voie si belle et si s imple q u ' o n conna î t bien que c 'est la na tu -
relle. 
4 5
 Az AKFGCHELA c iklois-szegmentumot DESCARTES egy egyszerű, de hosszada lmas indi-
visibilia geometr iai megfontolássa l /pyxtpcoecp a lakra hozza , ebben és egy aöß fé lkörben azonos 
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A kis részterületek számát úgy kell szaporítani, qu'on voudra à l'infini,46 írja DES-
CARTES, hogy közben a két összterület egymásnak megfelelő részterületei egyen-
lőek maradjanak. 
PASCAL bizonyításában az adott terület — ami DESCARTEsnál a félkör volt — 
egy négyszög, az összehasonlítandó, kis részterületekből megszerkesztendő terület 
a sinusgörbe egy része alatti terület. A két területbeosztás egyenlőségének a kimu-
tatására szolgál a BC körívet helyettesítő érintősokszög egyes kis ЕЕ'К elemi három-
szögeire alapított bevezető lemma, amit a matematikatörténetírás a „karakterisz-
tikus háromszög" bevezetéseként ismert félre. PASCALnál azonban szó sincs egy 
„véges" és egy „végtelen kicsi" háromszög összehasonlításáról, mint LEiBNiznál. 
PASCALnál ez a lemma egyszerűen két indefinit területbeosztás területegyenlőségé-
nek a kimutatására szolgál. PASCAL matematikája, éppen úgy, mint a DESCARTESÓ, 
sokkal precízebb, mint LEIBNIZ és a LEIBNIZ nyomában orientálódó matematika. 
A z infinitezimális módszerek területén egész a X I X . század elejéig nem érik el újra a 
pascali precizitást. ' 
D e ez a pascali precizitás egészen más jellegű, mint a X I X . századi. A végtelen 
finomítás ugyanis PASCALnál éppen úgy nem határátmenet jellegű, mint DESCARTES-
nál. N e m szabad megtévesszen PASCAL olyan megfogalmazása sem, hogy az E E 
sokszögbeosztás a végtelen finomítás esetében egyenlő lesz a DD körívvel, „mert 
ekkor az összes, egymás között egyenlő E E érintőknek az összege nem különbözik 
az egész BP ívtől, ill. az egymással egyenlő DD ívek összegétől, csak egy bármely 
adottnál kisebb mennyiséggel ." 4 7 
Csak mi ismerjük itt fel az érintősokszög beosztás „határértékét" a körívben, 
PASCALnál szó sincs a függvényfogalom által lehetővé tett, a l imes-összefüggésben 
szereplő végtelenről. A PASCAL végtelenje még az antik „kimeríthetetlen". D e a 
kimeríthetetlenséget a körülményes reductio ad absurdumra való hivatkozás helyett 
elvként mondja ki, s ezzel túllép a görög kimeríthetetlen-végtelen fogalmán a modern 
limes-végtelen felé. A h h o z azonban, hogy a modern végtelennel összeejthető lenne, 
hiányzik belőle a konvergencia kritérium. A z a megállapítás hiányzik, hogy az egyre 
párhuzamos egyenes sereg egyeneseinek aß és <pco, pv és yyi szegmentumairól kimutatja, hogy egyen-
lőek, s ebből az indivisibilia geometria szabályai szerint következik a két idom, aöß és <pyxiycos<p 
С S JC 
egyenlősége. De DESCARTES nem elégszik meg ezzel a bizonyítással. A két idomon átfutó, indefinit 
számú párhuzamos vonalat arra is felhasználja, hogy egy-egy, a félkört, ill. а фухцшеср ciklois-szeg-
mentumot egyre jobban megközelítő, indefinit számú háromszögbeosztást is létesítsen a segítsé-
gükkel, amelyeknek az egyes elemi háromszögeiről kimutatja, hogy egyenlő területűek. 
46
 Idézett levél, Adam—Tannery-féle kiadás II.. 262. 
47
 Traité des sinus du quart de cercle, Éd. Pléiade 211. 
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kisebb oldalhosszúságú érintősokszögek és a körív közötti különbségek természe-
tes számok szerint rendezett sorában mindig találhatunk olyant, amelyiktől kezdve 
minden tag kisebb mint egy tetszőlegesen kicsiny s, s hogy csak az £-tól függ, hanyadik 
lesz ez a különbség a természetes számok szerint elrendezett különbségek sorában. 
Formulában: ha a K,„ = \{EE)m — BP\ különbségek Kx, K2, •••,Km, ... sorában 
minden s > 0 számhoz létezik egy N = N ( s ) természetes szám úgy, hogy az и-ik különb-
ség Kn = I {EE)n — BP\ < £ hacsak n akkor azt mondjuk, hogy a sorozat konver-
gens és határértéke BP; lim Kn = BP. 
A mi számunkra ez az összefüggés definiálja a végtelent. А XVII. század azonban 
nem ismeri a határérték fogalmát,48 és nem ismeri a függvény fogalmát sem úgy, 
ahogy azt ma értjük. De a végtelent, azt ismeri а XVII. század is, mint ahogy ismerték 
a görögök is. Azonban mind a háromféle végtelen más és más. А XIX. század a függ-
vényfogalom segítségével definiálta, mondhatnánk „skatulyába zárta" a végtelent. 
A görögök nem ismerték a függvényt, de valamire, ami bizonyos fokig helyettesítette 
ezt a matematika szívét jelentő fogalmat, nekik is szükségük volt. Ez volt az arány. 
De míg a függvény szinte természetéből következően kívánja magába zárni a zérust 
és a végtelent, az arány éppen ellenkezőleg, kiveti magából. Az arányelmélet számára 
a végtelen a nem-arány, az alogos, az irrationális. S ahol, mint pl. a körterület ki-
számításánál nem lehet kiküszöbölni, ott megkerülik: azt bizonyítják, hogy a kör-
terület-soha nem meríthető ki semmiféle egyenes vonalak által határolt sokszöggel, 
bármilyen kicsire választjuk is a sokszögek oldalait. Ez a nem-kimeríthetőség azon-
ban bizonyítható, s amit bizonyítani lehet, az van. SZABÓ ÁRPÁD vizsgálatai mutat-
ták meg,49 hogy a bizonyíthatóság kritériuma milyen óriási jelentőségű volt a mate-
matika kialakulása szempontjából. S arra is ő hívta fel a figyelmet, hogy ez a krité-
rium a pontosan megadható és pontosan meg nem adható ellentétpárba alakulva 
még a PLATON korabeli matematikai aranykorban is milyen nagy szerepet ját-
szott a görög matematika fogalomalkotásában.50 
A nii esetünkben ez a kritérium kétféle terület megkülönböztetésére vezetett. 
Vannak olyan területek, amik egyenes vonalalak által határolt idomokkal kimerít-
hetők, s vannak olyanok, amik nem. Az előbbi területeket mindig pontosan át lehet 
alakítani négyzetté, utóbbiakat nem. Ezeket csak megközelíteni lehet, tetszés szerinti 
pontossággal. A görög matematika nagy hiányossága, hogy kitér ennek a megköze-
líthetőségnek a direkt, exakt definíciója elől, sohasem jut el a limes fogalom szilárd 
aritmetikai konstrukciójához. A görög matematika számára nincs határérték, a 
görög matematika számára csak „kimeríthetetlen" van. Ez a kimeríthetetlen, tar-
talmát illetően persze nagyon hasonlít a mi limes fogalmunkhoz, úgyannyira, hogy 
a modern és a görög matematikát egyaránt oly kitűnően ismerő és művelő B. L. van 
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 A végtelen sorok elméletének a kialakulása előtt nem célszerű határértékről beszélni, még 
abban az óvatosabb és módosított értelemben sem, ahogyan pl. UGO CASSINA teszi: Il cocetto di 
limite in Luca Valerio e Pietro Mengoli, Actes du Symposium International des sciences physiques 
et mathématiques dans la première moitié du XVII« siècle. Pise—Vinci 16 — 18 Juin 1958. Paris 
1960, 8 - 1 8 . 
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 SZABÓ ÁRPÁD: „Hogyan lett a matematika deduktív tudománnyá? I—II". Matematikai 
Lapok, 8 8 - 3 6 , 232-247 . 
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 SZABÓ, Á.: „Anfänge des euklidischen Axiomensystems." Archive for History of Exact 
Sciences, 1 (1960) 37 — 106. Továbbá „Der mathematische Begriff ôvva/uo und das sog. geomet-
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der WAERDEN azonosnak veszi a kettőt.51 S ez így is van, ha a modern limes fogalom 
ismeretében interpretáljuk át a görög eljárást. De a görögök számára ott, ahol mi most 
jóldefiniált aritmetikai konstrukcióval dolgozunk, s pontok egymásbatolt végtelen 
soraival sűrítjük tele a teret, a görögök számára ott nem volt semmi. Ahol mi most 
egy korlátos halmaz egyetlen sűrűsödési pontját, a határértéket látjuk, ott a görögök 
egy általuk abszolútnak elismert érvényű, de közvetett bizonyítás, a reductio ad 
absurdum segítségével igazolják valaminek a létezését — adott esetben a körét—, 
de ezt a valamit nem tudják egy aritmetikai konstrukció segítségével megragadni. 
A görög gondolkozás hanyatlásakor, a későhellenisztikus korban, amikor a 
matematika újra épp olyan szorosan összefonódik metafizikai megfontolásokkal, 
mint a görög gondolkozás kezdetekor,52 a kör és a gömb esetében ez a bizonyít-
hatóság és mégis konkrétan meg-nem-ragadhatóság speciális metafizikai értelmet 
nyer. A körterület, ami nem mérhető és mégis van, mert értelemmel megragadható, 
magassabbfokú létezést jelent, mint az érzékszervekkel megragadható négyzeté. A kör 
és a gömb a neoplatonizmusban a magasabbfokú létezés szimbóluma lesz. Azonos 
az Egy-gyel, ami megint nem más, mint maga a létező, az Isten. 
A keresztény gondolkozás ezt a kört kapja örökségül, a kört, amelyik magába 
zárja az egyet és a végtelent. A keresztény középkor egyik utolsó nagy gondolko-
zója, NICOLAUS CUSANUS foglalja talán össze legfrappánsabban ezt a szétágazó, 
évezredes kommentár-irodalmat: a végtelen a coincidentia oppositorum realizációja, 
ahol az Egyik és h Másik összeesnek, a végtelen egyenes kör, de egyúttal háromszög 
is, négyszög, ötszög, sokszög.53 Kör, amelyiknek a középpontja mindenütt van, 
s kerülete nincsen sehol. A végtelennek csak a létezését ismerjük, a természetét nem. 
Nous connaissons qu'il y a un infini et ignorons sa nature ... írja PASCAL a híres  
Infini. Rien fragmentumban.54 A végtelen világmindenség est une sphère infinie dont 
le centre est partout, la circonférence nulle part.55 Még a szavak is ugyanazok, mint 
CusANUsnál , akit e g y é b k é n t PASCAL va ló sz ínű leg n e m ismert e l s ő k é z b ő l . 5 6 D e 
erre nem is volt szüksége. Mióta M. de GANDILLAC kimutatta,57 hogy a Pensées 
» 
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 WAERDEN, B. L. van der: Erwachende Wissenschaft, Basel und Stuttgart 1956., 306: Der  
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gone nähern sich dem Kreis in dem präzisen Sinn, dass die Differenz kleiner gemacht werden kann  
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ami а XIX. század előtt nem található meg. 
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végtelenre vonatkozó kitételei milyen ősi, elterjedt és sokszor banalitásszámba m e n ő 
megfogalmazásokon alapulnak, a filozófiatörténészek is egyre nagyobb súlyt helyez-
nek az irodalomtörténész G. LANSON figyelmeztetésére: PASCALnál csil logó stílus 
sokszor sejtet eredetit ott is, ahol a kor közismert banalitásait ismétli 
e l . 5 8 A Pensées-ban az indivisibiliamatematika végtelenje — Le fini s'anéantit en 
présence de l'infini et devient un pur néant 5 9 — mellett megjelenik a görög-neo-
platonikus végtelen is, a Pensées végtelen fogalmán ugyanazt a keverést látjuk, mint 
az 1658-as év matematikai termésében, aminek a kedvéért egy alkalmi fogfájás kö-
vetkeztében abbahagyta volna a Pensées-n való munkát. 
S ha hinni lehet a Pensées kronológiáját és eredeti elrendezését illetően oly 
nagy nehézségekkel küzdő PASCAL-filológiának, akkor a matematikai szempontból 
centrális jelentőségű Infini. Rien töredék a Pensées genezise és felépítése szempontjá-
ból is központi jelentőségű, s lehet, hogy az egész nagy apologetikus mű alapötletét 
j e l en t ené . 6 0 S a k k o r AMOS DETTONVILLE61 és SALAMON de TULTIE62 m e g m a r a d h a t 
ugyanaz a BLAISE PASCAL. A Roulette-levelek és a Pensées ugyanazon a végtelen 
fogalmon épülnek. 
A görögök megkerülték a végtelent, mint „kimeríthetetlent", a modern mate-
matika befogta a limes fogalommal. PASCAL a görögök által nyíltan feltárt „kime-
ríthetetlenséget" elrejtette az indivisibilia geometriából átvett elnevezések és néhol 
fogalmak mögé. Matematikai munkája legvégén, a Dimension des lignes courbes-ban 
szétválasztja az indivisibilia fasszádtól a görög lényeget, s ehhez a művéhez szinte 
tö rés né lkül c s a t l a k o z h a t n a CAUCHY m u n k á j a . D e PASCAL i tt is a X V I I . század kere te i 
között marad, a „kimeríthetetlenség" nála nem axiomatikus jellegű, a valós számtest 
jólrendezhetőségén alapuló fogás, mint nálunk, a „kimeríthetetlenség" nála meta-
fizikai realitás. Ugyanúgy, mint még CUSANUS számára, ugyanúgy, mint a kortárs-
gondolkozás számára általában. 
Ez elől a végtelen elől menekült DESCARTES az algebrai egyenletek pontos, tiszta 
világába. A behelyettesíthető világába. Amiből a függvények és a modern mate-
matika formavilága nő ki, aminek a segítségével a XIX. század definiálja majd a vég-
telent. 
(Beérkezett: 1963. IV. 1.) 
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TARTALOM 
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2. §. A leképezések előállítása automatákban 
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4. §. Az automaták és a félcsoportok 
5. §. Az automaták összetétele . 
6. §. Kísérletek az automatákkal 
Befejezés 
Az idézett irodalom 
Bevezetés 
Ez a cikk a diszkrét módszerekkel foglalkozó matematikának egy olyan új terü-
letét ismerteti, amely a diszkrét (digitális) automatákat absztrakt algebrai néző-
pontból tanulmányozza. Az automaták absztrakt elméletének nevezett terület kon-
struktív szemléletben közbenfekvő helyet foglal el egyik oldalról a logikai hálóza-
tok elmélete, másik oldalról pedig az algoritmusok elmélete közt. Ezzel egyidejűleg 
az automaták absztrakt elmélete szoros összefüggésben áll ismert modern algebrai 
elméletekkel (mindenekelőtt a félcsoportok elméletével), és így ezt az elméletet 
úgy is lehet tekinteni, mint egyikét az absztrakt algebra fejezeteinek. 
Az elmélet elnevezésében szereplő „absztrakt" jelző ellenére az automaták 
absztrakt elméletének nagy jelentősége van az alkalmazások szempontjából is: az 
elméletnek számos fejezete ugyanis igen közvetlen alkalmazást talál az elektronikus 
számológépek és más diszkrét (digitális) automaták tervezésénél. 
Ezzel kapcsolatban két különböző forma kínálkozik lehetőségül az automaták 
absztrakt elméletének a megfogalmazására: vagy az alkalmazási vagy pedig az álta-
lános elméleti oldalnak a kiemelése. 
Az automaták absztrakt elméletét alkalmazási szempontból a szerző [12] dol-
gozatában tárgyalta. 
A jelen dolgozatnak más a célja: itt az alapvető figyelem az elmélet absztrakt 
algebrai szemléletére irányul, és az alkalmazási kérdések csak alárendelt szerepet 
játszanak. 
1
 Абстрактная теория автоматов, Успехи Мат. Наук 16 (1961) 1—62. Az itt közölt 
fordítás az eredeti cikk 1—2. §-át, valamint az idézett irodalom jegyzékét tartalmazza. — A fordító 
e helyen mond köszönetet mindazoknak, akik a fordítás során és az irodalomjegyzék kiegészítésé-
hez tanácsot adtak. 
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Meg kell jegyeznünk továbbá azt is, hogy azoknak a dolgozatoknak a túlnyomó 
többsége, amelyekben a szerzők az automaták absztrakt elmélete különféle kérdéseit 
tárgyalják, alkalmazási szempontból íródtak. Azok a publikációk pedig, amelyeket 
az elmélet absztrakt algebrai szemléleti módjának szenteltek, egymástól nagyon 
eltérő jellegűek, és semmiféle közös eszme nem egyesíti őket. Ezért az automaták 
absztrakt algebrai elméletének a területén az anyag rendszerezése meglehetősen 
nehéz feladatot jelent. 
Ennek a feladatnak a megoldása volt az alapvető célja annak az automaták 
absztrakt elméletével foglalkozó szemináriumnak, amelyet 1959 őszétől kezdődően 
Kijevben, a jelen cikk szerzője irányított. Ez a dolgozat a szeminárium munkájának 
az eredményeit foglalja össze. 
A cikket eredetileg összefoglaló ismertetésnek terveztük, de az automaták el-
mélete jelenlegi helyzetének fentebb említett sajátosságai mégis oda vezettek, hogy 
szükségessé vált a már rendelkezésre álló anyag jelentős átdolgozása, és annak olyan 
új eredményekkel való kiegészítése, amelyek korábban sehol sem kerültek publi-
kálásra. Ezzel kapcsolatban megemlíthető, hogy a dolgozatban bebizonyított téte-
lek többsége vagy teljesen új, vagy pedig már ismert eredményeknek a módosítása, 
illetve általánosítása. Az utóbbi esetben minden alkalommal utalások történnek 
az előzményekre. 
A szerző eredményein kívül a dolgozat néhány olyan új eredményt is tartalmaz, 
amely a kijevi szeminárium többi résztvevőitől, V. G. BoDNÁRCSUKtól és A. A. 
LETicsEVSZKiJtől származnak. Az ebben a dolgozatban tárgyalt anyag, az 1960 
szeptemberében Szverdlovszkban megrendezett általános algebrával foglalkozó 
össz-szövetségi kollokviumon a szerző előadásának a tárgyát képezte. 
1 . §. A z automaták homomorfizmusa és ekvivalenciája 
Az automata fogalma, amellyel az automaták absztrakt elmélete foglalkozik, 
úgy merül fel, mint a modern számítástechnikában, valamint a diszkrét automatikus 
vezérlés és távirányítás rendszereiben használt ténylegesen létező diszkrét (digitális) 
automatákból alkotott értelmes elvonatkoztatás. Az absztrakt automata fogalma 
implicit formában és pontos definíciók nélkül abban az időben keletkezett, amikor 
tanulmányozni kezdték az úgynevezett szekvenciális (vagy nemprimitív) rendszere-
ket. 
Az absztrakt automaták első önálló (az automatát megvalósító rendszer struktúrá-
jától elvonatkoztatott) tanulmányozását HUFFMANN [29] dolgozatában találjuk meg. 
Ebben a dolgozatban azonban még nem volt elég szabatosan értelmezve az abszt-
rakt automatának a fogalma. Ez az említett dolgozat teljesen alkalmazási jellegű, 
és a tárgyalás alapjában a jelfogó-érintkező rendszerek nyelvezete segítségével tör-
ténik. Az automaták absztrakt elméletének sokkal szabatosabb felfogását és meg-
fogalmazását adta MEALY [19] és MOORE [20] dolgozatában. A tárgyalás felépíté-
séhez MEALY és MOORE az absztrakt automatának két, egymástól valamennyire 
különböző fogalmát használta fel. SESHU [25] értekezése nyomán az automatának 
ezt a két különböző típusát Mealy-féle automatának, illetve Moore-féle automatának 
nevezik. Mi először is megadjuk a Mealy-féle automata egy általánosabb fogalmá-
nak a definicíóját, miközben a rövidség kedvéért a Mealy-féle automatákat egysze-
rűen csak automatáknak fogjuk nevezni. 
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1. DEFINÍCIÓ: Automatának (tehát Mealy-féle automatának) nevezzük az 
A = A (3t, 36, 3), <5, X) objektumot, amely az 31, Ж, 3) nem üres halmazokból, továbbá 
a ô=ô(a, x) és A = A(a, x) függvényekből áll, ahol ezek a függvények a megadott 
halmazokon vannak értelmezve. Az 31 halmazt az automata állapot-halmazának, 
az 36 halmazt az automata bemenő jel-halmazának, az 3) halmazt pedig az automata 
kimenőjel-halmazának nevezzük. A ö(a, ,v) függvényt, amely az 31X Ж halmazt egy-
értelműen leképezi az 31 halmazba, az automata átmeneti függvényének nevezzük. 
A X(a,x) függvény pedig egyértelmű leképezést létesít az 31X Ж halmazról az 36 
halmazba, ezt a függvényt az automata kimeneti függvényének nevezzük. Az A automa-
tát iniciális automatának nevezzük, ha az A automata 31 állapot-halmazában vala-
milyen a0 elem ki van tüntetve. Ezt az a0 elemet az A automata kezdő állapotának 
nevezik. 
Az automatának az !. definícióban bevezetett fogalma abban különbözik a 
MEALY által használt fogalomtól, hogy az 31, Ж, 3) halmazok gyanánt tetszőleges, 
tehát nem szükségképpen véges halmazokat is lehet választani. Ezenkívül aláhúztuk 
a különbséget az 1. definícióban az iniciális automaták és a nem-iniciális automaták 
közt. Az automaták absztrakt elméletéről szóló munkákban az automaták eme két 
fajtája megkülönböztetésének a hiánya gyakran a fogalmak káros összezavarásához 
vezet. 
Felhasználva az 1. definíciót, könnyű természetes módon értelmezni az auto-
maták homomorfizmusának és izotmrfizmusának, valamint tetszőleges automata 
részautomatájának а fogalmát. Itt, mivel az automata megadásánál az 31, Ж, 3) hal-
mazok szerepelnek, lehetségesnek látszik a homomorfizmus, részautomata stb. 
több különböző fogalmát bevezetni. Ezeknek a fogalmaknak a bevezetésénél sajá-
tos jelölésmódot fogunk használni, amely világosan mutatja, hogy az 31, Ж, 3) hal-
mazok közül melyikre vonatkozik a megfelelő fogalom. 
A használt szimbolika értelmét könnyen megvilágíthatjuk az automaták ho-
momorfizmusának a példáján. Az ri(3(, Ж, 3), <5, A) automatának a F(31 t, Xx , 3}7, 
ő] , A,) automatába való У homomorfizmusát úgy adhatjuk meg, mint a 4'1 : 31-31, , 
У2 : Ж—Ж
х
 és У3 : 3) —3), (egyértelmű) leképezések együttesét, amelyek eleget 
tesznek tetszőleges a£31 és х£Ж elemek mellett a 
4'l(ô(a,x))=ô1(4>l(a), T2(x)) 
У3(Я(a, x))= A,(«F», У2(х)) 
összefüggéseknek. 
Kihangsúlyozva azt, hogy az ilyen módon definiált У homomorfizmus az 
31, Ж, 3) halmazokra vonatkozik, a У homorfizmust (31, Ж, f))-homomorfizmusnak ne-
vezzük. 
A homomorfizmusoknak lehetségesek más alakjai is. Gyakran előfordul pél-
dául az az eset, amikor az A és В automatáknál mind a bemenőjel-halmazok, mind 
pedig a kimenőjel-halmazok egybeesnek, azaz: Ж=Ж7 , 3) = 3)i. Ebben az esetben 
az ri(31, Ж, 3), ô, Я) automatának a 5(3^ , Ж, 3), <5,, Ât) automatába való homo-
morfizmusa megadható egyetlen У : 31 — 311 leképezés által, amely eleget tesz a 
V(ö(a, x))=őí(4>(a),x) 
A (a, x) = ).i{4'(a),x) 
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összefüggéseknek. Az ilyen homomorfizmust természetes módon nevezhetjük 21-
homomorfizmusnak. Hasonló módon lehet értelmezni az ü-homomorfizmusokat, 
j)-liomomorfizmusokat, (21, fifhomo morfizmusokat, (21, 2))-homomorfizmusokat és 
(X, ?))-homomorfizmusokat.2 
Szükséges aláhúzni speciálisan még azt is, hogy a homomorfizmusok, izomor-
fizmusok, részautomaták stb. definíciójával összefüggő szimbolikában egyszer s 
mindenkorra lerögzítjük az (21, X, 2)) jelöléseket az automata állapotainak, bemenő-
jeleinek és kimenőjeleinek a halmazára, függetlenül attól, hogy ezek milyen módon 
vannak jelölve az egyes konkrét automatákban, amelyekkel dolgunk van. 
Az iniciális automaták homomorfizmusainak és izomorfizmusainak értelmezé-
sénél mindig feltesszük (hacsak éppen nincs kötve ennek az ellenkezője), hogy a 
megfelelő leképezés az egyik automata kezdő állapotát a másik automata kezdő 
állapotába viszi át. Abban az esetben, amikor alá akarjuk húzni a különbséget az 
iniciális és nem-iniciális automaták homomorfizmusai (illetőleg izomorfizmusai) 
közt, akkor használni fogjuk az „iniciális" és „nem-iniciális" homomorfizmus (illetve 
izomorfizmus) elnevezéseket. 
Miként szokásos, az automaták izomorfizmusán a kölcsönösen egyértelmű 
homomorfizmust fogjuk érteni. Az A és В automatákat egymás között izomorfoknak 
nevezzük akkor, ha létezik az egyik automatának a másikra történő kölcsönösen 
egyértelmű homomorfizmusa. A homomorfizmusok különböző fajtáinak megfelelő 
módon léteznek az automaták izomorfizmusainak különböző típusai. Ennek meg-
felelően az az állítás, hogy az A és В automaták egymással 21 -izomorfok, nyilván azt 
jelenti, hogy az A és В automatáknál egybeesnek mind a bemenőjelek, mind pedig 
a kimenőjelek halmazai, és ugyanakkor létezik az egyik automata állapot-halmazá-
nak a másik automata állapot-halmazára való kölcsönösen egyértelmű leképezése, 
amely átörökíti az átmeneti függvényt és a kimeneti függvényt. 
A jelölések lerövidítése céljából állapodjunk meg abban, hogy az (21, X, 2))-
homomorfizmust (-izomorfizmust) ezentúl egyszerűen csak homomorfizmusnak 
(izomorfizmusnak) fogjuk nevezni. Nyilvánvaló módon ugyanis a homomorfizmus-
nak (izomorfizmusnak) minden egyéb esetét úgy lehet tekinteni, mint az (2Í, X, 2))-
homomorfizmusnak (-izomorfizmusnak) egy speciális esetét, amikor is a homomor-
fizmust meghatározó leképezések közül az egyik vagy a másik az azonos leképezés. 
2
 Miként pl. a csoportelméletben (és általában a homológikus algebrában) ki vannak tün-
tetve speciális homomorfizmusok, úgy az А, В automata-pár esetén is beszélhetünk az A automatá-
nak а В automatába való speciális homomorfizmusairól, feltéve azt, hogy az utóbbi leképezések 
(az A és В egymáshoz való viszonyától függően) léteznek. így pl. beszélhetünk az A automatának 
а В automatába való kölcsönösen egyértelmű (monoform) leképezéséről, vagy az A autoinatának 
az egész В automatára történő homonwrf (epimorf) leképezéséről. Az előbbi esetben a W t, W2 
és W3 leképezések egyidejűleg mind kölcsönösen egyértelműek (lásd a homomorfizmus definícióját), 
az utóbbi esetben pedig a W,. X1'2 és IPз leképezés mellett а В automata 9li állapot-halmazának, 
X, bemenőjel-halmazának és 9), kimenőjel-halmazának minden eleme fellép mint képelem. (így 
pl. 911 minden eleme az A automata 2Í állapot-halmazából valamilyen a elemnek а 4' leképezés 
mellett vett képe lesz.) Továbbá, ha A = B (és persze 9l = 2Ii), akkor egy nem feltétlenül identikus 
W, : ?í -» 91' leképezés mellett definiálható csoportelméleti analógiára az A automatának 91-endo-
morfizmusa (azaz önmagába való 9I-homomorf leképezése), továbbá 9í-meromorfizmusa (azaz 
önmagába való 9l-izomorf leképezése), valamint 9l-autohomorfizmusa (azaz önmagára való 9í-homo-
morf leképezése). Hasonlóan definiálható pl. A-meromorfizmus, vagy (91, A)-autohomomorfizmus 
stb. és érdekes feladat volna annak a megvizsgálása, hogy ezek az absztrakt (homológikus algebrai) 
fogalmak a konkrét, elektronikus számológépek, a digitális automaták milyen viszonyainak az 
absztrakt visszatükröződései. (A fordító megjegyzése.) 
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Az 3í-homomorfizmusokat (izomorfizmusokat) állapot szerinti homomorfiz-
musoknak, továbbá az 36- és 9)-homomorfizmusokat az automata bemenőjel szerinti, 
illetve kimenőjel szerinti homomorfizmusainak nevezhetjük. 
Valamilyen automata részautomatájának a fogalmát természetes módon így 
lehet értelmezni: a B(3íj, 36x, 3)j, új , ЯД automatát az A(31, 36, 3), ô, Я) auto-
mata részautomatájának (pontosabban (31, 36, 3) ) - r é sz a u t о m a t á n а к ) nevezzük akkor, 
ha 3íj £31, 36 J g36 és 3)i 7 3)> továbbá a <5
Х
 és á j függvények megegyeznek 
a ô, illetve Я függvényekkel az 31, és 361 részhalmazokon. 
Más típusú részautomatákat is lehet még tekinteni az (31,36, 3))-részautomatá-
kon kívül: így például a ő(3íj, 36, 3), ő u l f ) automatát az Д(Э(, 36, 3), <5, Я) 
automata dí-részautomatájának nevezhetjük akkor, ha S 3Í, továbbá а <)j és 
á j függvények egybeesnek a ő, illetve Я függvényekkel a megfelelő részhalmazokon. 
Az iniciális automaták esetében meg fogjuk egymástól különböztetni az ini-
ciális és nem-iniciális részautomatákat. Az első esetben az A iniciális automatának 
а В részautomatája iniciális, éspedig B-nek a kezdő állapota egybeesik az A auto-
matának a kezdő állapotával, a második esetben pedig а В automatát mint nem-
iniciális automatát tekintjük, ekkor az is előfordulhat, hogy állapothalmazában 
В nem is tartalmazza az A automata kezdő állapotát.3 
Valamely automatát végesnek nevezünk akkor, ha mindhárom meghatározó 
31,36, 3) halmaz véges. Ugyancsak lényeges szerepük van az automaták absztrakt 
elméletében az (36, 3))-véges automatáknak, azaz az olyan automatáknak, amelyek-
nél a bemenőjelek és kimenőjelek halmazai egyaránt végesek, viszont az állapotok 
halmaza lehet tetszőleges számosságú, akár véges, akár végtelen. Hasonló módon 
lehet értelmezni az automaták többi végességi típusát is.4 
Az automaták absztrakt elmélete további kiépítésének az érdekében minden 
A (3Í, 36, 3), <5, Я) automatához két szabad félcsoportot fogunk hozzárendelni, 
legyenek ezek F(c6) és E(3)), amelyek a bemenőjelek 36, illetve a kimenőjelek 3) 
halmaza által szabadon vannak generálva. Ennek megfelelően az F(36) félcsoportot 
az automata bemenő félcsoportjának, az F(3)) félcsoportot pedig az automata ki-
menőfélcsoportjának nevezzük. Ezeknek a félcsoportoknak az elemeit az A automata 
bemenő szavainak, illetve kimenő szavainak szokás nevezni. Ezzel kapcsolatban meg-
jegyzendő, hogy maguknak az 36 és 3) halmazoknak az elemeit némelykor bemenő 
betűknek, magukat az 36 és 3) halmazokat pedig az A automata bemenő, illetve ki-
menő ábécéjének nevezik. 
Az F(36) és E(3)) félcsoportok elemei szavak, éspedig ezek a bemenő ábécének, 
illetve a kimenő ábécének a betűiből álló véges sorozatokat jelentenek. A szót alkotó 
betűk számát a szó hosszának nevezzük. A pozitív hosszúságú ( = 1 ) szavakkal 
egyidejűleg igen természetesnek mutatkozik az Е(36) és F(3)) félcsoportokhoz 
3
 Előfordulhat elméletileg az is, hogy а В automatának van kezdő állapota, de az különbözik 
az A automata kezdő állapotától. (A fordító megjegyzése.) 
[4] Az automaták absztrakt elméletében előre megadott Rv számossághoz is lehet hasonló szá-
mossági korlátozásokat kiszabni. így pl. a véges automaták az(RO, 91, Á, ?))-jelölésű automaták lesz-
nek, az 9l-véges automatákat pedig (R0, 9I)-automatáknak is nevezhetjük. Általában pedig 
(« . , 9Í, X, 9))-automatáról akkor beszélünk, ha az 9Í, E, 9) halmazok számossága kisebb, mint 
Rv. Az (R,., 9í)-automatáknál csak az 91 állapot-halmaztól kívánjuk meg, hogy R„-nél kisebb szá-
mosságú legyen. Hasonlóan értelmezhetők az (Rv, 91, E)-automaták, az (RV,9I, 9))- és (RV, Ж, F))-
automaták stb. Nyilvánvalóan bármely (R „, 91, .ï)-automata egyszersmind (R„ 9I)-automata és 
persze (RV, .T)-automata is lesz, továbbá R V ^ R „ esetén bármely (Rv, 9l)-automata még inkább 
(R„, 9í)-automata is lesz stb. (A fordító megjegyzése). 
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hozzávenni az üres szót, azaz olyan szót, amelynek nulla a hosszúsága. Az üres 
szó jelölésére az e betűt rögzítjük.5 
Az A (21, ЭЕ, 9), 5, A) automatára vonatkozó bemenő és kimenő félcso-
porttal egyidejűleg célszerűnek mutatkozik az is, hogy az (91 halmaz által szaba-
don generált) F(5() szabad félcsoportot tekintsük, amelyet tehát az automata álla-
potainak a halmaza generál szabadon. Állapodjunk meg abban, hogy ezt a félcso-
portot az A automata állapot-félcsoportjának nevezzük, elemeit pedig az automata 
állapot-szavainak. 
Ennek alapján elvégezhető az A automata <5 (a, x) átmeneti függvénye és A (a, x) 
kimeneti függvénye értelmezési tartományának a természetes kiterjesztése az 3 Î X Ï 
halmazról az 9(XF(3£) halmazra, a következő előírás szerint: bármely 
p=Xy'X2 ... xk bemenő szóra és bármely aÇ91 állapotra nézve legyen ő(a,p) = 
= a1-a2...ak, ahol al = ő(a,xl), a2 = ö(ax, xx),..., ak = ö(ak_1, xk) és A ( a , p ) -
=УгУ2— Уь ahol yl = À(a, x t ) , y2 = À(ax, x2), ..., yk = À(ak-.u xk). Az e=p 
esetre pedig legyen <5 (a, p)=k (a, p)=e. 
Állapodjunk meg abban is, hogy az ilyen módon kapott Ó(a, x) és A(a, x) függ-
vényeket az A automata kiterjesztett átmeneti-, illetve kiterjesztett kimeneti függ-
vényének fogjuk nevezni; ezek megadják az 2ÍXF(3E) halmaznak az F(9l) hal-
maznak az F(9í), illetve F(?)) halmazba való leképezését. Az ax-a2... ak és 
Уг'Уг-- Ук szavakat a p bemenő szónak megfelelő állapot-szónak, illetve kimenő-
szónak nevezzük az a állapotban. 
Bevezetjük a következő fontos fogalmakat: 
2. DEFINÍCIÓ.: Az A (31, Ж, 9), ô, A) automata a £ 9í állapota által indukált 
<pa leképezéstiek nevezzük a bemenő félcsoportnak a kimenő félcsoportba való 
olyan leképezését, amely a p tetszőleges bemenő szónak а ср
а
(р)= k(a. p) kimenő 
szót felelteti meg. Az A automata által indukált leképezési családnak nevezzük 
az összes, páronként különböző (a£31) leképezések sokaságát. Valamely inici-
ális automata által indukált leképezésnek fogjuk nevezni a kezdő állapota által in-
dukált leképezést. 
3. DEFINÍCIÓ: AZ olyan A és В automatákat, amelyeknél mind a bemenő, mind 
pedig a kimenő ábécék egymással egybeesnek, ekvivalenseknek nevezzük akkor, ha 
azok a leképezéseknek egy és ugyanazon családját indukálják. Az A és В ini-
ciális automatákat iniciálisán ekvivalenseknek nevezzük akkor, ha a kezdő állapo-
taik egy és ugyanazon leképezéseket indukálják. Végül, két állapotot, akár ugyan-
azon automatához tartoznak, akár nem, akkor nevezünk egymással ekvivalensnek, 
ha azok egy és ugyanazon leképezéseket indukálnak. 
A 3. definícióból közvetlenül folyik a következő állítás: 
1. TÉTEL: AZ A és В automaták egymással akkor és csak akkor ekvivalensek, 
ha az A automata tetszőleges állapotához található а В automatának egy vele ekvi-
valens állapota és viszont. 
Könnyű látni, hogy két 3í-izomorf (az állapotra vonatkozólag izomorf) auto-
mata egymással ekvivalens (a megfordított állítás, magától értetődően, nem érvényes). 
Érvényes a következő, sokkal általánosabb állítás. 
5
 Itt nem árt hangsúlyozni azt, hogy a félcsoportnak az egységeleme az üres szó lesz, továbbá 
a félcsoportban az elemek szorzása a szavak juxtapoziciója (egymás mellé való írása) révén történik. 
(A fordító megjegyzése.) 
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2. TÉTEL. Ha létezik az /1(51,36, 2), ô, X ) automatának a X, D , öu kJ 
automatára való У %-homomorfizmusa (állapot szerint való homomorfizmusa), akkor 
az A és В automata egymással ekvivalens. 
BIZONYÍTÁS: AZ 1. t é t e l é r t e l m é b e n n y i l v á n e l e g e n d ő a 2 . t é t e l b i z o n y í t á s á -
h o z a z t i g a z o l n i , h o g y a z a é s У (a) á l l a p o t o k e k v i v a l e n s e k . J e l ö l j e p = x1-x2 ... xk 
a z A a u t o m a t a e g y t e t s z ő l e g e s b e m e n ő s z a v á t , ó(a, p)=aí-a2 ... ak az e n n e k m e g -
f e l e l ő á l l a p o t - s z ó t a z а á l l a p o t b a n , t o v á b b á S1(b,p)=blb2 ... bk a m e g f e l e l ő á l l a -
p o t - s z ó t а В a u t o m a t á n a k a b= У ( a ) á l l a p o t á b a n . E k k o r a z 2 1 - h o m o m o r f i z m u s é r -
t e l m e z é s é n é l f o g v a a z t k a p j u k , h o g y 
У ( а 2 ) = Y(ô(ait x2))=ô2(У(аД x2)=Sl(b1, x2) = b2 
У (а
к
) = Ч> (ó (а
 k . u x*» = ô1(T(ak.-1),xk)=Si(bk.1,xk)=bk, 
H a q=k(a, p)=yx-y2 ... yk a z t a k i m e n ő s z ó t j e l ö l i , a m e l y a z A a u t o m a t a а á l l a -
p o t á b a n a p s z ó n a k f e l e l m e g , é s q'=k1(b,p) = yí-y2. ... y'k a z t a k i m e n ő s z ó t , 
a m e l y a p b e m e n ő s z ó n a k f e l e l m e g а В a u t o m a t a b = 4 / ( a ) á l l a p o t á b a n , a k k o r a z 
2 ( - h o m o m o r f i z m u s d e f i n í c i ó j a s z e r i n t e z t k a p j u k : 
yx = À(a, xi)=À1(4/(a),x1)=À1(b, x 1 ) = j í ; 
у2=Цаt, х2)=А1(У(а1), x2)=j2; 
у
к
=1(а
к
.
и
 xk) = Àl(,F(aj), xk)=Xl(bk_í, xk) = yí. 
I l y e n m ó d o n q=q, é s e z z e l a t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 
A 2 . t é t e l b ő l a z a u t o m a t á k e k v i v a l e n c i á j á n a k n y i l v á n v a l ó a n s z i m m e t r i k u s é s 
t r a n z i t í v s a j á t o s s á g a a l a p j á n k ö z v e t l e n ü l a d ó d i k a k ö v e t k e z ő e r e d m é n y . 
KÖVETKEZMÉNY: На а В és С automatákhoz létezik olyan A harmadik auto-
mata, amely 3(-homomorf módon képezhető le а В és С automatákra, akkor В és 
С ekvivalensek egymással. 
U g y a n c s a k é r v é n y e s e n n e k a z á l l í t á s n a k a k ö v e t k e z ő ( é l e s í t e t t ) m e g f o r d í t á s a . 
3. TÉTEL: Az összes egymással ekvivalens automata 3Jc halmazában létezik egy, 
éspedig 21-izomorfizmus erejéig egyértelműen meghatározott olyan automata, amelyre 
az SDÍ halmazból bármely automata %,-homomorf módon leképezhető. Ennek az auto-
matának az állapotai páronként nem ekvivalensek, és állapothalmazának a számos-
sága legfeljebb annyi, mint az 5)1 halmazból egy tetszőleges automata állapot-hal-
mazának a számossága. 
BIZONYÍTÁS: J e l ö l j ö n A(31, X, 5), Ô, 2 ) t e t s z ő l e g e s a u t o m a t á t a z 3Jc h a l m a z -
b ó l . A z A a u t o m a t á n a k a z 31 á l l a p o t - h a l m a z a f e l b o n t h a t ó o l y a n p á r o n k é n t i d e g e n 
r é s z h a l m a z o k r a , h o g y e g y o s z t á l y o n b e l ü l b á r m e l y k é t á l l a p o t - h a l m a z e g y m á s s a l 
e k v i v a l e n s l e g y e n . E z e k e t a r é s z h a l m a z o k a t n e v e z z ü k a z a u t o m a t a e k v i v a l e n c i a -
o s z t á l y a i n a k . J e l ö l j e 23 a z ö s s z e s i l y e n o s z t á l y n a k a h a l m a z á t , é s k é s z í t s ü k el a 
5 ( 2 3 , X, 3), ölt ÁJ) a u t o m a t á t , a m e l y n é l t e h á t a z á l l a p o t o k h a l m a z a é p p e n 23. 
А В a u t o m a t a kx(b,x) k i m e n e t i f ü g g v é n y é t a k ö v e t k e z ő k é p p e n d e f i n i á l j u k : 
а В a u t o m a t a t e t s z ő l e g e s b á l l a p o t á h o z és t e t s z ő l e g e s x £ X b e m e n ő j e l é h e z é r t e l -
m e z z ü k a k e r e s e t t f ü g g v é n y t ú g y , h o g y Xx (b, x ) = k(a, x ) l e g y e n , a h o l a t e t s z ő l e g e s 
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á l l a p o t a z A a u t o m a t a b e k v i v a l e n c i a - o s z t á l y á b ó l . A z i l y e n m ó d o n é r t e l m e z e t t 
A 1 ( 6 , x) f ü g g v é n y é r t é k e n e m f ü g g a t t ó l , h o g y a b e k v i v a l e n c i a - o s z t á l y b ó l s p e c i á l i -
s a n h o g y a n v á l a s z t j u k k i a z a á l l a p o t o t . 
A z a u t o m a t a v a l a m e l y á l l a p o t a á l t a l i n d u k á l t l e k é p e z é s é r t e l m e z é s é b ő l k ö z -
v e t l e n ü l k a p j u k , h o g y a z A a u t o m a t a ax é s a2 á l l a p o t a i n a k e k v i v a l e n c i á j á b ó l k ö v e t -
k e z i k a ő ( a i , x ) é s 0 ( й 2 , х ) á l l a p o t o k e k v i v a l e n c i á j a . I l y e n m ó d o n t e t s z ő l e g e s x 
b e m e n ő j e l a b e k v i v a l e n c i a - o s z t á l y t a l k o t ó ö s s z e s á l l a p o t o t u g y a n a z o n bx e k v i -
v a l e n c i a - o s z t á l y h o z t a r t o z ó á l l a p o t o k b a v i s z i á t . E n n e k m e g f e l e l ő e n a öx(b, x)=bx 
e l ő í r á s s a l d e f i n i á l h a t j u k а В a u t o m a t a á t m e n e t i f ü g g v é n y é t . 
K ö n n y ű b e l á t n i , h o g y a z A a u t o m a t á n a k e g y t e t s z ő l e g e s a á l l a p o t a e k v i v a l e n s 
a B a u t o m a t á n a k a z ő t t a r t a l m a z ó b á l l a p o t á v a l ( a m e l y a z A a u t o m a t á n a k e k v i -
v a l e n c i a - o s z t á l y a ) . L e g y e n u g y a n i s p=xx-x2 ... x^ az A és В a u t o m a t á k t e t s z ő l e g e s 
b e m e n ő s z a v a é s l e g y e n 
а
х
-а2 ... ак = 0(а,р) 
УсУг ••• УК=Ч<*,р). 
( I t t ô é s A a z A a u t o m a t a k i t e r j e s z t e t t á t m e n e t i , i l l e t v e k i m e n e t i f ü g g v é n y e . ) J e l ö l j e 
bx a z at(i= 1, 2 , . . . , k) á l l a p o t o k a t t a r t a l m a z ó e k v i v a l e n c i a - o s z t á l y o k a t , é s k é s z í t -
s ü k el а В a u t o m a t á n a k a öx(b,p) é s Xx(b, p) k i t e r j e s z t e t t á t m e n e t i , i l l e t v e k i m e n e t i 
f ü g g v é n y é t . E k k o r a z t k a p j u k , h o g y 
<5i(b,p) = bí Ь'г ... b'k; Xx(bx p)=y'x,y'2 ... y'k, 
a h o l 
b[=öx(blxl),b'2 = óx{b[, x2), ..., bk=öl(bk-1,xk); 
yi = А 1 ( й , х 1 ) , у г = Х 1 ( Ь [ , x 2 ) , . . . , y'k = A 1 ( è ( _ 1 , x„). 
J e l ö l j e m o s t 4? a z t a l e k é p e z é s t , a m e l y h o z z á r e n d e l i a z A a u t o m a t á n a k b á r -
m e l y i k á l l a p o t á h o z a z a z t t a r t a l m a z ó e k v i v a l e n c i a - o s z t á l y t . Ö s s z h a n g b a n a é s 
A, f ü g g v é n y e k é r t e l m e z é s é v e l a z t k a p j u k , h o g y 
Ы = ôx (b, x) = 4>(6(a, xx)) = V(ax) = b x 
b í = ó l ( b í , x 2 ) = 4 > ( S ( a 1 , x 2 ) = 4,{a2)=b2 
«=«!(«_!, x,) =«5x(bk-x, xk) = 4>(ô(ak-x, xk)) = V(ak)=bk 
yi = Áx(b, xx) = X(ci, xx)=yx 
y'2=Xx(bí, x1)=Xí(bx, X2) A(«,, x2)=y2 
y'k = Xx(b'k-1, xk) = Xx(bk_x, хк) = Л(ак-1,хк)=ук. 
I l y e n m ó d o n a z yx-y2...yk é s a z yi-y'i ... y'k s z a v a k e g y b e e s n e k , a m i a 
p — xx• x 2 . . . xk t e t s z ő l e g e s m e g v á l a s z t á s á n á l f o g v a a z t j e l e n t i , h o g y a z а é s b= f ( а ) 
á l l a p o t o k e g y m á s s a l e k v i v a l e n s e k . A z 1. t é t e l é r t e l m é b e n e z a z t e r e d m é n y e z i , h o g y 
az A és В a u t o m a t á k e g y m á s s a l e k v i v a l e n s e k . А В a u t o m a t a t e h á t b e n n e v a n a z Ш 
h a l m a z b a n . 
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H a m o s t а В a u t o m a t á n a k k é t k ü l ö n b ö z ő b' é s b" á l l a p o t á t e g y m á s s a l e k v i -
v a l e n s n e k t é t e l e z n é n k f e l , a k k o r k i v á l a s z t v a b e l ő l ü k a z A a u t o m a t á n a k a h o z z á j u k 
t a r t o z ó a', i l l . a" á l l a p o t a i t , a f e n t i e k n e k m e g f e l e l ő e n a z t k a p n á n k , h o g y a z a' á l l a -
p o t e k v i v a l e n s a b' á l l a p o t t a l é s a z a" á l l a p o t p e d i g e k v i v a l e n s a b" á l l a p o t t a l . E n n é l -
f o g v a e z e k a z á l l a p o t o k á t m e n n e k e g y é s u g y a n a z o n e k v i v a l e n c i a - o s z t á l y b a , m á s 
s z a v a k k a l a b' é s b" á l l a p o t o k e g y m á s s a l e g y b e e s n é n e k . I l y e n m ó d o n b e b i z o n y í -
t o t t u k , h o g y В a u t o m a t a á l l a p o t a i p á r o n k é n t n e m e k v i v a l e n s e k . 
L e g y e n m o s t C ( G , 3c, 2) , ö 2 , / 2 ) e g y t e t s z ő l e g e s a u t o m a t a a z 9J1 h a l m a z b ó l . 
A f e n t e b b b e b i z o n y í t o t t a k a l a p j á n а. В és С a u t o m a t á k e g y m á s s a l e k v i v a l e n s e k . 
K ö v e t k e z é s k é p p e n а С a u t o m a t a t e t s z ő l e g e s с á l l a p o t á h o z t a l á l h a t ó a z 1. t é t e l é r t e l -
m é b e n а В a u t o m a t á n a k e g y v e l e e k v i v a l e n s b á l l a p o t a . M i n t h o g y p e d i g а В a u t o -
m a t á n a k n i n c s e n e k e g y m á s s a l e k v i v a l e n s k ü l ö n b ö z ő á l l a p o t a i , e z é r t a b á l l a p o t 
e g y é r t e l m ű e n m e g v a n h a t á r o z v a а с á l l a p o t á l t a l . I l y e n m ó d o n , m e g f e l e l t e t v e а С 
a u t o m a t a b á r m e l y с á l l a p o t á n a k a v e l e e k v i v a l e n s cp{c)=b á l l a p o t o t а В a u t o m a t á -
b ó l , а С a u t o m a t a G á l l a p o t - h a l m a z á n a k e g y é r t e l m ű l e k é p e z é s é t d e f i n i á l j u k а В 
a u t o m a t a $8 á l l a p o t - h a l m a z á b a . B e b i z o n y í t j u k , h o g y e z a 99 l e k é p e z é s 3 í - h o m o -
m o r f i z m u s . 
V a l ó b a n , а С a u t o m a t a t e t s z ő l e g e s с á l l a p o t á r a é s t e t s z ő l e g e s x b e m e n ő j e l é r e 
n é z v e а с é s 99(c) á l l a p o t o k e k v i v a l e n c i á j a a l a p j á n a z t k a p j u k , h o g y k 2 ( c , x ) ~ 
= AX (99(c) , x ) . T o v á b b á , m i n t h o g y t e t s z ő l e g e s b e m e n ő j e l h a t á s á r a a z e k v i v a l e n s 
á l l a p o t o k u g y a n c s a k e g y m á s s a l e k v i v a l e n s á l l a p o t o k b a m e n n e k á t , a z t f o g j u k k a p n i , 
h o g y 4/(ô2(c, x))=ôl(4/(c), x). E n n é l f o g v a a l e k é p e z é s v a l ó b a n 9 1 - h o m o m o r f i z -
m u s l e s z . A 99 l e k é p e z é s e g y é r t e l m ű s é g e m i a t t а В a u t o m a t a 23 á l l a p o t - h a l m a z á n a k 
a s z á m o s s á g a n e m h a l a d j a m e g а С a u t o m a t a G á l l a p o t - h a l m a z á n a k a s z á m o s s á -
g á t . E z z e l a 3 . t é t e l t t e l j e s e n b e b i z o n y í t o t t u k . 
A m o s t b e b i z o n y í t o t t t é t e l a l a p j á n t e r m é s z e t e s m ó d o n a d h a t ó m e g a k ö v e t -
k e z ő : 
4 . DEFINÍCIÓ: E g y a u t o m a t á t {Mealy-féle a u t o m a t á t ) redukáltnak n e v e z ü n k 
a k k o r , h a b á r m e l y k é t k ü l ö n b ö z ő á l l a p o t a e g y m á s s a l n e m e k v i v a l e n s . 
A 3 . t é t e l b i z o n y í t á s a l é n y e g i l e g e g y t e t s z ő l e g e s A Mealy-féle a u t o m a t a redu-
kálásának a z e l j á r á s á t a d j a , a z a z m á s s z a v a k k a l : e g y o l y a n r e d u k á l t Mealy-féle 
a u t o m a t á n a k a m e g s z e r k e s z t é s é t s z o l g á l t a t j a , a m e l y a z a d o t t A a u t o m a t á v a l e k v i -
v a l e n s . E z a z e l j á r á s a v é g e s Mealy-féle a u t o m a t á k k k a l k a p c s o l a t b a n b e v e z e t e t t e l j á -
r á s n a k a t e t s z ő l e g e s a u t o m a t á k r a v a l ó á l t a l á n o s í t á s a , a m e l y m a g á b ó l a z e r e d e t i 
Mealy-féle [19] e l j á r á s b ó l , v a l a m i n t a z Aufenkamp—Hohn-féle t ö k é l e t e s í t e t t k é s ő b b i 
[1] e l j á r á s b ó l f e j l ő d ö t t k i , t o v á b b á a Netherwood-féle [21] , é s a Pauli— Unger-féle 
[22] e l j á r á s b ó l . ( L á s d m é g a [12] d o l g o z a t o t i s . ) A f e n t e m l í t e t t t o v á b b f e j l e s z t é s e k 
f ő k é p p e n a z e k v i v a l e n c i a - o s z t á l y o k t é n y l e g e s m e g t a l á l á s á r a v o n a t k o z n a k a véges 
a u t o m a t á k e s e t é b e n , é s u g y a n a r r a a z a l a p g o n d o l a t r a v e z e t h e t ő k v i s s z a . 
E n n e k a g o n d o l a t n a k a z a l é n y e g e ( l á s d [12]) , h o g y k i i n d u l á s k é p p e n a z a u t o -
m a t a ö s s z e s á l l a p o t á n a k a h a l m a z á t s z é t b o n t j u k ú g y n e v e z e t t 1-osztályokra: a z 
a, b, ... á l l a p o t o k a k k o r t a r t o z n a k e g y é s u g y a n a z o n 1 - o s z t á l y h o z , l i a a À {a, x), 
À(b, x), ... k i m e n ő j e l e k a z x b e m e n ő j e l t e t s z ő l e g e s m e g v á l a s z t á s a m e l l e t t e g y m á s -
s a l m e g e g y e z n e k . A z 1 - o s z t á l y o k s z é t b o n t h a t o k ú g y n e v e z e t t 2-osztályokra, é s p e d i g 
ú g y , h o g y a z e g y é s u g y a n a z o n 1 - o s z t á l y b a t a r t o z ó a, b, ... á l l a p o t o k a k k o r t a r -
t o z n a k u g y a n a b b a a 2 - o s z t á l y b a , h a a z x b e m e n ő j e l t e t s z ő l e g e s m e g v á l a s z t á s a m e l -
l e t t a ö{a, x) é s ô(b, x ) á l l a p o t o k e g y és u g y a n a z o n ( x ) - s z e l j e l ö l t ) 1 - o s z t á l y b a 
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t a r t o z n a k . E z a Kí{x) o s z t á l y f ü g g x - t ő l , d e f ü g g e t l e n a t t ó l , h o g y a 2 - o s z t á I y b ó l 
m e l y i k a, b, . . . á l l a p o t o t t e k i n t j ü k . 
A z 1 - o s z t á l y o k 2 - o s z t á l y o k r a v a l ó tovább-bontásának e z a m ű v e l e t e s z ó r ó l 
s z ó r a á t v i h e t ő ' a 2 - o s z t á l y o k n a k a t o v á b b i f e l b o n t á s á r a . E n n e k e r e d m é n y e k é p p e n 
a d ó d n a k a 3 - o s z t á l y o k ; e z e k r e a l k a l m a z v a a f e l b o n t á s i e l j á r á s t , k a p j u k a 4 - o s z t á -
l y o k a t s t b . V é g e s a u t o m a t á k e s e t é b e n v é g e s s z á m ú l é p é s u t á n v a l a m i l y e n /'( =? 1) 
m e l l e t t a z ( / + l ) - o s z t á l y o k f e l t é t l e n ü l e g y b e e s n e k a z / ' - o s z t á l y o k k a l . E k k o r a z / - o s z -
t á l y o k l e s z n e k a z a l a p u l v e t t a u t o m a t a k e r e s e t t e k v i v a l e n c i a - o s z t á l y a i . 
A z a u t o m a t á k a b s z t r a k t e l m é l e t é n e k g y a k o r l a t i a l k a l m a z á s a i b a n o l y k o r d o l -
g u n k a k a d o l y a n a u t o m a t á k k a l is , a m e l y e k n é l a ô ( a , x ) á t m e n e t i f ü g g v é n y é s a 
A ( a , jc) k i m e n e t i f ü g g v é n y n i n c s é r t e l m e z v e a z ö s s z e s a , x e l e m p á r o n , h a n e m c s a k 
b i z o n y o s i l y e n e l e m p á r o k o n . A z i l y e n a u t o m a t á k a t t e r m é s z e t e s m ó d o n parciális 
automatáknak n e v e z i k . A p a r c i á l i s a u t o m a t á k e l m é l e t e a b b a n k ü l ö n b ö z i k a k ö z ö n -
s é g e s a u t o m a t á k e l m é l e t é t ő l ( a z u t ó b b i a k a t l e h e t n e teljesen értelmezett automa-
táknak i s n e v e z n i ) , h o g y a p a r c i á l i s a u t o m a t á k á l l a p o t a i n e m m i n d e n h o l é r t e l m e z e t t 
l e k é p e z é s e k e t , h a n e m c s a k p a r c i á l i s l e k é p e z é s e k e t l é t e s í t e n e k . E k k o r a z a u t o m a t á k 
és á l l a p o t a i k e k v i v a l e n c i á j á n a k f o g a l m a i a z összeegyezthetetőség s o k k a l á l t a l á n o -
s a b b f o g a l m á v a l h e l y e t t e s í t ő d n e k , a m e l y a l é t e s í t e t t l e k é p e z é s e k n e k a z é r t e l m e z é s i 
t a r t o m á n y o k metszetében v a l ó e g y b e e s é s é n a l a p u l ( V ö . [12]) . 
A p a r c i á l i s a u t o m a t á k r e d u k á l á s á n a k a z e l m é l e t e l é n y e g e s e n b o n y o l u l t a b b -
n a k m u t a t k o z i k , m i n t a t e l j e s e n é r t e l m e z e t t ( a z a z k ö z ö n s é g e s ) a u t o m a t á k r e d u k á -
l á s i e l m é l e t e , m i n d e n e k e l ő t t a z é r t , m e r t a 3 . t é t e l h e z h a s o n l ó t é t e l a p a r c i á l i s a u t o -
m a t á k r a v o n a t k o z ó l a g m á r n e m é r v é n y e s . E c i k k t e r j e d e l m é n e k k o r l á t o z o t t s á g a 
n e m e n g e d i m e g a z t , h o g y e n n e k a z e l m é l e t n e k a r é s z l e t e i t m e g t á r g y a l j u k . 6 I t t c s u -
p á n a z t e m l í t j ü k m e g , h o g y g y a k o r l a t i c é l o k r a a z e s e t e k t ö b b s é g é b e n e l e g e n d ő n e k 
m u t a t k o z i k a z a m ó d s z e r , a m e l y n e k l é n y e g e a z , h o g y a p a r c i á l i s a u t o m a t á t k ö z ö n -
s é g e s ( a z a z t e l j e s e n é r t e l m e z e t t ) a u t o m a t á v á „átdefiniáljuk"7 é s a z t á n a z i l y e n m ó d o n 
n y e r t a u t o m a t a r e d u k á l á s á t v é g e z z ü k e l . 
A v é g e s p a r c i á l i s a u t o m a t á k r e d u k á l á s á r a s z o l g á l ó s p e c i á l i s m ó d s z e r e k AUFEN-
KAMP [2], NETHERWOOD [21], PAULL é s EÍNGER [22] d o l g o z a t a i b a n , v a l a m i n t GINS-
BURG t ö b b d o l g o z a t á b a n ( p l . [6]) f e j l ő d t e k k i . M i n d e z e k a m ó d s z e r e k k i f e j e z e t t e n 
a l k a l m a z á s i j e l l e g ű e k , é s e b b e n a d o l g o z a t b a n n e m r é s z l e t e z z ü k ő k e t . 
A p a r c i á l i s a u t o m a t á k f e n t e m l í t e t t „ á t d e f i n i á l á s a " l e h e t ő s é g e t n y ú j t a r r a , h o g y 
b á r m e l y p a r c i á l i s a u t o m a t á t v a l a m i l y e n t e l j e s e n é r t e l m e z e t t a u t o m a t a p a r c i á l i s 
r é s z a u t o m a t á j a k é n t t e k i n t s ü k . A z o k r a a c é l o k r a , a m e l y e k e t j e l e n d o l g o z a t t a r t 
s z e m e l ő t t , e l e g e n d ő a z , h o g y c s u p á n u t a l j u n k a z i l y e n l e h e t ő s é g e k r e , é s e z é r t a t o -
v á b b i a k b a n c s a k a t e l j e s e n é r t e l m e z e t t a u t o m a t á k r a k o r l á t o z z u k m a g u n k a t . E n n e k 
m e g f e l e l ő e n a t o v á b b i a k b a n a z „ a u t o m a t a " e l n e v e z é s e n m i n d i g k ö z ö n s é g e s , m i n -
d i g a z a z t e l j e s e n é r t e l m e z e t t a u t o m a t a é r t e n d ő . 
A m á r é r t e l m e z e t t {Mealy-féle) a u t o m a t á k k a l e g y i d e j ű l e g c é l s z e r ű n e k m u t a t -
k o z i k m e g v i z s g á l n i e g y f o n t o s s p e c i á l i s e s e t e t , a z ú n . Moore-féle automatákat. 
6
 Az érdeklődők a részletekkel megismerkedhetnek pl. a szerző [12] cikkéből. 
7
 Ennél az „á tdef in iá lásnál" természetesen nincs szó két nem azonos fogalom helytelen azo-
nosításáról , sem pedig a à (a, x) és /.(a, x) függvények értékeinek a megvál toztatásáról , hanem csu-
pán az értelmezési t a r tományok kibővítéséről és az említett függvények kiterjesztéséről. H a tehát 
a parciális a u t o m a t a á l lapot-halmaza 2Í, bemenőjel -halmaza X, akko r választunk a lkalmas bővebb 
2T(29Í ) és X' ( g X ) ha lmazokat , és az említett függvények az 9 1 ' X ï ' ha lmazon nyilván az 31x4' 
ha lmazon vett eredeti 6(a,x) és Á(a,x) függvények folytatásai , kiterjesztései lesznek. (A fo rd í tó 
megjegyzése.) 
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5. DEFINÍCIÓ: A z /1(91, X . sî), ô, A) a u t o m a t á t a k k o r n e v e z z ü k Moore-féle 
automatának, h a a A ( a , x ) k i m e n e t i f ü g g v é n y e l ő á l l í t h a t ó A ( o , x) = p(ő(a, x ) ) a l a k -
b a n , a h o l ö(a, x ) a z a u t o m a t a á t m e n e t i f ü g g v é n y e , / i ( o ) p e d i g o l y a n e g y é r t e l m ű 
f ü g g v é n y , a m e l y m e g a d j a a z A a u t o m a t a 9t á l l a p o t h a l m a z á n a k a z 2) k i m e n ő j e l -
h a l m a z b a t ö r t é n ő l e k é p e z é s é t . E z t a /t(a) f ü g g v é n y t a z a u t o m a t a jel-függvényének, 
v a g y m á s k é p p e n a z a u t o m a t a retardált kimeneti függvényének n e v e z i k . E n n e k a 
p(a) f ü g g v é n y n e k a z é r t é k é t v a l a m e l y a á l l a p o t r a v o n a t k o z ó l a g a z a állapot jelé n e k 
n e v e z i k . 
A Moore-féle a u t o m a t a e l s ő f o g a l m a MOORE [20] d o l g o z a t á b a n s z e r e p e l t ( l á s d 
m é g MEDVEGYEV [17]) , d e c s a k a v é g e s a u t o m a t á k e s e t é r e , é s figyelmen k í v ü l h a g y v a 
a Mealy-féle a u t o m a t á k k a l v a l ó k a p c s o l a t o t . M e g j e g y e z z ü k , h o g y a Moore-féle 
a u t o m a t á k c s a k a z a b s z t r a k t e l m é l e t s z i n t j é n t e k i n t h e t ő k ú g y , m i n t a Mealy-féle 
a u t o m a t á k s p e c i á l i s e s e t e i . A z a u t o m a t á k a t m e g v a l ó s í t ó r e n d s z e r e k r e v a l ó á t t é -
r é s n é l , figyelembe v é v e a z i d ő t é n y e z ő t is, c é l s z e r ű a z a u t o m a t á k n a k e z t a k é t t í p u -
s á t ( p r a k t i k u s s z e m p o n t b ó l ) l é n y e g e s e n k ü l ö n b ö z ő n e k t e k i n t e n i . 
E z z e l e g y i d e j ű l e g a M o o r e - f é l e a u t o m a t á k a z a b s z t r a k t e l m é l e t b e n is k ü l ö n 
v i z s g á l a t r a figyelemre m é l t ó o b j e k t u m o k n a k t e k i n t h e t ő k . S o k e s e t b e n a Moore-
féle a u t o m a t á k s a j á t s á g o s t u l a j d o n s á g a i m e g e n g e d i k , h o g y r á j u k v o n a t k o z ó l a g 
t e r m é s z e t e s e b b é s m é l y e b b e l m é l e t e t é p í t s ü n k k i , m i n t a t e t s z ő l e g e s Mealy-féle 
a u t o m a t á k r a v o n a t k o z ó l a g . E z z e l k a p c s o l a t b a n f o n t o s s z e r e p j u t a n n a k a k ö r ü l -
m é n y n e k , h o g y a M o o r e - f é l e a u t o m a t á k a z á l t a l u k l é t e s í t e t t l e k é p e z é s e k s o k f é l e s é g e 
s z e m p o n t j á b ó l n e m s z e g é n y e s e b b e k a t e t s z ő l e g e s Mealy-féle a u t o m a t á k n á l . 
4. TÉTEL: Tetszőleges A(91, X, 2), <5, A) Mealy-féle automatához létezik egy 
vele ekvivalens В Moore-féle automata, továbbá ha az A automata véges, akkor a 
В automata ugyancsak végesnek választható oly módon, hogy В állapotainak száma 
{m-\-l)-n legyen, ahol m az A automata bemenőjeleinek és n az A automata állapotai-
nak a száma. 
BIZONYÍTÁS: AZ A a u t o m a t a m i n d e n e g y e s a á l l a p o t á n a k f e l e l t e s s ü k m e g a z 
( a 0 , ax=(a, xa)) á l l a p o t o k n a k a h a l m a z á t , a h o l х я b e f u t j a a b e m e n ő j e l e k X h a l -
m a z á t . A z i l y e n m ó d o n k a p o t t á l l a p o t o k a t t e k i n t s ü k e g y В a u t o m a t a á l l a p o t a i k é n t . 
А В a u t o m a t a <5, á t m e n e t i f ü g g v é n y é t é r t e l m e z z ü k a k ö v e t k e z ő k é p p e n : 
<5, (ű0, Xp)={a, xß) ; S fia,, x j , xß)=(ö(a, x j , xß). 
А В a u t o m a t a A j k i m e n e t i f ü g g v é n y é l e g y e n 
A (a0, xß)=X(a, Xß); /.fia, x j , xß) = A(S(a, хя), xß). 
J e l ö l j e p(b) a z t a f ü g g v é n y t , a m e l y h o z z á r e n d e l i а В a u t o m a t a b={a, x f ) á l l a -
p o t á h o z a A ( a , xß) k i m e n ő j e l e t . A k k o r 
<*i(ao> xß)=p{ö1(a0, xß)) 
Á t ((a, x j , x p ) = p ( S 1 ( a , x j , xß). 
K ö v e t k e z é s k é p p e n а В a u t o m a t a M o o r e - f é l e a u t o m a t a . 
J e l ö l j ö n m o s t aj-a2 ... ak o l y a n á l l a p o t - s z ó t , yx-y2 ••• Ук o l y a n k i m e n ő s z ó t , 
a m e l y e k a t e t s z ő l e g e s p = x , - x 2 . . . xk b e m e n ő s z ó h o z r e n d e l ő d n e k h o z z á a z A a u t o -
m a t a a á l l a p o t á b a n . A é s A j f ü g g v é n y e k é r t e l m e z é s é b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y а В 
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a u t o m a t a a0 á l l a p o t á b a n a p b e m e n ő s z ó h o z a bl-b2 ... bk á l l a p o t - s z ó r e n d e l ő d i k 
h o z z á , a m e l y n e k e l e m e i t ( b e t ű i t ) a k ö v e t k e z ő m ó d o n d e f i n i á l j u k : 
bl = ôl(a0, x1)=(a, x) 
b2 = öl(bl, x2)=(S(a, Xi), x2) = (al, x2) 
bk = Sl(bk_1, xk)=(ő(ak.2, xk_u )xk) = (ak_u xk). 
H a s o n l ó m ó d o n d e f i n i á l j u k a z yí-y2 ...y'k k i m e n ő s z ó t , a m e l y а В a u t o m a t á n a k 
a z a 0 á l l a p o t á b a n h o z z á r e n d e l ő d i k a p b e m e n ő s z ó h o z : 
yí = *i(a0, x1)=k(a,x)=y1 
yi = Xy(bu x2) = kx({a, xx), x2)=À(ô(a, xk), x2)=k(ai, x2)=y2 
y'k = Ax (bk _ !, xk)=À ! ((ak-2, W - i ) . xk)=À(ô(ak.2, xk)= 
= A(ak_1, xk)=yk. 
I l y e n m ó d o n a z yu y2, ... , yk é s yí,yí, ••• , y'k k i m e n ő s z a v a k e g y m á s s a l 
e g y b e e s n e k , a m e l y a p s z ó t e t s z ő l e g e s m e g v á l a s z t á s a k ö v e t k e z t é b e n a z t j e l e n t i , h o g y 
a z a é s a0 á l l a p o t o k e k v i v a l e n s e k . M i n t h o g y p e d i g u g y a n a z o n b e m e n ő j e l á l t a l a z 
e k v i v a l e n s á l l a p o t o k u g y a n c s a k e k v i v a l e n s á l l a p o t o k b a m e n n e k á t , e z é r t t e t s z ő l e -
g e s m e l l e t t а В a u t o m a t a ( a , x j á l l a p o t a e k v i v a l e n s a z A a u t o m a t a ő(a, x j 
á l l a p o t á v a l . I l y e n m ó d o n а В a u t o m a t a e g y t e t s z ő l e g e s á l l a p o t á h o z t a l á l h a t ó a z A 
a u t o m a t á n a k e g y v e l e e k v i v a l e n s á l l a p o t a . A m e g f o r d í t o t t r e l á c i ó u g y a n c s a k b i -
z o n y í t o t t . E z é r t a z 1. t é t e l a l a p j á n m e g á l l a p í t h a t j u k , h o g y az A és В a u t o m a t á k v a -
l ó b a n e k v i v a l e n s e k . 
A 4 . t é t e l n e k a z a z á l l í t á s a , a m e l y а В a u t o m a t a á l l a p o t a i n a k a s z á m á r a v o n a t -
k o z i k , k ö z v e t l e n k ö v e t k e z m é n y e a n n a k a b e m u t a t o t t e l j á r á s n a k , a m e l l y e l а В a u t o -
m a t á t m e g s z e r k e s z t e t t ü k . E z z e l a t é t e l t t e l j e s e n b e b i z o n y í t o t t u k . 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y a z i m é n t b e b i z o n y í t o t t t é t e l a z A . S . BLOH ( l á s d [4], 
1. t é t e l ) e r e d m é n y é n e k a z é l e s í t é s e . 
A Moore-féle a u t o m a t á k k a l v a l ó m ű v e l e t e k n é l figyelembe k e l l v e n n i a z t a 
k ö r ü l m é n y t i s , b á r e g y Moore-féle a u t o m a t á n a k a k á r m i l y e n r é s z a u t o m a t á j a , é s 
t e t s z ő l e g e s o l y a n a u t o m a t a , a m e l y i z o m o r f e g y Moore-féle a u t o m a t á v a l , u g y a n c s a k 
Moore-féle a u t o m a t a l e sz , h o m o m o r f i z m u s n á l a z o n b a n n e m ő r z ő d i k m e g a z a u t o -
m a t á n a k a z a t u l a j d o n s á g a , h o g y a k é p - a u t o m a t a i s Moore-féle a u t o m a t a l e s z . 
U g y a n í g y e l ő f o r d u l h a t a z i s , h o g y e g y Moore-féle a u t o m a t á v a l e k v i v a l e n s a u t o m a t a 
n e m l e s z Moore-féle a u t o m a t a . 
E z é r t s z ü k s é g e s b e v e z e t n i a Moore-féle homomorfizmus é s a Moore-féle ekvi-
valencia f o g a l m á t . 
E n n e k a c é l n a k a z é r d e k é b e n m i n d e n e k e l ő t t m e g j e g y e z z ü k a z t a n y i l v á n v a l ó 
t é n y t , h o g y a z 5 . d e f i n í c i ó é r t e l m é b e n a Moore-féle a u t o m a t a p{a) j e l - f ü g g v é n y e 
e g y é r t e l m ű m ó d o n é r t e l m e z h e t ő a z a u t o m a t a á t m e n e t i é s k i m e n e t i f ü g g v é n y e se -
g í t s é g é v e l a z ö s s z e s o l y a n a á l l a p o t r a v o n a t k o z ó a n , a m e l y e k e t a z a u t o m a t a á t m e n e t i 
f ü g g v é n y e é r t é k k é n t f e l v e s z . A t ö b b i á l l a p o t r a v o n a t k o z ó l a g a j e l - f ü g g v é n y n i n c s 
é r t e l m e z v e , e z e k e t a z á l l a p o t o k a t „nem-megjelölteknek" f o g j u k n e v e z n i . Á l l a p o d -
j u n k m e g a Moore-féle a u t o m a t á k v i z s g á l a t á n á l a t o v á b b i a k s o r á n a b b a n , h o g y 
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v a l a m i l y e n m ó d o n a j e l - f ü g g v é n y t ú g y definiáljuk át, h o g y a z ö s s z e s á l l a p o t m á r 
„ m e g j e l ö l t " l e g y e n . 
E z z e l k a p c s o l a t b a n az összes további vizsgálatnál a Moore-féle automatákat 
nem az átmeneti és kimeneti függvényekkel fogjuk megadni, hanem az átmeneti függ-
vénnyel és a jel-függvénnyel, amikor a kimeneti függvényt szükségképpen az átmeneti 
függvénynek és a jel-függvénynek az egymásbahelyettesítésével értelmezzük: 
À(a, x)=p(ô(a, xj). 
M o s t m á r b e l e h e t v e z e t n i a Moore-féle homomorfizmusnak é s a Moore-jéle 
ekvivalenciának a f o g a l m á t . 
6 . DEFINÍCIÓ: Az A (91, X , 3 ) , ö, fi) Moore-féle automatának a , , Ж , , 3 ) , , 
<-)(, /;,) Moore-féle automatába való 'p = ('pi, <p2, 9>з) homomorfizmusát Moore-félé-
n e k n e v e z z ü k , h o g y h a <p m e g ő r z i a j e l - f ü g g v é n y t , a z a z t e t s z ő l e g e s a £ 51 á l l a p o t 
m e l l e t t (p3(^p(a))=p1((p1(aj), é s s p e c i á l i s a n a z 9 I ; - h o m o m o r f i z m u s e s e t é r e : < / / ( / i ( a ) ) = 
— p
 1 ( ï / ( a ) ) . A z e k v i v a l e n s á l l a p o t o k a t Moore-féle módon ekvivalens á l l a p o t o k n a k 
n e v e z z ü k a k k o r , h a a z o k e g y f o r m á n „ m e g j e l ö l t e k " . Két Moore-féle automatát 
Moore-féle módon ekvivalensnek n e v e z ü n k a k k o r , h a a z e g y i k a u t o m a t á n a k a k á r -
m i l y e n á l l a p o t á h o z l é t e z i k a m á s i k a u t o m a t á n a k e g y v e l e Moore-féle m ó d o n e k v i -
v a l e n s á l l a p o t a , é s m e g f o r d í t v a . A M o o r e - f é l e h o m o m o r f i z m u s r a é s M o o r e - f é l e 
e k v i v a l e n c i á r a v o n a t k o z ó l a g a z e l ő z ő e k h e z t e l j e s e n h a s o n l ó m ó d o n a z a l á b b i t é -
t e l e k , a m e l y e k a 2 . é s 3 . t é t e l e k n e k f e l e l n e k m e g . 
5. TÉTEL: Ha létezik az A Moore-féle automatának а В Moore-féle automa-
tára való 4J Moore-féle Ш-homomorfizmusa, akkor az A és В automaták egymással 
Moore-féle módon ekvivalensek. Az A automata tetszőleges a állapota Moore-féle 
módon ekvivalens lesz a hozzátartozó 4' (a) állapottal. 
6 . TÉTEL: Az összes, egymás közt Moore-féle módon ekvivalens automatá-
nak az 9Ji halmazában létezik egy, éspedig Moore-féle 91-izomorfizmustól eltekintve 
pontosan csak egy olyan automata, amelyre az .931 halmazból bármely automata 
Moore-féle homomorf módon leképezhető. Ennek az automatának a: állapotai páron-
ként Moore-féle módon nem ekvivalensek, és állapot-halmazának számossága legfel-
jebb annyi, mint az sDí halmazból egy tetszőleges automata állapot-halmazának 
a számossága. 
A z 5 . é s 6 . t é t e l e k b i z o n y í t á s a m a j d n e m s z ó s z e r i n t u g y a n ú g y v é g e z h e t ő e l , 
m i n t a 2 . é s 3 . t é t e l e k b i z o n y í t á s a , e z é r t a b i z o n y í t á s o k a t n e m v é g e z z ü k e l . 
7 . DEFINÍCIÓ: E g y M o o r e - f é l e a u t o m a t á t Moore-féle módon redukáltnak n e v e -
z ü n k a k k o r , h a t e t s z ő l e g e s k é t k ü l ö n b ö z ő á l l a p o t a e g y m á s s a l M o o r e - f é l e m ó d o n 
n e m e k v i v a l e n s . 
A Moore-féle módon való redukálásnak a m ű v e l e t e a r e d u k á l á s á l t a l á n o s m ű v e -
l e t é h e z h a s o n l ó a n v é g e z h e t ő e l . A k ü l ö n b s é g c s u p á n a b b a n á l l , h o g y a M o o r e - f é l e 
e k v i v a l e n c i a - o s z t á l y o k k é p z é s é n é l n e m a z 1 - o s z t á l y o k m e g s z e r k e s z t é s é v e l k e l l a 
d o l g o t k e z d e n i , h a n e m a O - o s z t á l y o k n a k a m e g s z e r k e s z t é s é v e l , a m i k o r e g y é s u g y a n -
a z o n O - o s z t á l y h o z t a r t o z i k a z a d o t t a u t o m a t á n a k a z ö s s z e s e g y f o r m á n m e g j e l ö l t 
á l l a p o t a . 
B e m u t a t j u k m é g a z a u t o m a t á k m e g a d á s á r a s z o l g á l ó e l j á r á s o k a t . A v é g e s a u t o -
m a t á k e s e t é b e n a Mealy-féle a u t o m a t á k a t t e l j e s e n m e g l e h e t a d n i a z á t m e n e t e k 
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é s k i m e n e t e k k é t b e m e n e t e l ű művelettáblázataival, a m e l y e k a z a u t o m a t a á t m e n e t i , 
i l l e t v e k i m e n e t i f ü g g v é n y é t í r j á k le . E z e k n e k a m ű v e l e t t á b l á z a t o k n a k a s o r a i a 
b e m e n ő j e l e k n e k , o s z l o p a i p e d i g a z a u t o m a t a á l l a p o t a i n a k f e l e l n e k m e g . 
A v é g e s . Moore-féle a u t o m a t á k á l t a l á b a n a z á t m e n e t e k ú g y n e v e z e t t megjelölt 
művelettábláival v a n n a k m e g a d v a , a h o l a t á b l a k ü l ö n b ö z ő o s z l o p a i t m e g j e l ö l ő á l l a -
p o t o k f ö l é í r j á k a z á l l a p o t o k n a k a j e l e i t i s . 8 
L é n y e g e s e n s z e m l é l e t e s e b b a z a z e l j á r á s , a m e l y l i n e á r i s , i r á n y í t o t t gráfok s e g í t -
s é g é v e l a d j a m e g a z a u t o m a t á k a t . J e l ö l j é k e z e n a g r á f o n k ö r ö k a z a u t o m a t a á l l a -
p o t a i t . H a a z a é s b á l l a p o t o k a b = ö(a, x) k a p c s o l a t b a n á l l a n a k , a k k o r a z a k ö r , 
a m e l y a g r á f o n a z a á l l a p o t n a k f e l e l m e g , l e g y e n ö s s z e k ö t v e a b á l l a p o t n a k m e g -
f e l e l ő k ö r r e l e g y o l y a n n y í l á l t a l , a m e l y e t .v b e t ű v e l j e l ö l ü n k . H a a z {a, x ) p á r n a k 
a z y—À{a, x) k i m e n ő j e l f e l e l m e g , a k k o r a Mealy-féle a u t o m a t á k e s e t é b e n a z a n y í l , 
a m e l y a z a k ö r t ő l h a l a d a b=ö(a, x) k ö r i r á n y á b a , e g y m á s i k b e t ű j e l e t is k a p : a z 
у k i m e n ő j e l n e k m e g f e l e l ő e n . A z á l l a p o t o k n a k e g y é s u g y a n a z o n ( r e n d e z e t t ) p á r j á t 
ö s s z e k ö t ő n y i l a k a t á l t a l á b a n e g y n y í l l a l h e l y e t t e s í t j ü k . 
E g y m á s i k j e l ö l é s i m ó d is h a s z n á l a t o s a Moore-féle a u t o m a t á k e s e t é b e n : a z 
a u t o m a t á n a k a z á l l a p o t a i t m e g j e l ö l ő k ö r ö c s k é k b e n e z e k n e k a z á l l a p o t o k n a k a m e g -
n e v e z é s e i v e l e g y i d e j ű l e g b e v a n n a k í r v a e z e k n e k a z á l l a p o t o k n a k a j e l - f ü g g v é n y e i 
is . A z 1. é s 2 . á b r á n k é t M o o r e - f é l e a u t o m a t á n a k a g r á f j a l á t h a t ó ( i t t a z a é s b b e t ű k 
á l l a p o t o k a t , a z x é s у b e t ű k b e m e n ő j e l e k e t , a z и é s v b e t ű k p e d i g k i m e n ő j e l e k e t 
j e l e n t e n e k ) . 
1. ábra 2. ábra 
K ö n n y ű i g a z o l n i , h o g y a z e z e k k e l a g r á f o k k a l m e g a d o t t a u t o m a t á k i z o m o r f o k , 
d e u g y a n a k k o r n e m Moore-féle m ó d o n i z o m o r f o k e g y m á s s a l . E z e k n é l a z a u t o m a t á k -
n á l a z á t m e n e t e k m e g j e l ö l t t á b l á z a t a i a k ö v e t k e z ő a l a k o t ö l t i k : 
u V V V 
a b a b 
X b b X b b 
У 
b 
ь у 
b b 
3. ábra 
A f e n t i a u t o m a t á k p é l d á j á n m e g g y ő z ő d h e t ü n k a r r ó l , h o g y a Moore-féle a u t o -
m a t á k ( a m e l y e k e t a Mealy-féle a u t o m a t á k s p e c i á l i s e s e t é n e k t e k i n t ü n k ) i z o m o r -
f i z m u s á n a k a f o g a l m a á l t a l á n o s a b b f o g a l o m , m i n t a Moore-féle i z o m o r f i z m u s a i n a k 
a f o g a l m a . 
8
 A fordí tó emlékeztet arra , hogy az ál lapot jele a fi (a) függvényt jelenti, ahol aí 5Í tetszőleges 
á l lapot . 
KZ. AUTOMATÁK ABSZTRAKT ELMÉLETE (i) 3 0 1 
2. §. A leképezések előállítása automatákban 
E b b e n é s a k ö v e t k e z ő p a r a g r a f u s o k b a n n a g y s z e r e p e t j á t s z a n a k a s z a b a d f é l -
c s o p o r t o k . T e g y ü k fe l , h o g y F($) é s T ( 3 ) ) s t b . e g y s é g e l e m e s s z a b a d f é l c s o p o r t o k a t 
j e l ö l n e k , a m e l y e k e t a z X , 3) , . . . s t b . á b é c é j ű s z a v a k h a l m a z á n a k t e k i n t ü n k . I t t n e m 
z á r j u k k i a v é g t e l e n á b é c é k e s e t é t s e m , a m e l y e k a z a d o t t e s e t b e n s z i n t é n a m e g f e l e l ő 
f é l c s o p o r t o k s z a b a d g e n e r á t o r r e n d s z e r é n e k a s z e r e p é t j á t s z á k . A z E(36) , T ( 3 ) ) , . . . 
s t b . f é l c s o p o r t o k a t 36, 3), . . . s t b . á b é c é j ű s z a b a d f é l c s o p o r t o k n a k f o g j u k n e v e z n i . 
A z t m o n d j u k , h o g y a z F(36) s z a b a d f é l c s o p o r t n a k a z E ( 3 ) ) s z a b a d f é l c s o p o r t b a 
v a l ó l e k é p e z é s e a z A a u t o m a t á b a n e l ő v a n á l l í t v a , h a a l e k é p e z é s t a z A a u t o m a t á n a k 
v a l a m e l y i k á l l a p o t a i n d u k á l j a . 9 A z a u t o m a t a v a l a m e l y á l l a p o t a á l t a l i n d u k á l t le -
k é p e z é s e k d e f i n í c i ó j á b ó l k ö z v e t l e n ü l k ö v e t k e z i k , h o g y a z F(36) s z a b a d f é l c s o p o r t -
n a k a z F ( 3 ) ) s z a b a d f é l c s o p o r t b a v a l ó b á r m e l y cp l e k é p e z é s e a u t o m a t á k b a n n e m 
á l l í t h a t ó e l ő . E b b ő l a d e f i n í c i ó b ó l u g y a n i s k é t s z ü k s é g e s f e l t é t e l is k ö v e t k e z i k , a m e l y e -
k e t a cp l e k é p e z é s n e k k i ke l l e l é g í t e n i e . 
1. FELTÉTEL: AZ F(26) szabad félcsoport tetszőleges olyan P szavának, amelyen 
a <p leképezés értelmezve van, (f ip) képe ugyanolyan hosszú, mint maga a p szó. 
2. FELTÉTEL : Az T(36) szabad félcsoport bármely két p és q szavára teljesül 
<p(pq) — (f (p)-r. aliol r = 4' (pq) az F(3)) szabad félcsoport egy szava. 
8 . DEFINÍCIÓ : A z F(36) s z a b a d f é l c s o p o r t n a k a z F ( 3 1 ) s z a b a d f é l c s o p o r t b a v a l ó 
cp l e k é p e z é s é t automata-leképezésnek n e v e z z ü k a k k o r , h a t e l j e s ü l n e k r á a z e l ő b b 
m e g f o g a l m a z o t t 1. é s 2 . f e l t é t e l e k . E z e k e t a f e l t é t e l e k e t a <p l e k é p e z é s automata-
feltételeinek n e v e z i k . A z F(26) f é l c s o p o r t o t a cp leképezés bemenő félcsoportjának, 
a z E ( 3 ) ) f é l c s o p o r t o t p e d i g a cp kimenő félcsoportjának n e v e z z ü k , a z 36 és 3) h a l m a z t 
p e d i g e n n e k a l e k é p e z é s n e k a bemenő, i l l e t ve kimenő ábécéjének. 
A z a u t o m a t a - l e k é p e z é s e k e t k ü l ö n f é l e e l n e v e z é s e k m e l l e t t ( r e t r o s p e k t í v s z e k -
v e n c i á l i s f ü g g v é n y e k , s z e k v e n c i á l i s o p e r á t o r o k s t b . ) s o k s z e r z ő v i z s g á l t a ( l á s d 
p l . [24] , [4], [12]) . 
M e g m u t a t h a t ó , h o g y a l e k é p e z é s f e n t e b b m e g f o g a l m a z o t t a u t o m a t a - f e l t é t e l e i 
n e m c s a k s z ü k s é g e s e k , h a n e m e l e g e n d ő e k is a h h o z , h o g y a l e k é p e z é s v a l a m e l y a u t o -
m a t á b a n e l ő á l l í t h a t ó l e g y e n . E n n e k a z á l l í t á s n a k a b i z o n y í t á s a l e g e g y s z e r ű b b e n a 
szabad automata f o g a l m á n a k a f e l h a s z n á l á s á v a l v é g e z h e t ő e l . E n n e k a f o g a l o m n a k 
a f o r r á s a i v i s s z a n y ú l n a k HUFFMAN m á r i d é z e t t [29] d o l g o z a t á h o z . A s z a b a d a u t o m a t a 
d e f i n í c i ó j á t e x p l i c i t f o r m á b a n J r . I. SZORKIN f o g a l m a z t a m e g [38] d o l g o z a t á b a n , 
a m e l y j e l e n l e g s a j t ó a l a t t v a n а „ П р о б л е м ы к и б е р п е т и к и " с . f o l y ó i r a t b a n . A z a l á b -
b i a k b a n m e g a d o t t d e f i n í c i ó c s a k a b b a n k ü l ö n b ö z i k SZORKIN d e f i n í c i ó j á t ó l , h o g y 
b e n n e n e m c s a k a z a u t o m a t a á t m e n e t i f ü g g v é n y e i r ő l , h a n e m a k i m e n e t i f ü g g v é n y e i -
r ő l is b e s z é l ü n k . 
9 . DEFINÍCIÓ: L e g y e n e k B, é s 3) t e t s z ő l e g e s n e m ü r e s h a l m a z o k , E(36) e g y s é g -
e l e m e s s z a b a d f é l c s o p o r t , a m e l y e t a z 36 h a l m a z g e n e r á l , 31 a z ö s s z e s b-p a l a k ú s z ó 
h a l m a z a , a h o l b£B, p£F(26). A z A(3Í, 36, f ) , <5, p) Moore-féle a u t o m a t á t szabad 
automatának n e v e z z ü k a k k o r , h a a z a u t o m a t a Ó(a, x) á t m e n e t i f ü g g v é n y e a ö(bp,x) = 
— bpx ö s s z e f ü g g é s á l t a l v a n é r t e l m e z v e t e t s z ő l e g e s a = bpf 31 é s t e t s z ő l e g e s x f 36 
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 Lásd a 2. definíciót. (A fordí tó megjegyzése.) 
. 3 0 2 V. M. GLLSKOV 
e l e m e k e s e t é b e n . A p ( a ) j e l - f ü g g v é n y t e t s z ő l e g e s l e h e t . А В h a l m a z t a z A a u t o m a t a 
szabad generátorai halmazának nevezzük. 
É r v é n y e s a k ö v e t k e z ő 
7. TÉTEL: KÖZÖS F ( f i ) bemenő félcsoporttal és közös £ ( 2 ) ) kimenő félcsoporttal 
rendelkező (pja £ M) automata-leképezéseknek tetszőleges halmazát elő lehet állítani 
egy olyan Moore-féle automatában, amelynél a szabad generátoroknak a halmaza 
kölcsönösen egyértelmű megfeleltetésbe hozható az összes cpx (a £ M) leképezés hal-
mazával. 
BIZONYÍTÁS: S z e r k e s s z ü k m e g a z T ( 9 ( , Ж, 2), <5, /<) Moore-féle a u t o m a t á t , a m e l y -
n é l a z á l l a p o t o k h a l m a z a a z ö s s z e s l e h e t s é g e s rp--p a l a k ú s z ó b ó l á l l , a h o l p t e t s z ő l e g e s 
s z ó a z F(DI) f é l c s o p o r t b ó l ( a z e ü r e s s z ó is e l ő f o r d u l h a t ) , m í g a 99- l e k é p e z é s s z i m -
b ó l u m á t e g y s z e r ű e n c s a k v a l a m i l y e n b e t ű n e k t e k i n t j ü k . A z A a u t o m a t a t e t s z ő l e g e s 
a = <p-p á l l a p o t á r a é s a z Ж b e m e n ő á b é c é n e k t e t s z ő l e g e s x b e t ű j é r e v o n a t k o z ó l a g a 
ő(a,x) á t m e n e t i f ü g g v é n y é r t é k é t a <5(rpap, x ) = <pxpx ö s s z e f ü g g é s s e l é r t e l m e z z ü k . 
A z a = <pxp á l l a p o t m e l l e t t a p(a) j e l - f ü g g v é n y é r t é k é t e g y e n l ő n e k v e s s z ü k a z £ ( 2 ) ) 
k i m e n ő f é l c s o p o r t <px(p) s z a v á n a k a z u t o l s ó b e t ű j é v e l a b b a n a z e s e t b e n , h a a p s z ó 
n e m ü r e s ; h a p e d i g a p s z ó ü r e s , a k k o r a z 2) k i m e n ő á b é c é t e t s z ő l e g e s b e t ű j é v e l . 
( I t t , a s z o k á s o s m ó d o n , (px(p) j e l e n t i a p s z ó k é p é t a ipx l e k é p e z é s m e l l e t t . ) 
L e g y e n q = x1-x2 ••• xk t e t s z ő l e g e s n e m ü r e s s z ó a z £ ( Ж ) b e m e n ő f é l c s o p o r t -
b ó l , r = yx-y2 ••• yk p e d i g e n n e k a s z ó n a k a k é p e a <px l e k é p e z é s m e l l e t t . A z A a u t o -
m a t a (px-e á l l a p o t a , a z e l v é g z e t t k o n s t r u k c i ó é r t e l m é b e n a q b e m e n ő s z ó h o z h o z z á -
r e n d e l i a <pxx1-(pxx1x2 ... (pxx1x2 ... xk á l l a p o t - s z ó t . 1 0 
A q s z ó h o z a cpx-e á l l a p o t b a n h o z z á r e n d e l t k i m e n ő s z ó n y i l v á n e l ő á l l í t h a t ó 
p((pxxx)/7(95^X2) ... p(<pxxix2 ... xk) a l a k b a n , m á s r é s z t p e d i g a p f ü g g v é n y d e f i -
n í c i ó j a m i a t t yí-yfi... y'k a l a k b a n i s , a h o l y[ аср
х
(х
х
'х2 . . . x ; ) ( / = 1 , . . . , k) s z ó u t o l s ó 
b e t ű j e . A q>x l e k é p e z é s r e v o n a t k o z ó m á s o d i k a u t o m a t a - f e l t é t e l a l a p j á n v i s z o n t 
9 4 ( x i •x2 ••• xi) = У1У2 ••• У , a h o n n a n y(-y2 ... y'k = yxy2 ... yk. 
I l y e n m ó d o n a z A a u t o m a t a q>x-e á l l a p o t ú e g y t e t s z ő l e g e s p b e m e n ő s z ó h o z 
e n n e k a s z ó n a k a 9ix l e k é p e z é s m e l l e t t v e t t k é p é t r e n d e l i h o z z á . E z z e l b e b i z o n y í t o t -
t u k , h o g y a z a u t o m a t á b a n a z ö s s z e s cpx ( a £ A / ) l e k é p e z é s e l ő v a n á l l í t v a , a m i t b i -
z o n y í t a n i k e l l e t t . 
A s z a b a d a u t o m a t á k b a n e l ő á l l í t o t t a u t o m a t a - l e k é p e z é s e k n e m m i n d i g g a z d a -
s á g o s a k a h a s z n á l t á l l a p o t o k s z á m á n a k a s z e m p o n t j á b ó l : e z a s z á m m i n d i g v é g -
t e l e n n e k b i z o n y u l , m é g o l y a n k o r is , a m i k o r a z a d o t t l e k é p e z é s e k v é g e s a u t o m a t á k -
b a n is e l ő á l l í t h a t ó k v o l n á n a k . A n n a k a z é r d e k é b e n , h o g y c s ö k k e n t s ü k a z a d o t t 
l e k é p e z é s e k e l ő á l l í t á s á h o z s z ü k s é g e s a u t o m a t a - á l l a p o t o k s z á m á t , figyelemre m é l t ó 
a z a u t o m a t a - l e k é p e z é s e k t a n u l m á n y o z á s á n a k RANEY [24] á l t a l i n d í t v á n y o z o t t 
m ó d s z e r e . 
V i z s g á l j u k m e g e z t a m ó d s z e r t c s u p á n e g y e t l e n 90 a u t o m a t a - l e k é p e z é s e l ő á l l í -
t á s á n a k a z e s e t é r e . J e l ö l j e £ ( Ж ) a 99 l e k é p e z é s b e m e n ő ( s z a b a d ) f é l c s o p o r t j á t , £ ( 2 ) ) 
p e d i g a k i m e n ő s z a b a d f é l c s o p o r t j á t . A z £ ( Ж ) f é l c s o p o r t b ó l v e t t t e t s z ő l e g e s p s z ó h o z 
m e g s z e r k e s z t j ü k a 9op : Е(Ж) — £(2)) l e k é p e z é s t , a m e l y n é l q>p(q) é r t é k é t t e t s z ő l e g e s 
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 A szerző nem definiálta valamely a á l lapot által egy q bemenő szóhoz hozzárendel t á l lapot-
szónak, illetve k imenő szónak a fogalmát , de nyilván a q bemenő szónak az a á l l apotban megfelelő 
ál lapot-szót , illetve k imenő szót érti ra j ta , amely az F(X), ill. F(%)) fé lcsopor toknak egy-egy 
eleme. (A fordí tó megjegyzése.) 
KZ. AUTOMATÁK ABSZTRAKT ELMÉLETE (i) 3 0 3 
q b e m e n ő s z ó r a v o n a t k o z ó l a g a k ö v e t k e z ő k é p p e n h a t á r o z z u k m e g . M i n t h o g y 99 
a u t o m a t a - l e k é p e z é s , e z é r t p(pq) = <p(p)-r, a h o l r v a l a m i l y e n k i m e n ő s z ó , a m e l y -
n e k a h o s s z a e g y e n l ő a q s z ó h o s s z á v a l . E k k o r l e g y e n cpp(q)=r. K ö n n y e n b e l á t h a t ó , 
h o g y a z i l y e n m ó d o n k a p o t t ö s s z e s cpp l e k é p e z é s a u t o m a t a - l e k é p e z é s l e s z . A k a p o t t 
ö s s z e s (pp l e k é p e z é s t ( b e l e s z á m í t v a m a g á t a 99 l e k é p e z é s t is , a m e l y e t a z e ü r e s s z ó v a l 
v e t t 99e l e k é p e z é s k é n t l e h e t t e k i n t e n i ) , RANEY j a v a s l a t á r a A <p leképezés állapotainak 
nevezzük. 
F e l h a s z n á l v a e z t a b e v e z e t e t t f o g a l m a t , b e b i z o n y í t h a t ó a k ö v e t k e z ő á l l í t á s . 
8. TÉTEL: Tetszőleges 99 automata-leképezés előállítható egy olyan Mealy-féle 
automatában, amelynek az állapot-halmaza egybeesik a cp leképezés állapot-halmazával. 
BIZONYÍTÁS: J e l ö l j e 31 a cp l e k é p e z é s ö s s z e s cpp á l l a p o t á n a k a h a l m a z á t , a h o l 
p t e t s z ő l e g e s s z ó a 99 l e k é p e z é s F(X) b e m e n ő f é l c s o p o r t j á b a n . F ( 2 ) ) - n a l j e l ö l v e a 
99 l e k é p e z é s k i m e n ő f é l c s o p o r t j á t , m e g s z e r k e s z t j ü k a z A (31, X, 3) , ô, À) Mealy-féle 
a u t o m a t á t . E n n e k a z a u t o m a t á n a k a z á t m e n e t i f ü g g v é n y é t a ô(cpp, x) = <ppx k a p -
c s o l a t t a l d e f i n i á l j u k , m í g a k i m e n e t i f ü g g v é n y t a k(cpp, x) =<pp(x) ö s s z e f ü g g é s s e l , 
a h o l x a z X b e m e n ő á b é c é n e k t e t s z ő l e g e s b e t ű j e . 
M e g m u t a t j u k , h o g y a p = pe á l l a p o t á l t a l l é t e s í t e t t l e k é p e z é s ( a h o l e az ü r e s 
s z ó ) e g y b e e s i k a t é t e l b e n s z e r e p l ő 99 l e k é p e z é s s e l . L e g y e n u g y a n i s p = xxx2 ... xk 
t e t s z ő l e g e s b e m e n ő s z ó . A z A a u t o m a t a cpe á l l a p o t a a p s z ó h o z a pxppxi.x2 ••• 
<PxiX2...Xk á l l a p o t - s z ó t r e n d e l i h o z z á . H a m á r m o s t yky2 . . . yk j e l ö l i a 99 l e k é p e z é s n é l 
a p s z ó 9 9 ( p ) k é p é t , a k k o r a l e k é p e z é s á l l a p o t a i n a k a d e f i n í c i ó j a a l a p j á n a z t f o g j u k 
k a p n i , h o g y cpe(xxx2 ... xk)=y1y2 ... yk, pXl(x2x3... xk)=y2y3 ... yk) <pXlX2,_. Xk-x 
(xk)=yk. 
A pe á l l a p o t a p s z ó h o z a q = k(cpe, x1)-k(pXl, x 2 ) . . . k(cpXíX2 ••• Xk_,,xk) k i -
m e n ő s z ó t r e n d b e l i h o z z á . T e k i n t e t t e l а Я ( a , x ) f ü g g v é n y d e f i n í c i ó j á r a , v a l a m i n t 
a r r a , h o g y pe, <pXl, pXlX2.._Xk.1 a u t o m a t a - l e k é p e z é s e k , a z t k a p j u k , h o g y q=yxy2 ••Ук• 
Ez ар s z ó t e t s z ő l e g e s m e g v á l a s z t á s a m i a t t a z t j e l e n t i , h o g y a z A a u t o m a t a cpe á l l a p o t a 
á l t a l i n d u k á l t l e k é p e z é s e g y b e e s i k a 99 l e k é p e z é s s e l , a m e l y i l y e n m ó d o n a z A a u t o -
m a t á b a n e l ő á l l í t o t t n a k b i z o n y u l t . E z z e l a t é t e l t t e l j e s e n b e b i z o n y í t o t t u k . 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y b á r RANEY [24] d o l g o z a t á b a n m e g t a l á l h a t ó m i n d a z , a m i 
a 8 . t é t e l b e b i z o n y í t á s á h o z s z ü k s é g e s , ő m é g s e m b i z o n y í t j a b e a t é t e l t , s ő t a z t m é g 
c s a k k i s e m m o n d j a . E g y é b k é n t g y a k o r l a t i v o n a t k o z á s b a n a 8 . t é t e l m i n d a d d i g 
n e m b i z o n y u l n a g y o n é r t é k e s n e k , a m í g n e m á l l n a k r e n d e l k e z é s r e e l é g h a t é k o n y m ó d -
s z e r e k e g y a d o t t a u t o m a t a - l e k é p e z é s á l l a p o t a i n a k m e g t a l á l á s á r a . ( E f e l a d a t m e g -
o l d á s á n a k e g y e s k ö z v e t e t t m ó d s z e r e i t a k ö v e t k e z ő p a r a g r a f u s b a n f o g j u k k i f e j e z n i . ) 
E l m é l e t i l e g a z o n b a n a 8 . t é t e l k é t s é g t e l e n ü l é r d e k e s n e k t e k i n t h e t ő , m i n t h o g y a b e n n e 
m e g m u t a t o t t m ó d s z e r r e l m e g v a l ó s í t h a t ó a z a u t o m a t a - l e k é p e z é s n e k minimális s z á m i t 
á l l a p o t t a l r e n d e l k e z ő a u t o m a t á b a n v a l ó e l ő á l l í t á s a . É r v é n y e s u g y a n i s a k ö v e t k e z ő 
á l l í t á s : 
t 
9. TÉTEL: Egy tetszőleges olyan automata állapot-halmazának a számossága, 
amelyben egy adott 99 automata-leképezést elő lehet állítani, legalább akkora, mint 
annak a halmaznak a számossága, amelyet a cp leképezés állapotai alkotnak. 
BIZONYÍTÁS: T e k i n t s ü n k e g y t e t s z ő l e g e s o l y a n A a u t o m a t á t , a m e l y b e n a 99 l e -
k é p e z é s t a z A - n a k v a l a m i l y e n á l l a p o t a i n d u k á l j a . A z A a u t o m a t a t e t s z ő l e g e s p b e -
m e n ő s z a v á r a n é z v e ( a m e l y e g y i d e j ű l e g a 99 l e k é p e z é s n e k is a b e m e n ő s z a v a ) j e l ö l j ü k 
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flp-vel a n n a k a z á l l a p o t - s z ó n a k a z u t o l s ó á l l a p o t á t , a m e l y e t a z a á l l a p o t a p b e m e n ő ' 
s z ó h o z h o z z á r e n d e l . 1 1 A z ap á l l a p o t á l t a l i n d u k á l t pp l e k é p e z é s t , m i n t e z k ö n n y e n 
b e l á t h a t ó , a k ö v e t k e z ő ö s s z e f ü g g é s d e f i n i á l j a : t e t s z ő l e g e s q b e m e n ő s z ó r a n é z v e 
e n n e k a s z ó n a k a pp{q) k é p e e g y b e e s i k a p(pq) = p(p)-r k i f e j e z é s b e n l e v ő s z ó v a l . 
I l y e n m ó d o n a z o n b a n a p l e k é p e z é s összes á l l a p o t á t is d e f i n i á l t u k . K ö v e t k e z é s k é p p e n 
a z A a u t o m a t a ap á l l a p o t a i h o z a z á l t a l u k l é t e s í t e t t pp l e k é p e z é s e k e t h o z z á r e n d e l v e 
m e g v a l ó s í t j u k a z a u t o m a t a á l l a p o t - h a l m a z a e g y r é s z é n e k egyértelmű l e k é p e z é s é t a 
p l e k é p e z é s á l l a p o t a i n a k a h a l m a z á r a . E b b ő l k ö z v e t l e n ü l k ö v e t k e z i k a 9 . t é t e l é r -
v é n y e s s é g e . 
M i k é n t f e n t e b b m á r m e g j e g y e z t ü k , a z F ( X ) s z a b a d f é l c s o p o r t n a k a z F ( s f l ) 
s z a b a d f é l c s o p o r t b a v a l ó n e m m i n d e n l e k é p e z é s e a u t o m a t a - l e k é p e z é s . L é t e z i k a z o n -
b a n o l y a n e l j á r á s ( v ö . [12]) , a m e l y n e k a s e g í t s é g é v e l s z e r k e s z t e n i l e h e t o l y a n ú j 
F l e k é p e z é s t , a m e l y a u t o m a t a - l e k é p e z é s l e sz , é s a m e l y n e k m e g a d á s a l e h e t ő v é t e s z i 
a z t , h o g y b e l ő l e a z e r e d e t i p l e k é p e z é s t e g y é r t e l m ű e n m e g s z e r k e s z t h e s s ü k . 
E z a m ó d s z e r a z o n a l a p u l , h o g y a z X é s 2) g e n e r á t o r e l e m - h a l m a z t e g y - e g y ú j 
e l e m m e l e g é s z í t j ü k k i , a m e l y e k e t ü r e s b e t ű k n e k f o g u n k n e v e z n i é s a - v a l , i l l e t v e /?-val 
j e l ö l ü n k . A k e r e s e t t F l e k é p e z é s t e z e k u t á n a k ö v e t k e z ő k é p p e n s z e r k e s z t h e t j ü k m e g : 
h a p t e t s z ő l e g e s s z ó F ( X ) - b ó ' l , q p e d i g a p s z ó k é p e a p l e k é p e z é s n é l , a k k o r a F le-
k é p e z é s t e l s ő n e k a px=poex ... a a h s z a v a k o n d e f i n i á l j u k , a h o l a j o b b r ó l m e l l é -
í r t a ü r e s b e t ű k s z á m a é p p e n e g y e n l ő a q s z ó h o s s z á v a l . E n n e k a px s z ó n a k a F le-
k é p e z é s n é l v a l ó qx — yP{px) k é p e a qx =ßß ... ßq s z ó l e sz , a h o l a b a l r ó l m e l l é í r t ß 
ü r e s b e t ű k s z á m a a p s z ó h o s s z á v a l e g y e n l ő . 
M i u t á n а F l e k é p e z é s t a z ö s s z e s , f e n t i e k b e n m e g j e l ö l t a l a k ú s z ó r a d e f i n i á l t u k , 
é r t e l m e z t ü k а F l e k é p e z é s t e z e k n e k a s z a v a k n a k a k e z d ő s z a k a s z a i r a v o n a t k o z ó a n 
i s . ( A z l x s z ó t a z / s z ó k e z d ő s z a k a s z á n a k n e v e z z ü k a k k o r , h a l é t e z i k o l y a n l 2 s z ó , 
a m e l y r e / = / , - / 2 ) . E b b ő l a c é l b ó l h o z z á r e n d e l j ü k a px s z ó n a k m i n d e n p2 k e z d ő 
s z a k a s z á h o z a qx = V { p x ) s z ó n a k a z t a k e z d ő s z a k a s z á t , a m e l y n e k a h o s s z a e g y e n l ő 
a p2 s z ó n a k a h o s s z á v a l . E n n é l a h o z z á r e n d e l é s n é l n e m j u t u n k t ö b b é r t e l m ű s é g h e z . 
H a u g y a n i s a p2 s z ó l e g a l á b b e g y ü r e s b e t ű t t a r t a l m a z , a k k o r e z c s a k e g y e t l e n px 
s z ó b a n f o r d u l h a t e l ő . 1 2 H a p e d i g a p2 s z ó e g y e t l e n ü r e s b e t ű t s e m t a r t a l m a z , a k k o r 
а F l e k é p e z é s d e f i n í c i ó j a k ö v e t k e z t é b e n o l y a n s z ó t k a p u n k F ( / > 2 ) s z ó g y a n á n t , a m e l y 
k i z á r ó l a g ü r e s b e t ű k e t t a r t a l m a z f ü g g e t l e n ü l a t t ó l , h o g y a p2 s z ó a px s z ó b a n v a g y 
p e d i g b á r m e l y m á s s z ó b a n e l ő f o r d u l - e k e z d ő s z a k a s z k é n t . 
H a a f l e k é p e z é s é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y á b a a z e ü r e s s z ó t ( a m e l y e g y e t l e n 
b e t ű t s e m t a r t a l m a z , m é g ü r e s b e t ű t s e m ) u g y a n c s a k b e l e v e s s z ü k ( а 4 ' ( e ) = e m e g -
á l l a p o d á s m e l l e t t ) , a k k o r m i n d e n o l y a n / s z ó t , a m e l y a z X á b é c é b e t ű i b ő l é s a z a 
b e t ű b ő l á l l , e l ő t u d u n k á l l í t a n i / = lx-rx a l a k b a n , a h o l / , a z a m a x i m á l i s h o s s z ú s á g ú 
s z ó , a m e l y e n а F l e k é p e z é s m á r d e f i n i á l v a v a n . L e g y e n e k k o r F ( / ) = V(lx)-ßß ... ß 
a h o l a j o b b r ó l m e l l é í r t ß ü r e s b e t ű k s z á m a e g y e n l ő a z rx s z ó h o s s z á v a l , í gy n y i l v á n -
v a l ó a n o l y a n a u t o m a t a - l e k é p e z é s t k a p u n k , a m e l y a z F ( X ' ) s z a b a d f é l c s o p o r t o t a z 
F ( 2 ) ' ) s z a b a d f é l c s o p o r t b a k é p e z i le . I t t X ' - v e l a z a ü r e s b e t ű v e l k i e g é s z í t e t t X s z a b a d 
11
 Itt a nyilvánvalóan az az ál lapot , amely a <f leképezést az A au toma tában indukálja . (A for-
dí tó megjegyzése.) 
12
 P o n t o s a b b megfogalmazásban arról van szó, hogy a pz szó az említett esetben csak egyet-
len p , szónak lehet a kezdő szakasza. Álljon az A ábécé speciálisan csak az x betűből , ekkor a 
p 1 — xaa; p\ = xxaa és pi = x a szavak figyelembevétele muta t j a az eredeti fogalmazás ponta t lan-
ságát . (A fordí tó megjegyzése.) 
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generátor-halmazt jelöljük (amely az F(36') félcsoport ábécéje). A szabad generáto-
rok 2)' halmaza hasonló módon a ß üres betűvel kiegészített 3) halmazból áll (ez az 
FC?)') félcsoport ábécéje). 
Könnyen belátható, hogy a V leképezésből a 99 leképezés természetes módon 
visszaállítható. Ha ugyanis p tetszőleges szó az X ábécében, akkor jobbról mellé-
írva elegendő mennyiségű a üres betűt, nyilván olyan px szóhoz jutunk, amelynek 
a képe a f leképezés mellett a ß üres betűvel fejeződik be. Kitörülve a j) szó-
ban az összes üres betűt, átváltoztattuk azt egy olyan q szóvá, amely a F leképezés 
definíciója alapján a p szónak a 99 leképezés mellett vett képe lesz: 
9o(p)=q. 
Ilyen módon eljutunk a következő eredményhez. 
1 0 . T É T E L : Ha cp az X ábécéjű szabad félcsoport tetszőleges leképezése az Ï) 
ábécéjü szabad félcsoportba, akkor létezik az X U (a) ábécéjű szabad /élcsoportnak 
az ?) U iß) ábécéjü szabad félcsoportba való olyan F automata-leképezése, hogy ennek 
a megadása egyértelműen meghatározza az eredeti 99 leképezést. Itt a és ß olyan ele-
mek, amelyek nincsenek benne az X és 2) halmazokban. 
A 95 leképezésre vonatkozó F leképezés megszerkesztésének fentebb leírt mód-
szere, amelyet a szavak standard „hosszúság-kiegyenlítési" módszerének nevezünk, 
nem mindig mutatkozik gazdaságos módszernek arra vonatkozólag, hogy egy 99 
leképezést átalakítsunk automata-leképezéssé. Ahhoz, hogy erről meggyőződjünk, 
elegendő azt az esetet tekinteni, amikor a 99 leképezés maga is automata-leképezés. 
Ezért a gyakorlatban rendszerint egyenként szoktuk az üres betűket a szavakhoz 
egymás után hozzáírni (jobbról a bemenő, balról a kimenő szavakhoz), miközben 
minden esetben ellenőrizzük az automata-feltételek teljesülését. A 10. tétel bizonyí-
tása biztosítékot ad arra nézve, hogy ennek az eljárásnak az eredményeképpen előbb 
vagy utóbb automata-leképezéshez jutunk. 
Megemlítjük még, hogy a gyakorlatban bizonyos esetekben (pl. olyankor, 
amikor az eredeti leképezés nincs az összes szóra definiálva) lehetségesnek mutat-
kozik az, hogy az a és ß üres betűk gyanánt az eredeti X és T) halmazok betűit hasz-
náljuk. 
A 10. tétel jelentősége abban áll, hogy megjelöli azt az utat, amely a tetszőleges 
leképezések elméletéből az automata-leképezések elméletéhez vezet, és speciálisan 
a tetszőleges algoritmusok elméletétől az automatákkal megvalósítható algorit-
musok elméletéhez, ez utóbbiakat természetes módon automata-algoritmusoknak 
nevezhetjük. Ebben az irányban sok érdekes probléma merül fel, speciálisan olyan 
hatékony módszerek felkutatásának a problémája, amelyek lehetővé teszik annak 
eldöntését, hogy valamely konkrétan megadott (például normális) algoritmus auto-
mata-algoritmus-e, vagy nem. 
Az algoritmusok elméletének az automata-algoritmusok elmélete alapján való 
felépítése azzal kapcsolatban látszik érdekesnek, hogy egy automata-algoritmus 
meghatározható egy olyan szabad félcsoport véges felosztásának a megadása által, 
amelynek az ábécéje egybeesik az adott algoritmus ábécéjével. 
Mi most azzal az általános problémával fogunk foglalkozni, hogy tetszőleges 
automata-leképezések hogyan állíthatók elő szabad félcsoportok felosztásainak 
a megadása segítségével. 
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Legyen 99 tetszőleges olyan automata-leképezés, amely az 36 ábécéjű E(36) sza-
bad félcsoportot leképezi az 3) ábécéjű E(3)) szabad félcsoportba. Jelöljük őj.-nal 
az E(36) félcsoport összes olyan p szavának a halmazát, amelyeknek a képei a 99 
leképezésnél az y betűvel végződnek (itt y az 3) halmaz tetszőleges eleme). Ha az 
Sy halmazok közül némelyek üresek, akkor a második automata-feltétel alapján 
a megfelelő y betű egyetlen olyan szóban sem fordulhat elő, amely a 99 leképezésnél 
képként szerepel. így az ilyen betűt ki lehet zárni az E(3)) félcsoport generátorai 
közül. Elvégezve szükség esetén az összes ilyen kizárásokat, az általánosság korlá-
tozása nélkül fel lehet tenni, hogy az összes Sy halmaz már nem üres. 
Világos, hogy az Sy halmazok egymástól páronként idegenek, (egymást nem 
metszik) és egyesítésük egybeesik az egész félcsoporttal (leszámítva az e üres szót).. 
A 99 leképezés megadása egyértelműen meghatározza az Sy (y Ç 3)) részhalmazok 
rendszerét. Érvényes azonban a megfordított állítás is, éspedig nem nehéz belátni 
azt, hogy az Sy (y € 3)) részhalmazok rendszerének megadása egyértelműen meg-
határozza az eredeti leképezést. 
Legyen ugyanis p = xx-x2 ... xk a 90 leképezés E(36) bemenő félcsoportjának 
tetszőleges szava. Tegyük fel azt, hogy az х
к
-х2 ... x[ szó az Sy. halmazhoz tartozik 
( / = 1 , 2 , . . . ,k) . A második automata-feltétel és az Sy halmazok definíciója alapján 
megállapíthatjuk, hogy az xx-x2 ... xk szó képe a 99 leképezésnél az yt-y2 ... yk szó 
lesz. Mindezt kizárólag az Sy (y 6 S) halmazok rendszerének a segítségével állapí-
tottuk meg, anélkül, hogy a 90 leképezést felhasználtuk volna. Világos, hogy abban 
az esetben, amikor az Sy halmazoknak az indexei nincsenek explicit módon meg-
adva, az Sy 0>£3)) halmazok rendszere a 99 leképezést a kimenő ábécé betűinek a 
jelölésétől eltekintve határozza meg. 
Bevezethető az alábbi definíció. 
10. DEFINÍCIÓ: Az 36 ábécéjű JF(36) szabad félcsoport elemeinek tetszőleges 
halmazát 36 ábécéjű eseménynek nevezzük (itt 36 nem felétlenül véges). Az 36 ábécéjű 
események automata-rendszerének nevezzük az ilyen ábécéjű, egymást nem metsző 
olyan eseményeknek a rendszerét, amelyeknek a halmazelméleti egyesítése egybe-
esik az egész F(36) félcsoporttal, az üres szótól eltekintve. Az 36 ábécéjű események 
M rendszerét az F(36) bemenő félcsoportú és F(3)) kimenő félcsoportú 99 automata-
leképezés eseményei kanonikus rendszerének nevezzük akkor, ha az M rendszernek 
egy tetszőleges В eseménye az F(36) félcsoportnak azokból és csak azokból a sza-
vaiból áll, amelyeknek a képei a 99 leképezésnél az 3) ábécének egy és ugyanazon,, 
éspedig az S esemény által meghatározott betűjére végződnek. 
A fentebb elvégzett meggondolások alapján megfogalmazhatjuk a következei 
állítást. 
11. TÉTEL: AZ Fiji) kimenő (szabad) félcsoportú 99 automata-leképezés esemé-
nyeinek minden kanonikus rendszere egyszersmind 36 ábécéjű események egy auto-
mata-rendszerének tekinthető. Megfordítva, az 36 ábécéjű eseményeknek bármely 
M automata-rendszerét úgy lehet tekinteni, mint valamilyen Fiji) bemenő félcsoportú 
cp automata-leképezés eseményeinek a kanonikus rendszerét. Ennek során az M rend-
szer által a 99 leképezés egyértelműen meg van határozva, eltekintve a cp leképezést 
kimenő (szabad) félcsoportját generáló ábécé betűinek a jelölésétől. 
A l i . tétel az automata-leképezések tanulmányózását az események automata-
rendszerének a tanulmányozására redukálja. Speciálisan, a leképezések automaták-
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b a n v a l ó e l ő á l l í t á s á n a k a f e l a d a t a t e r m é s z e t e s m ó d o n r e d u k á l ó d i k a z e s e m é n y e k 
a u t o m a t á k b a n v a l ó e l ő á l l í t á s á n a k f e l a d a t á r a , a m e l y a k ö v e t k e z ő d e f i n í c i ó n a l a p s z i k . 
11. DEFINÍCIÓ : Azt mondjuk, hogy az X ábécéjü S esemény elő van állítva a: y 
kimenőjel (betű) által az A iniciális automatában, h a a z A a u t o m a t a b e m e n ő á b é c é j e 
e g y b e e s i k a z X á b é c é v e l , a z 5 h a l m a z p e d i g a z o k b ó l é s c s a k a z o k b ó l a z X á b é c é j ü 
s z a v a k b ó l á l l , a m e l y e k a z A a u t o m a t á b a n i n d u k á l t v a l a m e l y l e k é p e z é s á l t a l y b e t ű r e 
v é g z ő d ő k i m e n ő s z a v a k r a k é p z ő d n e k l e . A z t m o n d j u k t o v á b b á , h o g y a z e s e m é n y e k -
n e k a z M a u t o m a t a - r e n d s z e r e a z A i n i c i á l i s a u t o m a t á b a n e l ő v a n á l l í t v a , h a a r e n d -
s z e r n e k b á r m e l y e s e m é n y e a z A a u t o m a t á n a k v a l a m e l y k i m e n ő j e l e á l t a l e l ő v a n 
á l l í t v a . 
A z e s e m é n y e k a u t o m a t á k b a n v a l ó e l ő á l l í t á s á n a k p r o b l é m á j a e l ő s z ö r S . C . 
KLEENE [14] d o l g o z a t á b a n v e t ő d ö t t f e l , é s p e d i g s p e c i á l i s t í p u s ú v é g e s a u t o m a t á k r a 
( , , n e u r o n - r e n d s z e r e k " - r e ) a l k a l m a z v a . A b s z t r a k t a b b f o r m á b a n v i z s g á l t a J u . T . 
MEDVEGYEV a [17] d o l g o z a t á b a n a z e s e m é n y e k a u t o m a t á k b a n v a l ó e l ő á l l í t á s á t . 
A z e s e m é n y e k n e k k i m e n ő j e l e k s e g í t s é g é v e l v a l ó e l ő á l l í t á s á t s z e r z ő [12] d o l g o z a t -
b a n v e z e t t e b e . 
A 11. t é t e l s z e r i n t a z e s e m é n y e k b á r m e l y M a u t o m a t a - r e n d s z e r é t ú g y l e h e t 
t e k i n t e n i , m i n t v a l a m i l y e n 99 a u t o m a t a - l e k é p e z é s e s e m é n y e i n e k k a n o n i k u s r e n d -
s z e r é t . A 99 l e k é p e z é s t v a l a m i l y e n i n i c i á l i s a u t o m a t á n a k a k e z d ő á l l a p o t á v a l e l ő -
á l l í t v a , e g y s z e r s m i n d e l ő á l l í t o t t u k ( a 10. és 11 . d e f i n í c i ó a l a p j á n ) a z e s e m é n y e k n e k 
a z M r e n d s z e r é t i s e b b e n a z a u t o m a t á b a n . 
B á r m e l y , X á b é c é j ü S e s e m é n y t b e l e h e t á g y a z n i u g y a n o l y a n á b é c é j ü e s e m é n y e k -
n e k a z M a u t o m a t a - r e n d s z e r é b e . I l y e n r e n d s z e r g y a n á n t l e h e t v á l a s z t a n i p é l d á u l 
a z t a r e n d s z e r t , a m e l y S e s e m é n y e n k í v ü l m é g a z X á b é c é j ü , ö s s z e s o l y a n n e m ü r e s 
s z ó b ó l á l l ó R e s e m é n y t t a r t a l m a z z a , a m e l y e k n i n c s e n e k b e n n e a z 5 e s e m é n y b e n . 
( H a a z 5 e s e m é n y ü r e s , a k k o r m á r e g y m a g á b a n a u t o m a t a - r e n d s z e r t a l k o t . ) E l ő -
á l l í t v a a z a u t o m a t á b a n a z M r e n d s z e r t , e z z e l e n n e k a z a u t o m a t á n a k v a l a m e l y i k 
k i m e n ő j e l e á l t a l a z S e s e m é n y t i s e l ő á l l í t j u k . 
A z e l v é g z e t t m e g g o n d o l á s o k n a k a z a l a p j á n , é s f e l h a s z n á l v a a -7 . t é t e l t , m e g 
l e h e t f o g a l m a z n i a k ö v e t k e z ő e r e d m é n y t . 
12. TÉTEL: Tetszőleges eseményt elő lehet állítani valamilyen (általában végte-
len ) Moore-féle iniciális automatának valamelyik kimenő jelével. Eseményeknek tet-
szőleges automata-rendszerét elő lehet állítani Moore-féle iniciális automatában. 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y a 12 . t é t e l b i z o n y í t á s a k ö z b e n a 7 . t é t e l f e l h a s z n á l á s a k o r 
s z ü k s é g v a n a r r a , h o g y a 7 . t é t e l b e n t e k i n t e t t M o o r e - f é l e s z a b a d a u t o m a t á b ó l e g y 
a l k a l m a s i n i c i á l i s r é s z a u t o m a t á t v á l a s s z u n k k i . 
G y a k o r l a t i c é l o k r a k ü l ö n ö s e n é r d e k e s a z a f e l a d a t , h o g y e s e m é n y e k e t n e t e t -
s z ő l e g e s , h a n e m c s u p á n v é g e s a u t o m a t á k b a n á l l í t s u n k e l ő . E n n e k a f e l a d a t n a k a 
m e g o l d á s á r a v a n s z e n t e l v e a k ö v e t k e z ő p a r a g r a f u s . J e l e n p a r a g r a f u s b e f e j e z é s é ü l 
m e g e m l í t j ü k a f e n t e b b t e k i n t e t t s z a b a d a u t o m a t á n a k m é g e g y t u l a j d o n s á g á t , n e v e -
z e t e s e n a z t , h o g y k ö n n y e n b e l á t h a t ó ( e z t e l s ő n e k J u . I . SZORKIN v e t t e é s z r e é s b i z o -
n y í t o t t a b e ) , h o g y e g y s z a b a d a u t o m a t á n a k b á r m e l y r é s z a u t o m a t á j a m a g a i s s z a b a d 
a u t o m a t a l e s z . 
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* Akadémiai Kiadó, Budapest 1962. (253 oldal). 
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A MAGYAR TUDOMÁNYOS AKADÉMIA 
MATEMATIKAI ÉS FIZIKAI TUDOMÁNYOK OSZTÁLYA 
1963. ÉVI OSZTÁLYVEZETŐSÉGI BESZÁMOLÓJA* 
I. 
A z A k a d é m i a n a g y g y ű l é s i b e s z á m o l ó i n a k é s í g y a z o s z t á l y v e z e t ő s é g i b e s z á m o -
l ó n a k i s , a s z e r e p e k e t t ő s . E g y r é s z t v i s s z a p i l l a n t u n k a l e g u t ó b b i k ö z g y ű l é s ó t a e l t e l t 
i d ő s z a k r a é s m e g v i z s g á l j u k m u n k á n k e r e d m é n y é t , v a l a m i n t a z t , h o g y m i t m u l a s z t o t -
t u n k e l , v a g y m i t v é g e z t ü n k r o s s z u l , d e a j ö v ő b e i s n é z ü n k , h o g y m e g h a t á r o z z u k , 
m e l y e k a l e g s ü r g ő s e b b f e l a d a t a i n k s m e l y e k a z o k , a m e l y e k m e g o l d á s á r a c s a k k é s ő b b 
é r n e k m e g a f e l t é t e l e k . K ö t e l e s s é g ü n k e z t m e g t e n n i a n n á l i s i n k á b b , m e r t a z A k a -
d é m i a f e l a d a t a n e m c s a k a z á l t a l á n o s t u d o m á n y f e j l e s z t é s i p r o g r a m r á e s ő r é s z é n e k 
v é g r e h a j t á s a , h a n e m — l e g a l á b b u g y a n i l y e n j e l e n t ő s é g g e l — a p r o g r a m m e g s z a b á s a 
t e k i n t e t é b e n a k e z d e m é n y e z é s i s . 
A z O s z t á l y m ű k ö d é s i t e r ü l e t e t ö b b t u d o m á n y á g a t ö l e l f e l v a g y v a n v e l ü k k a p -
c s o l a t b a n . A k u t a t á s o k r é s z l e t e r e d m é n y e i , h a a z o k a t ö n m a g u k b a n n é z z ü k , c s a k a 
s z o r o s a n v e t t s z a k e m b e r e k e t é r d e k l i k . H a a z o n b a n e z e n e r e d m é n y e k e g y ü t t e s h a t á -
s á t t e k i n t j ü k , m e g á l l a p í t h a t j u k , h o g y e k u t a t á s o k k ö v e t k e z m é n y e i é s f e l h a s z n á l á -
s u k a z e g é s z t á r s a d a l m a t é r i n t i k . A k u t a t ó m u n k a t e h á t j e l e n t ő s k ö z ü g y . 
É r d e m e s m e g á l l n i e g y p i l l a n a t r a a n n á l a k é r d é s n é l , h o g y m a , a s z o c i a l i z m u s 
a l a p j a i n a k l e r a k á s a u t á n m i a s z e r e p e a t u d o m á n y o s k u t a t ó m u n k á n a k . N e m k e l l 
b i z o n y í t a n i , h o g y f e l a d a t a i n k a m ú l t h o z k é p e s t s z á m b a n é s j e l e n t ő s é g b e n i s m e g -
n ö v e k e d t e k . A s z o c i a l i z m u s b a n t o v á b b n ő n e k a z i g é n y e k a t e r m e l é s m e n n y i s é g e 
é s m i n ő s é g e t e k i n t e t é b e n , e z p e d i g m i n d a z a l a p k u t a t á s o k , m i n d a z a l k a l m a z o t t 
k u t a t á s o k t e r é n ú j f e l a d a t o k a t j e l e n t . M a a k u t a t ó m u n k á b a n ú j h e l y z e t e t t e r e m t a z 
a k ö r ü l m é n y , h o g y n e m c s a k a z i g é n y e k n ő t t e k m e g a z ú j t u d o m á n y o s e r e d m é n y e k , 
m i n t a t e r m e l é s e l ő b b r e v i v ő i i r á n t , h a n e m b ő v ü l n e k a t u d o m á n y o s k u t a t á s l e h e t ő -
s é g e i i s . N e m k e l l s z á m a d a t o k r a h i v a t k o z n i , m e r t k ö z t u d o m á s ú , h o g y a t u d o m á n y o s 
k u t a t á s o k r a s z á n t ö s s z e g á l l a n d ó a n n ö v e k s z i k . 
I l y e n h e l y z e t b e n é s i l y e n i g é n y e k e t s z e m e l ő t t t a r t v a k e l l t e h á t m e g í t é l n ü n k 
a z O s z t á l y é s a z i n t é z e t e k m ú l t é v i t e v é k e n y s é g é t é s e b b ő l k i i n d u l v a k e l l k i t ű z n ü n k 
t o v á b b i f e l a d a t a i n k a t . 
II. 
A z O s z t á l y v e z e t ő s é g i r á n y í t ó t e v é k e n y s é g e e l s ő s o r b a n a b i z o t t s á g o k o n k e r e s z -
t ü l é r v é n y e s ü l t . A z O s z t á l y a z e l m ú l t 2 — 3 é v a l a t t e l s ő s o r b a n a k u t a t á s o k k o n c e n t r á -
l á s á r a t ö r e k e d e t t a k u t a t ó m u n k a h a t é k o n y s á g á n a k f o k o z á s a é r d e k é b e n . I l y m ó d o n 
l e h e t ő v é v á l t , h o g y a z O s z t á l y v e z e t ő s é g k ö z v e t l e n ü l i s é r d e m b e n f o g l a l k o z h a t o t t 
n e m c s a k a z a k a d é m i a i i n t é z e t e k t é m á i v a l , h a n e m a c é l t á m o g a t o t t t é m á k k a l i s . 
* Felolvasta HAJÓS GYÖRGY akadémikus, osztálytitkár, az 1963. április 10-én tartott nyil-
vános osztályülésen. 
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A z O s z t á l y v e z e t ő s é g e g y - e g y t u d o m á n y t e r ü l e t e g é s z é n e k e l v i i r á n y í t á s a , m ó d -
s z e r t a n i b e f o l y á s a t e r é n a l e g j o b b e r e d m é n y e k e t a z e l m ú l t é v a l a t t a z z a l é r t e e l , 
h o g y a b i z o t t s á g o k e l e m z ő m u n k á j á r a t á m a s z k o d v a m e g v i z s g á l t a e g y - e g y t u d o m á n y -
á g h e l y z e t é t . í g y k e r ü l t s o r a fizika, a k i b e r n e t i k a , a c s i l l a g á s z a t é s a m a t e m a t i k a 
t e r ü l e t é n e g y e s t u d o m á n y á g a k h e l y z e t é n e k m e g t á r g y a l á s á r a , e t u d o m á n y á g a k l e g -
f o n t o s a b b f e l a d a t a i n a k k i j e l ö l é s é r e . 
Az intézetek tudományos munkájának k ö z v e t l e n i r á n y í t á s á b a n a l e g h a s z n o s a b b -
n a k a z i n t é z e t e k á l t a l k é s z í t e t t é v e s m u n k á r ó l s z ó l ó b e s z á m o l ó k é s a z é v e s k u t a t á s i 
t e r v e k m e g v i t a t á s a b i z o n y u l t . A n n a k é r d e k é b e n , h o g y a z O s z t á l y v e z e t ő s é g k o n k r é -
t a b b s e g í t s é g e t t u d j o n n y ú j t a n i a z i n t é z e t e k n e k , h o g y a b e s z á m o l ó k é s a z é v e s k u t a -
t á s i t e r v e k t á r g y a l á s a s o r á n m e g f e l e l ő h a t á r o z a t o k s z ü l e s s e n e k , a z O s z t á l y v e z e t ő s é g 
a z E l n ö k s é g á l t a l k ö r v o n a l a z o t t á l t a l á n o s s z e m p o n t o k s z e l l e m é b e n a b e s z á m o l ó 
j e l e n t é s e k e t é s é v e s t e r v e k e t ú g y k é s z í t e t t e e l , h o g y a z o k v i l á g o s a n é r z é k e l t e s s é k 
e g y - e g y i n t é z e t m u n k á j á n a k f e j l ő d é s é t , t e v é k e n y s é g é b e n j e l e n t k e z ő h i á n y o s s á g o k a t , 
a t u d o m á n y o s m u n k a f ő i r á n y a i t . E n n e k a l a p j á n a b i z o t t s á g o k é s a z O s z t á l y v e z e t ő -
s é g k í s é r l e t e t t e t t e k a t e r v t e l j e s í t é s f o k á n a k m é r é s é r e , a z i n t é z e t e k b e n f o l y ó k u t a t ó -
m u n k a t e r v s z e r ű s é g é n e k m é r l e g e l é s é r e , a z i n t é z e t e k k u t a t ó k a p a c i t á s a k i h a s z n á l á -
s á n a k m é r é s é r e , a t e r v h e z k é p e s t t a p a s z t a l t l e m a r a d á s o k a i n a k a l a p o s a b b m e g -
v i z s g á l á s á r a , e g y e s k á d e r p r o b l é m á k f e l t á r á s á r a . V i z s g á l a t t á r g y á v á t e t t é k , h o g y a n 
t ö l t i b e a z a d o t t i n t é z e t k ö z p o n t i , e l v i i r á n y í t ó s z e r e p é t t u d o m á n y á g á b a n , m i l y e n 
e l v i , m ó d s z e r t a n i v i t á k a t s z e r v e z e t t , m i l y e n s z e r e p e t j á t s z o t t a z i n t é z e t a t u d o m á n y á g 
h a z a i v a g y n e m z e t k ö z i r e n d e z v é n y e i n . A z é r d e m i t á r g y a l á s t e l ő s e g í t e t t e a 2 — 3 é v 
ó t a a l k a l m a z o t t o p p o n e n s i r e n d s z e r i s . 
A z i n t é z e t e k t u d o m á n y o s t e v é k e n y s é g é n e k b e f o l y á s o l á s á b a n j e l e n t ő s s z e r e p e t 
t ö l t h e t n e k b e a z i n t é z e t e k t u d o m á n y o s t a n á c s a i . A t a p a s z t a l a t o k a z t m u t a t j á k , 
h o g y e t e s t ü l e t e k t e v é k e n y s é g e , a z i n t é z e t i r á n y í t á s á b a n n y ú j t o t t s e g í t s é g ü k m é r t é k e 
m e s s z e m e n ő e n a t t ó l f ü g g , h o g y a z i n t é z e t e k i g a z g a t ó i m i l y e n m é r t é k b e n i g é n y l i k é s 
s z e r v e z i k m e g a t a n á c s o k m ű k ö d é s é t , m e n n y i b e n t á m a s z k o d i k a z i g a z g a t ó a t a n á c s r a , 
m i n t t a n á c s a d ó t e s t ü l e t r e . E g y e s i n t é z e t e k t u d o m á n y o s t a n á c s a i n a k m ű k ö d é s e 
a l a p j á n l e k e l l s z ö g e z n i , h o g y a t a n á c s o k t e v é k e n y s é g e n e m m e r ü l h e t k i c s u p á n a z 
i n t é z e t k u t a t á s i t e r v é n e k v é l e m é n y e z é s é b e n é s a z é v e s m u n k á r ó l s z ó l ó b e s z á m o l ó k 
m e g v i t a t á s á b a n . B á r a t a n á c s o k n a k e z a l a p v e t ő t e v é k e n y s é g ü k , e z e n t ú l m e n ő e n 
m á s f e l a d a t o k a t i s e l k e l l l á t n i o k . í g y p l . e r e d m é n y e s e n k ö z r e m ű k ö d h e t a t a n á c s 
a z i n t é z e t m u n k á j á n a k j a v í t á s á b a n , f e j l e s z t é s é b e n , h a v i z s g á l j a a k u t a t ó m u n k a 
i n t e n z i t á s á n a k k é r d é s e i t , f o g l a l k o z i k a z i n t é z e t t o v á b b f e j l e s z t é s é v e l , s z e r v e z e t e é s 
k u t a t ó t e v é k e n y s é g e j ö v ő b e n i a l a k u l á s á v a l , k á d e r h e l y z e t é v e l s t b . 
A z O s z t á l y v e z e t ő s é g a n n a k é r d e k é b e n , h o g y a z i n t é z e t e k t e v é k e n y s é g é t j o b b a n 
m e g i s m e r j e , a j ó t a p a s z t a l a t o k a t á l t a l á n o s í t h a s s a , c é l u l t ű z t e , i l l e t ő l e g t ű z i m a g a 
e l é , h o g y t ö b b , v a g y ö s s z e s i n t é z e t e i t e v é k e n y s é g é n e k e g y - e g y r é s z t e r ü l e t é t m e g -
v i z s g á l j a ( p l . a t u d o m á n y o s m u n k a f o l y a m a t o s i r á n y í t á s a é s e l l e n ő r z é s e , e g y - e g y 
t é m a k ö r b e n f o l y ó k u t a t á s h e l y z e t e , e g y - e g y o s z t á l y t u d o m á n y o s t e v é k e n y s é g e , 
n y e l v t a n u l á s , i d e o l ó g i a i t o v á b b k é p z é s ) . 
A z i n t é z e t e k h e l y z e t é r ő l h o z o t t t ö b b f o n t o s h a t á r o z a t k ö t e l e z t e a z O s z t á l y -
v e z e t ő s é g e t é s a z i n t é z e t e k e t a k á d e r h e l y z e t j a v í t á s á r a , a k á d e r u t á n p ó t l á s t e r v s z e r ű 
b i z t o s í t á s á r a . E h a t á r o z a t o k v é g r e h a j t á s a , a z 1 9 6 2 . é v b e n m e g t ö r t é n t m i n ő s í t é s e k , 
é s a z i n t é z e t e k k á d e r f e j l e s z t é s i t e r v é n e k k i d o l g o z á s a l e h e t ő v é é s e g y b e n s z ü k s é g e s s é 
i s t e t t e , h o g y a z O s z t á l y v e z e t ő s é g i n t e n z í v e b b é , t e r v s z e r ű b b é t e g y e a k á d e r m u n -
k á j á t . 
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I n t é z e t e i n k m u n k á j a s z o r o s a n a t á v l a t i k u t a t á s i t e r v h e z i g a z o d o t t . A k u t a t o t t 
t é m á k t e r m é s z e t e s e n n e m e g y f o r m á n j e l e n t ő s e k é s a t á v l a t i k u t a t á s i t e r v b e n s e m 
s z e r e p e l n e k e g y f o r m a s ú l l y a l . A z i n t é z e t e k a s z e l l e m i é s a n y a g i e r ő k e t á l t a l á b a n 
j ó l k o n c e n t r á l t á k a l e g f o n t o s a b b k u t a t á s i t e r ü l e t e k r e . S z é l e s e d e t t a z e g y ü t t m ű k ö d é s 
b e l f ö l d i é s k ü l f ö l d i v i s z o n y l a t b a n e g y a r á n t . 
A z e l m ú l t é v b e n i n t é z e t e i n k b e n 1 3 0 t é m á n d o l g o z t a k , e b b ő l 5 9 m a t e m a t i k a i , 
6 4 fizikai é s 7 c s i l l a g á s z a t i t é m a . E b b e n a z é v b e n a t é m á k s z á m a 1 2 2 , e b b ő l m a t e -
m a t i k a i 6 7 , fizikai 4 8 , c s i l l a g á s z a t i 7 . 
A z O s z t á l y t u d o m á n y t e r ü l e t e i n e l é r t f ő b b e r e d m é n y e k e t a b e s z á m o l ó m e l l é k -
l e t e t a r t a l m a z z a . E z a v á z l a t o s m e l l é k l e t i s a z t b i z o n y í t j a , h o g y m u n k á n k e r e d m é n y e s 
v o l t . E m e l l e t t m e g k í v á n j u k e m l í t e n i a t u d o m á n y o s t e r v t e l j e s í t é s é t j e l e n l e g g á t l ó 
t é n y e z ő k e t . E z e k f ő k é n t a k ö v e t k e z ő k : 
a) M a j d n e m m i n d e n t e r ü l e t e n k á d e r h i á n n y a l k e l l e t t m e g k ü z d e n i , é s e z ú t t a l 
n e m c s a k a t u d o m á n y o s k á d e r e k a n n y i t v i t a t o t t h i á n y á r ó l v a n s z ó , h a n e m e g y r e 
n a g y o b b n e h é z s é g e k e t j e l e n t a t u d o m á n y o s é s m ű s z a k i s e g é d s z e m é l y z e t h i á n y a i s . 
b) A k u t a t á s h o z s z ü k s é g e s f e l s z e r e l é s e k é s a n y a g o k b e s z e r z é s é n e k e l é g t e l e n -
s é g e i s t ö b b h e l y e n a k a d á l y o z t a a m u n k á t . 
c ) B á r a z e l m ú l t é v f o l y a m á n s i k e r e k s z ü l e t t e k a s z o c i a l i s t a t á b o r o r s z á g a i n a k 
t u d o m á n y o s e g y ü t t m ű k ö d é s e t e r é n i s , n a g y n e h é z s é g e t j e l e n t , h o g y a z e g y e s o r s z á g o k 
t u d o m á n y o s s z e r v e z e t e i n e k m á s o k a f o r m á i é s a k a p c s o l a t o k f e l v é t e l e é s f e n n t a r -
t á s a n é h a b ü r o k r a t i k u s . 
d ) E g é s z é b e n m é g m i n d i g m e g o l d a t l a n a t u d o m á n y o s e r e d m é n y e k g y o r s g y a -
k o r l a t i a l k a l m a z á s a . 
e) A fizika e g y e s t e r ü l e t e i n a z e l m é l e t i é s k í s é r l e t i k u t a t á s k ö z ö t t n a g y f o k ú 
e l s z i g e t e l t s é g t a p a s z t a l h a t ó . 
I I I . 
M á r a m ú l t é v i b e s z á m o l ó b a n s z ó l t u n k a r r ó l , h o g y a távlati kutatási tervnek 
a k o r m á n y á l t a l v a l ó m e g e r ő s í t é s e u t á n O s z t á l y u n k h á r o m f ő f e l a d a t f e l e l ő s e l e t t . 
E z e k a k ö v e t k e z ő k : 
1. E l v i m a t e m a t i k a i k u t a t á s o k é s a l k a l m a z á s a i k , k ü l ö n ö s t e k i n t e t t e l a h a g y o m á -
n y o s m a g y a r m a t e m a t i k a i i s k o l á k f e j l e s z t é s é r e . 
2 . E l v i j e l e n t ő s é g ű fizikai a l a p k u t a t á s o k . 
3 . A k i b e r n e t i k a f e j l e s z t é s e é s a l k a l m a z á s a . 
A k é t t o v á b b i , n e m a z O s z t á l y h o z t a r t o z ó f ő f e l a d a t t á v l a t i k u t a t á s i t e r v é n e k 
k i d o l g o z á s á b a n , e z e k k o o r d i n á l ó b i z o t t s á g a i n a k m u n k á j á b a n t ö b b a z O s z t á l y h o z 
t a r t o z ó s z a k e m b e r v e s z r é s z t . E z e k : 
1. S z i l á r d t e s t fizikai k u t a t á s o k ( V I . O s z t á l y h o z t a r t o z i k ) . 
2 . M o l e k u l a é s a n y a g s z e r k e z e t i k u t a t á s o k ( V I I . O s z t á l y h o z t a r t o z i k ) . 
A z O s z t á l y h o z t a r t o z ó f ő f e l a d a t o k k a l k a p c s o l a t o s m u n k á k a t , a z O s z t á l y m e g -
f e l e l ő " s z a k b i z o t t s á g a i r a t á m a s z k o d v a , k o o r d i n á l ó b i z o t t s á g o k i r á n y í t j á k , a m e l y e k -
b e n 3 5 t u d ó s t e v é k e n y k e d i k . M e g á l l a p í t h a t ó , h o g y a k o o r d i n á l ó m u n k a s o k o l y a n 
e l ő r e n e m l á t o t t , b o n y o l u l t p r o b l é m á t v e t e t t f e l , m e l y e k m e g o l d á s a m é g h á t r a v a n . 
J e l e n t ő s a z i r á n y í t á s b ü r o k r a t i z á l ó d á s á n a k a v e s z é l y e . A k o o r d i n á l ó m u n k a c s o -
p o r t o k n a k n i n c s h a t á s k ö r ü k , s í g y k i z á r ó l a g t a n á c s a d ó i s z e r e p e t t ö l t e n e k b e , a m i n e k 
a z o p e r a t í v m u n k a l á t j a k á r á t . 
í* 
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M á r a z elsó ' é s e z é r t m é g n e m t e l j e s n e k m o n d h a t ó t a p a s z t a l a t o k a l a p j á n is f e l 
l e h e t v e t n i a k é r d é s t , h o g y a z o r s z á g o s t á v l a t i t u d o m á n y o s k u t a t á s i t e r v h e z t a r t o z ó 
f ő f e l a d a t o k v a l ó b a n o l y a n p r o b l é m a c s o p o r t o k a t t a r t a l m a z n a k - e , a m e l y e k r e a n é p -
g a z d a s á g f e j l ő d é s é n e k és a z e g y e s t u d o m á n y á g a k e l ő r e h a l a d á s á n a k a j e l e n k ö r ü l -
m é n y e k k ö z ö t t t é n y l e g e s e n s z ü k s é g e v a n , v a g y é p p e n i l y e n e k n e m m a r a d t a k - e k i a 
t á v l a t i t e r v b ő l ? E z z e l a p r o b l é m á v a l a z e l k ö v e t k e z ő i d ő b e n b e h a t ó a n k e l l f o g l a l -
k o z n i a a z O s z t á l y v e z e t ő s é g n e k . 
T ö r e k e d n ü n k k e l l a r r a , h o g y a k o r m á n y á l t a l j ó v á h a g y o t t o r s z á g o s t á v l a t i 
t e r v b ő l a z A k a d é m i á r a h á r u l ó f e l a d a t o k m e g o l d á s á h o z s z ü k s é g e s f e l t é t e l e k b i z t o s í t -
h a t ó k l e g y e n e k . K i k e l l t e h á t é p í t e n i a z A k a d é m i á r a h á r u l ó f e l a d a t o k m e g o l d á s á h o z 
s z ü k s é g e s intézeti hálózatot. E n n e k m e g f e l e l ő e n a z O s z t á l y v e z e t ő s é g m ú l t év i t u d o -
m á n y p o l i t i k a i j e l l e g ű t e v é k e n y s é g e k ö z é p p o n t j á b a n a z a k a d é m i a i k u t a t ó h á l ó z a t 
t o v á b b i s z é l e s í t é s e á l l t . A z E l n ö k s é g h a t á r o z a t á n a k m e g f e l e l ő e n k i d o l g o z t u k a t á v -
l a t i i n t é z e t f e j l e s z t é s i t e r v e t , m e l y e t a m a t e m a t i k a i , fizikai é s c s i l l a g á s z a t i t u d o m á n y o k 
j e l e n l e g i h e l y z e t é n e k b e h a t ó e l e m z é s e e l ő z ö t t m e g . 
A m a t e m a t i k a s z e r e p e n a p r ó l n a p r a r o h a m o s a n n ö v e k s z i k . A m a t e m a t i k a 
m ó d s z e r e i n e k é s e r e d m é n y e i n e k m i n d n a g y o b b m é r t é k ű a l k a l m a z á s á r a k e r ü l s o r 
n e m c s a k a r o k o n t u d o m á n y o k b a n , h a n e m a t e c h n i k a f e j l e s z t é s é b e n , a g a z d a s á g i 
é l e t m e g s z e r v e z é s é b e n , i r á n y í t á s á b a n és e l l e n ő r z é s é b e n i s . S z i n t e n i n c s m a m á r a 
m a t e m a t i k á n a k o l y a n á g a , a m e l y n e k m ó d s z e r e i , e r e d m é n y e i , k ö z v e t v e , v a g y k ö z -
v e t l e n ü l a l k a l m a z á s r a n e k e r ü l n é n e k . U g y a n a k k o r a t ö b b i t u d o m á n y o k ( a t e r m é s z e t -
t u d o m á n y o k , a m ű s z a k i t u d o m á n y o k m e l l e t t m a a t á r s a d a l o m t u d o m á n y o k i s ) é s 
a g a z d a s á g i é l e t e g y r e t ö b b m e g o l d á s r a v á r ó m a t e m a t i k a i p r o b l é m á t v e t f e l . E z e k 
m e g o l d á s a p a r a n c s o l ó l a g e l ő í r j a a m a t e m a t i k a i a l a p k u t a t á s o k n a k , a m a t e m a t i k a 
a l k a l m a z á s a i n a k é s a m a t e m a t i k a i g é p e k k e l k a p c s o l a t o s k u t a t á s o k n a k a j e l e n l e g i n é l 
f o k o z o t t a b b f e j l e s z t é s é t . E l s ő s o r b a n a z A k a d é m i a f e l a d a t a , f ő k é n t s a j á t i n t é z e t e i 
ú t j á n , g o n d o s k o d n i a m a t e m a t i k a i a l a p k u t a t á s o k és a m a t e m a t i k a i g é p k u t a t á s k e l l ő 
m é r t é k é n e k és s z í n v o n a l á n a k b i z t o s í t á s á r ó l , a z a l k a l m a z á s o k e l ő s e g í t é s é r ő l , a k u t a t ó -
k á d e r e k n e v e l é s é r ő l . A f e j l ő d é s ü t e m e a z t b i z o n y í t j a , h o g y a z A k a d é m i a c s a k a 
j e l e n l e g m e g l e v ő k é t i n t é z e t e (MATEMATIKAI KUTATÓ INTÉZET, SZÁMÍTÁSTECHNIKAI 
KÖZPONT) ú t j á n a m a t e m a t i k a i k u t a t á s o k k a l é s a z a l k a l m a z á s o k k a l s z e m b e n t á m a s z -
t o t t i g é n y e k n e k m á r a k ö z e l i é v e k b e n s e m f o g t u d n i e l e g e t t e n n i . E z é r t a z e l k ö v e t -
k e z ő 1 0 — 1 5 é v e n b e l ü l f o k o z a t o s a n i n d o k o l t a z a l á b b i f e j l e s z t é s i t e r v : * 
1. A j e l e n l e g i Matematikai Kutató Intézet a l a p k u t a t á s o k a t v é g e z z e n é s e z e k 
e r e d m é n y e i n e k f e l h a s z n á l á s á v a l f o g l a l k o z z é k . F e l a d a t á n a k b e t ö l t é s e é r d e k é b e n a z 
o s z t á l y o k s z á m á t , a l é t s z á m o t e m e l n i k e l l . 
2 . A M a t e m a t i k a i K u t a t ó I n t é z e t s z e g e d i o s z t á l y a i b ó l e g y ö n á l l ó Szegedi 
Matematikai Kutató Intézet l é t e s í t e n d ő . A m e g a l a k í t á s f e l t é t e l e i m e g v a n n a k . A z ú j 
i n t é z e t f e l a d a t a l e n n e e l s ő s o r b a n a m a t e m a t i k a a l a p v e t ő á g a i b a n e l m é l e t i k u t a t á s o k 
f o l y t a t á s a , a z o k e r e d m é n y e i n e k a l k a l m a z á s a , ö s s z h a n g b a n a b u d a p e s t i MATE-
MATIKAI KUTATÓ INTÉZET k u t a t á s i t e r v é v e l . 
3 . Biometriai Intézet. A m e g a l a k í t a n d ó i n t é z e t m a g j á t a M a t e m a t i k a i K u t a t ó 
I n t é z e t j e l e n l e g i BIOMETRIAI OSZTÁLYA a l k o t n á . F e l a d a t a l e n n e a m a t e m a t i k a m ó d -
s z e r e i n e k a l k a l m a z á s a a z o r v o s t u d o m á n y b a n , b i o l ó g i á b a n , m e z ő g a z d a s á g b a n s t b . 
* Időközben az intézetfejlesztési terv az Akadémia más osztályaival való egyeztetés után 
módosult. 
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4. A SZÁMÍTÁSTECHNIKAI KÖZPONT á t a l a k u l n a Számítási Kutató Intézetté. A z 
i n t é z e t b e n a s z á m í t á s t e c h n i k á v a l k a p c s o l a t o s a l a p v e t ő k u t a t á s o k f o l y n á n a k . 
5. Számoló Központ l é t e s í t é s e a j e l e n l e g i MATEMATIKAI KUTATÓ INTÉZET é s a 
SZÁMÍTÁSTECHNIKAI KÖZPONT m e g f e l e l ő r é s z l e g e i b ő l , i l l e t ő l e g d o l g o z ó i b ó l . F e l a d a t a 
v o l n a a m a t e m a t i k a a l k a l m a z á s a i s o r á n f e l m e r ü l ő r u t i n f e l a d a t o k e l v é g z é s e . 
6 . Matematikai Gépkutató Intézet. F e l a d a t a l e n n e a s z á m o l ó g é p e k t e r v e z é s é v e l 
é s k o n s t r u á l á s á v a l k a p c s o l a t o s m a t e m a t i k a i k u t a t á s o k f o l y t a t á s a . 
7. Matematikai Kutató Csoport A DEBRECENI KOSSUTH LAJOS TUDOMÁNY-
EGYETEMEN. F e l a d a t a l e n n e a m a t e m a t i k a i a l a p k u t a t á s o k f o l y t a t á s a é s a z e r e d -
m é n y e k a l k a l m a z á s a . 
8 . Műszaki Matematikai Kutató Intézet. F e l a d a t a l e n n e a m a t e m a t i k a m ű s z a k i 
a l k a l m a z á s a i v a l k a p c s o l a t o s a l a p v e t ő k u t a t á s o k f o l y t a t á s a . 
A l é t e s í t e n d ő i n t é z m é n y e k é s a m e g l e v ő k f e j l e s z t é s e , v a l a m i n t a g y a k o r l a t 
i g é n y e f e l t é t l e n ü l s z ü k s é g e s s é t e s z i a z e g y e t e m i m a t e m a t i k u s k é p z é s f e j l e s z t é s é t é s 
a j e l e n l e g i m a t e m a t i k u s h a l l g a t ó i l é t s z á m k e r e t l é n y e g e s e m e l é s é t . I l y e n v o n a t k o z á s -
b a n a z O s z t á l y m á r t e t t k e z d e m é n y e z ő l é p é s e k e t . 
A fizikai k u t a t á s o k t o v á b b f e j l e s z t é s e é r d e k é b e n u g y a n c s a k k i d o l g o z á s r a k e r ü l t 
e g y i n t é z e t f e j l e s z t é s i t e r v . E b b e n a k ö v e t k e z ő fizikai i n t é z e t e k , k u t a t ó c s o p o r t o k 
m e g a l a k í t á s a , i l l . t o v á b b f e j l e s z t é s e s z e r e p e l : 
1. Kristályfizikai Kutató Intézet l é t e s í t é s e a KRISTÁLYNÖVESZTÉSI AKADÉMIAI 
TANSZÉKI KUTATÓ c s o p o R T b ó l é s a KRISTÁLYFIZIKAI AKADÉMIAI TANSZÉKI LABORA-
TÓRiUMből. F e l a d a t a : k r i s t á l y f i z i k a i a l a p k u t a t á s o k f o l y t a t á s a . 
2. Elméleti Fizikai Alapkutató Csoport a l a k í t á s a a j e l e n l e g i ELMÉLETI FIZIKAI 
AKADÉMIAI TANSZÉKI ALAPKUTATÓ c s o p o R T b ó l . F e l a d a t a : a fizika m e g a l a p o z á s a , 
a fizika filozófiai v o n a t k o z á s a i m e l l e t t a z e l e m i r é s z e k fizikájára v o n a t k o z ó k u t a t á -
s o k f o l y t a t á s a . 
3. Lumineszcencia és Félvezető Kutató Csoport l é t e s í t é s e a j e l e n l e g i LUMINESZ-
CENCIA ÉS FÉLVEZETŐ AKADÉMIAI TANSZÉKI KUTATÓ c s o p o R T b ó l . F e l a d a t a : l u m i -
n e s z c e n c i a é s f é l v e z e t ő k u t a t ó m u n k a f o l y t a t á s a . 
4 . Spektroszkópiai Kutató Csoport a l a k í t á s a a z o r s z á g k ü l ö n b ö z ő i n t é z m é n y e i -
b e n d o l g o z ó s z a k e m b e r e k b ő l . F e l a d a t a : m o l e k u l a s p e k t r o s z k ó p i a i v i z s g á l a t o k f o l y -
t a t á s a . 
I V . 
A k ö v e t k e z ő k b e n r é s z l e t e s e b b e n k í v á n u n k f o g l a l k o z n i a h a z a i kibernetikai 
kutatások és az elektronikus számológép-kutatások h e l y z e t é v e l é s f e l a d a t a i v a l . 
A z e l e k t r o n o k u s s z á m o l ó - é s a d a t f e l d o l g o z ó g é p e k a m á s o d i k v i l á g h á b o r ú 
s o r á n j e l e n t e k m e g é s a z e l t e l t k b . m á s f é l é v t i z e d a l a t t a m u n k a t e r m e l é k e n y s é g e 
n ö v e k e d é s é n e k r e n d k í v ü l h a t é k o n y e s z k ö z é v é v á l t a k . E z e k a b e r e n d e z é s e k m a m á r 
n é l k ü l ö z h e t e t l e n e k a g a z d a s á g i t e r v e k k i d o l g o z á s á b a n , a g a z d a s á g i d ö n t é s e k 
m a t e m a t i k a i m ó d s z e r e k k e l t ö r t é n ő m e g a l a p o z á s á b a n , a t e r v e z é s h e z é s i r á n y í t á s h o z 
s z ü k s é g e s m i n d n a g y o b b t ö m e g ű a d a t o k n a g y r é s z l e t e s s é g ű , p o n t o s é s f ő k é n t i g e n 
g y o r s f e l d o l g o z á s á b a n , a t e r m e l é s i f o l y a m a t o k é s e g y i d e j ű l e g a t e r m e l é s i g a z g a t á s i 
t e v é k e n y s é g k o m p l e x a u t o m a t i z á l á s á b a n , a t u d o m á n y o s k í s é r l e t e k é s s z á m í t á s o k , 
v a l a m i n t a m ű s z a k i s z á m í t á s o k s z i n t e m i n d e n t e r ü l e t é n é s s z á m o s o l y a n t e r ü l e t é n 
i s a s z e l l e m i m u n k á n a k , a h o l e d d i g g é p i e s z k ö z ö k i g é n y b e v é t e l é r e a l i g h a l á t s z o t t 
l e h e t ő s é g ( p l . a b i o l ó g i a i , a n y e l v é s z e t i k u t a t á s o k b a n , a g é p i f o r d í t á s n á l , a s z a k -
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i r o d a l o m k i v o n a t o l á s á n á l , r e n d e z é s é n é l é s n y i l v á n t a r t á s á n á l , a h o n v é d e l e m b e n , a 
b ű n ü g y i n y i l v á n t a r t á s b a n s t b . ) . 
A z 1 9 6 1 . é v v é g é n ü z e m b e n l e v ő d i g i t á l i s e l e k t r o n i k u s s z á m o l ó g é p e k s z á m a a 
t ő k é s é s g y a r m a t i o r s z á g o k b a n k e r e k e n 12 0 0 0 . I s m e r e t e s , h o g y a S z o v j e t u n i ó b a n 
i s n a g y e r ő f e s z í t é s e k e t t e s z n e k é s n a g y e r e d m é n y e k e t é r t e k e l a d i g i t á l i s s z á m o l ó -
g é p e k f e j l e s z t é s e é s a l k a l m a z á s a t e r é n , s z á m s z e r ű e r e d m é n y e k e t a z o n b a n n e m i s m e -
r ü n k . A n é p i d e m o k r a t i k u s o r s z á g o k k ö z ü l — t ö b b e n k ö z ö t t ü k o l y a n o k i s , a m e l y e k -
n e k a d o t t s á g a e r e d e t i l e g a m i é n k n é l k e d v e z ő t l e n e b b v o l t e t e k i n t e t b e n — l é n y e g e s e n 
k o r á b b a n k e z d t é k a k u t a t á s o k a t a d i g i t á l i s t e c h n i k a , m i n d e n e k e l ő t t a s z á m o l ó g é p e k 
a l k a l m a z á s a é s k i f e j l e s z t é s e t e r ü l e t é n é s í g y j e l e n t ő s e n e l ő b b r e t a r t a n a k , m i n t m i . 
A z e l e k t r o n i k u s s z á m o l ó g é p e k m e g j e l e n é s e d ö n t ő s z e r e p e t j á t s z o t t e g y ú j , 
k o m p l e x t u d o m á n y o s k u t a t á s i i r á n y z a t , a kibernetika k i a l a k u l á s á b a n , a m e l y a v e z é r -
l é s n e k és a s z a b á l y o z á s n a k , t o v á b b á a z i n f o r m á c i ó k e z z e l k a p c s o l a t o s g y ű j t é s é n e k , 
t o v á b b í t á s á n a k , t á r o l á s á n a k , f e l d o l g o z á s á n a k és f e l h a s z n á l á s á n a k o l y a n á l t a l á n o s 
t ö r v é n y e i t k u t a t j a , a m e l y e k a v e z é r e l t v a g y s z a b á l y o z o t t a n y a g i r e n d s z e r l e g k ü l ö n -
b ö z ő b b m o z g á s f o r m á j a e s e t é n , a m o z g á s f o r m a s p e c i f i k u s m o z g á s t ö r v é n y e i v e l 
e g y ü t t e s h a t á s b a n é r v é n y e s ü l n e k . A k i b e r n e t i k a i k u t a t á s o k e r e d m é n y e i v i s z o n t 
l é n y e g e s s z e r e p e t j á t s z a n a k a z e l e k t r o n i k u s s z á m o l ó g é p e k t o v á b b i f e j l ő d é s é b e n , 
v a l a m i n t e g y é b o l y a n b e r e n d e z é s e k l é t r e j ö t t é b e n , a m e l y e k a z é l ő s z e r v e z e t , a g o n d o l -
k o d ó a g y v a g y a k á r a t á r s a d a l o m e g y e s j ó l e l h a t á r o l t f u n k c i ó i t u t á n o z z á k , é s í g y 
d ö n t ő j e l e n t ő s é g ü k v a n n e m c s a k a t e r m e l ő m u n k a k o m p l e x a u t o m a t i z á l á s a t e r é n , 
h a n e m p e r s p e k t i v i k u s a n a r r a h i v a t o t t a k , h o g y a z e m b e r s z e l l e m i e r ő i t — a g é p i e s 
s z e l l e m i m u n k a g é p e s í t é s e ú t j á n — f e l s z a b a d í t s á k a m a g a s a b b r e n d ű s z e l l e m i t e v é -
k e n y s é g r e . 
A k i b e r n e t i k a i k u t a t á s o k t e r é n , k ü l ö n ö s e n p e d i g a s z á m o l ó g é p e k a l k a l m a z á s a 
t e k i n t e t é b e n h a z á n k b a n r e n d k í v ü l i v e s z é l y e k e t r e j t ő e l m a r a d á s k ö v e t k e z e t t b e , e z é r t 
a l e g n a g y o b b n y o m a t é k k a l f e l k e l l h í v n i a figyelmet a b e k ö v e t k e z e t t h e l y z e t r e , s 
a z e n n e k m e g j a v í t á s a é r d e k é b e n s z ü k s é g e s t e e n d ő k r e . 
A p r o b l é m á k é s a f e l a d a t o k a k ö v e t k e z ő t e r ü l e t e k e n j e l e n t k e z n e k : 
— a s z á m o l ó g é p e k f e l h a s z n á l á s á v a l k a p c s o l a t o s e lv i m a t e m a t i k a i é s k i b e r n e -
t i k a i k u t a t á s o k ; 
— a s z á m o l ó g é p e k k e l v a l ó e l l á t o t t s á g ; 
— a s p e c i á l i s k á d e r e k k é p z é s e ; 
— a d i g i t á l i s t e c h n i k a f e j l e s z t é s e é s a l k a l m a z á s a , s z á m o l ó g é p k u t a t á s ( e l m é l e t i , 
m a t e m a t i k a i é s l o g i k a i , v a l a m i n t a m i n d e n k o r i t e c h n i k a i é s g a z d a s á g i l e h e t ő s é g e k -
n e k é s i g é n y e k n e k m e g f e l e l ő m ű s z a k i k u t a t á s o k ) . 
A SZÁMÍTÁSTECHNIKAI K ö z p o N T n a k a z M — 3 g é p ü z e m b e á l l í t á s a u t á n a g a z -
d a s á g i , m ű s z a k i é s t u d o m á n y o s k u t a t á s k o n k r é t m a t e m a t i k a i p r o b l é m á i n a k p r o g -
r a m o z á s á v a l é s m e g o l d á s á v a l k e l l e t t v o l n a b i z o n y í t a n i a a s z á m o l ó g é p e k g a z d a -
s á g i é s t u d o m á n y o s h a t é k o n y s á g á t , e l ő s e g í t e n i a k i f e j l ő d ő ú j a b b s z á m o l ó k ö z p o n -
t o k k á d e r s z ü k s é g l e t é n e k k i k é p z é s é t é s m e g h o n o s í t a n i a p r o g r a m o z á s i m u n k a 
e g y e s t e r ü l e t e i n e k m ó d s z e r t a n á t . E r r e a f e l a d a t r a a z o n b a n a p r o f i l r e n d e z e t l e n s é g e 
m i a t t a K ö z p o n t k i s l é t s z á m ú k u t a t ó g á r d á j á n a k a l i g m a r a d i d e j e . A z e m l í t e t t 
k u t a t á s o k b a n a MATEMATIKAI KUTATÓ INTÉZET m a t e m a t i k a i l o g i k a é s a l k a l m a z á -
s a i , v a l a m i n t n u m e r i k u s m ó d s z e r e k o s z t á l y a i r a i s h á r u l t a k f o n t o s f e l a d a t o k , a z o n -
b a n e z e k s e m á l l t a k a l é t s z á m h e l y z e t é s a h e l y i s é g e k k e l v a l ó e l l á t o t t s á g , d e a g y a k o r -
l a t i l a g is f o n t o s a k t u á l i s m e g b í z á s o k s z e m p o n t j á b ó l s e j o b b a n , m i n t a SZÁMÍTÁS-
TECHNIKAI KÖZPONT , e m e l l e t t s z á m o l ó g é p p e l s e m r e n d e l k e z n e k . 
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A f e l s o r o l t p r o b l é m á k k a l k a p c s o l a t b a n h a n g s ú l y o z n i k e l l , h o g y h a a z ö n á l l ó 
h a z a i e r e d m é n y e k r e v a l ó t ö r e k v é s t n e m is v e s s z ü k t e k i n t e t b e , c s a k a k ü l f ö l d i e r e d -
m é n y e k m e g é r t é s é t , á t v é t e l é t é s h a z a i h a s z n o s í t á s u k e l ő k é s z í t é s é t t e k i n t j ü k , a k k o r 
i s a j e l e n l e g i n é l s o k s z o r o s a n n a g y o b b e r ő f e s z í t é s e k r e v a n s z ü k s é g . U g y a n a k k o r a z 
a d a p t á l á s o n t ú l m e n ő e n a h a z a i e r e d m é n y e k t o v á b b f e j l e s z t é s e a k o r s z e r ű , a t á v l a t i 
a l k a l m a z á s o k s z e m p o n t j á b ó l d ö n t ő i r á n y o k b a n n a g y l e h e t ő s é g e k e t r e j t m a g á b a n . 
A z o r s z á g b a n j e l e n l e g 5 e l e k t r o n i k u s s z á m o l ó g é p m ű k ö d i k . T u d o m á s u n k 
s z e r i n t e l ő r e l á t h a t ó a n a k ö v e t k e z ő é v e l e j é n t o v á b b i k é t g é p e t á l l í t a n a k ü z e m b e . 
H a z a i e l e k t r o n i k u s s z á m o l ó g é p - e l l á t o t t s á g u n k r a a z a j e l l e m z ő , h o g y a z i m p o r t á l t 
g é p e k n a g y r é s z e n e m c e n t r á l i s e l h e l y e z é s ű é s a k á d e r h i á n y m i a t t a f o l y a m a t o s 
ü z e m e l t e t é s á l t a l á b a n c s a k n a g y o n n e h e z e n v a l ó s í t h a t ó m e g , a m i a z a m ú g y i s r o s s z 
g é p e l l á t o t t s á g t o v á b b i s ú l y o s b o d á s á h o z v e z e t . M é g a l e g g a z d a g a b b o r s z á g o k is 
s z á m o l ó k ö z p o n t o k k a l o l d j á k m e g s z á m í t á s t e c h n i k a i f e l a d a t a i k t ö b b s é g é t é s c s a k 
b i z o n y o s f e j l ő d é s i s t á d i u m e l é r é s e u t á n l á t j á k el a n a g y o b b ü z e m e k e t d i g i t á l i s s z á m o l ó -
g é p e k k e l . H a z á n k b a n a g é p e k b e s z e r z é s e é s ü z e m b e á l l í t á s a t e k i n t e t é b e n n e m v e t t é k 
figyelembe e z t a n a g y o n f o n t o s s z e m p o n t o t , p e d i g e z l e t t v o l n a a l e g r e n t á b i l i s a b b 
m e g o l d á s m i n d a g é p e k , m i n d a p r o g r a m o z ó k a p a c i t á s k i h a s z n á l á s a s z e m p o n t j á b ó l . 
H a n g s ú l y o z n i k e l l , h o g y a z M T A SZÁMÍTÁSTECHNIKAI KÖZPONTJA e l s ő s o r b a n 
a z é r t n e m f e l e l t m e g a s z ü k s é g l e t n e k , m e r t n e m v o l t m e g f e l e l ő g é p e . 
A k á d e r k é p z é s t e r ü l e t é n k é t s é g b e e j t ő e n r o s s z a h e l y z e t . S ü r g ő s e n b i z t o s í t a n i 
k e l l a k i a l a k í t a n d ó s z á m o l ó k ö z p o n t o k p r o g r a m o z ó m a t e m a t i k u s o k k a l é s m a t e m a -
t i k u s - t e c h n i k u s o k k a l , ü z e m e l t e t ő é s k a r b a n t a r t ó m é r n ö k ö k k e l v a l ó e l l á t á s á t . G o n -
d o s k o d n i k e l l a s z á m o l ó g é p k u t a t á s h o z s z ü k s é g e s k u t a t ó m é r n ö k ö k k é p z é s é r ő l . 
E z e n k í v ü l s z ü k s é g v a n a m é r n ö k k é p z é s , a t e r m é s z e t t u d o m á n y o s s z a k e m b e r e k é s 
a k ö z g a z d á s z o k k é p z é s e v o n a l á n a s z á m í t á s t e c h n i k a i o k t a t á s o l y a n i r á n y ú b e v e z e t é -
s é r e , h o g y a z e m l í t e t t s z a k e m b e r e k s a j á t m u n k a t e r ü l e t ü k ö n a z e l e k t r o n i k u s s z á m o l ó -
g é p e k k e l m e g o l d h a t ó f e l a d a t o k a t f e l i s m e r n i , a z e h h e z s z ü k s é g e s m a t e m a t i k a i m o d e l l t 
f e l á l l í t a n i , s ő t e g y s z e r ű b b e s e t e k b e n p r o g r a m o z n i i s t u d j á k . V é g ü l a k i b e r n e t i k a i 
k u t a t á s o k k á d e r e k k e l v a l ó e l l á t á s a é r d e k é b e n s z ü k s é g e s a z e l ő b b i e k b e n e m l í t e t t 
h a t á r t e r ü l e t e k e n ( p l . k ö z g a z d a s á g , n y e l v é s z e t , b i o l ó g i a ) e r ő s m a t e m a t i k a i é s s z á m í -
t á s t e c h n i k a i s z a k k é p z e t t s é g g e l is r e n d e l k e z ő k u t a t ó k á d e r e k k i k é p z é s e . 
A digitális technikára és a számológépkutatásra vonatkozóan helyes az a terv, 
hogy a matematikai és logikai jellegű kutatások a I I I . Osztály megfelelő intézetei-
hez, a műszaki kutatások és szükség esetén az ezzel kapcsolatos fejlesztés is a VI. 
Osztály AUTOMATIKAI iNTÉZETéhez tartozzanak. A rendszertechnikai kutatások 
komplex jellegüknél fogva általában mindkét osztályt érintik és így ilyen feladatok-
nál a két osztály intézményeinek szervezett együttműködése kívánatos. 
V . 
Káderutánpótlás 
Az E l n ö k s é g h a t á r o z a t a é r t e l m é b e n a z A k a d é m i a i n t é z m é n y e i b e n ú j s z e m é l y i 
m i n ő s í t é s i r e n d s z e r t v e z e t t e k b e , a m e l y e k n e k e g y i k l é n y e g e s v o n á s a , h o g y a k u t a t ó -
k a t f e j l ő d é s ü k b e n k e l l s z e m l é l n i é s m e g k e l l h a t á r o z n i a z o k a t a k o n k r é t f e l t é t e l e k e t , 
a m e l y e k t o v á b b i f e j l ő d é s ü k h ö z s z ü k s é g e s e k . I n t é z m é n y e i n k e g y n é m e l y i k e a z o n b a n 
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n e m é l t a m i n ő s í t é s e z e n r e n d s z e r e á l t a l a d o t t ö s s z e s l e h e t ő s é g e k k e l . T ö b b e s e t b e n 
n e m k é s z ü l t e l e m z ő m u n k á n a l a p u l ó é r t é k e l é s é s e z é r t h i á n y z o t t a z e g y é n i f e j l ő d é s t 
e l ő s e g í t ő j a v a s l a t i s . 
M e g á l l a p í t h a t ó , h o g y a z O s z t á l y h o z t ú l n y o m ó t ö b b s é g é b e n s z a k m a i l a g j ó l f e l -
k é s z ü l t k u t a t ó g á r d a t a r t o z i k , a k i k a l k a l m a s a k m a g a s s z í n v o n a l ú t u d o m á n y o s m u n k a 
v é g z é s é r e . A k a d n a k u g y a n s z a k m a i l a g s z e r é n y e b b k é p e s s é g ű e k is , k e l l ő v e z e t é s é s 
i r á n y í t á s a l a t t a z o n b a n e z e k n a g y r é s z e h a s z n o s a n é s e r e d m é n y e s e n d o l g o z i k . A k u t a -
t ó k t ö b b s é g e ö n á l l ó t u d o m á n y o s m u n k á t v é g e z é s a l e g f i a t a l a b b a k e r e d m é n y e i i s 
í g é r e t e k a r r a , h o g y e g y - k é t é v e n b e l ü l ö n á l l ó m u n k á r a a l k a l m a s s á v á l n a k . A z i n t é -
z e t e k b e n r e n d s z e r e s e n t a r t o t t s z a k m a i s z e m i n á r i u m o k t e r v s z e r ű e n e l ő s e g í t i k s z a k m a i 
f e j l ő d é s ü k e t . 
Az elmúlt évben az Osztályvezetőség és az intézetek kádermunkája elsősorban 
arra irányult, hogy az intézetekben szakmailag magas színvonalú, ideológiailag 
képzett kutatóbázis alakuljon ki, illetőleg erősödjék meg. Az Osztályvezetőség és 
az intézetek vezetői erőfeszítéseinek eredményeképpen a KÖZPONTI FIZIKAI KUTATÓ 
iNTÉZETben, a MATEMATIKAI KUTATÓ iNTÉZETben, az ATOMMAG KUTATÓ INTÉZET-
ben, az ELMÉLETI FIZIKAI KUTATÓ CsopoRTban kialakult egy tudományosan képzett, 
ideológiailag szilárd kutatókollektíva, amelynek zöme az idősebb kutatókkal 
együttműködő, szakmailag jól fejlődött, korban viszonylag fiatalabb szakemberek-
ből áll. Ebben az irányban fejlődik a SZÁMÍTÁSTECHNIKAI KÖZPONT és a CSILLAG-
VIZSGÁLÓ INTÉZET is . 
A z i n t é z e t e k k á d e r m u n k á j á b a n h á r m a s f e l a d a t o t k e l l e t t é s k e l l m e g o l d a n i . 
T e r v s z e r ű e n , s o k o l d a l ú t á m o g a t á s s a l e l ő k e l l s e g í t e n i a k u t a t ó k s z a k m a i - i d e o l ó g i a i 
f e j l ő d é s é t , m á s m u n k a t e r ü l e t e k r e i r á n y í t a n i a z o k a t a z i n t é z e t i d o l g o z ó k a t , a k i k 
n e m b i z o n y u l t a k a l k a l m a s n a k t u d o m á n y o s m u n k á r a é s s z e r v e z e t t f o r m á b a n b i z t o -
s í t a n i a z u t á n p ó t l á s t . 
A z i n t é z e t i m i n ő s í t é s e k s o r á n m i n d a z i n t é z e t v e z e t é s , m i n d a z e g y e s k u t a t ó k 
e l ő t t l é n y e g é b e n k i a l a k u l t a k a z o k a t e n n i v a l ó k , a m e l y e k e l v é g z é s é v e l m e g l e h e t 
g y o r s í t a n i a t u d o m á n y o s m u n k a t á r s a k f e j l ő d é s é t . A z O s z t á l y i r á n y í t ó t e v é k e n y s é g é -
n e k e b b e n a v o n a t k o z á s á b a n a m e l l e t t , h o g y s e g í t s é g e t n y ú j t a z i n t é z e t e k n e k a k u t a -
t ó k f e j l ő d é s é t e l ő s e g í t ő f e l t é t e l e k m e g t e r e m t é s é b e n , a z t k e l l b i z t o s í t a n i , h o g y a z 
i n t é z e t e k v e z e t ő i n e k , o s z t á l y v e z e t ő i n e k r e n d s z e r e s , m i n d e n n a p i m u n k á j á v á v á l j é k 
a k u t a t ó k f e j l ő d é s é n e k s e g í t é s e , i r á n y í t á s a é s h o g y a t u d a t o s k á d e r m u n k a a z i n t é -
z e t e k é l e t é n e k s z e r v e s r é s z e l e g y e n . 
A z e l m ú l t é v e k b e n v i l á g o s s á v á l t , h o g y a z i n t é z e t e k b e n a s z a k e m b e r - i g é n y 
j e l e n t ő s r é s z é n e k k i e l é g í t é s e a l e g e r e d m é n y e s e b b e n ú g y b i z t o s í t h a t ó , h a a z i n t é z e t e k 
s a j á t m a g u k n e v e l i k k e z d ő , a z e g y e t e m e l v é g z é s e u t á n k ö z v e t l e n ü l a z i n t é z e t h e z 
k e r ü l ő fiatalemberekből k u t a t ó i k a t . A k é t é v v e l e z e l ő t t b e v e z e t e t t a k a d é m i a i g y a -
k o r n o k i r e n d s z e r a z O s z t á l y t a p a s z t a l a t a s z e r i n t b e v á l t , a z o n b a n e z a r e n d s z e r 
a g y a k o r n o k i h e l y e k k i s s z á m a m i a t t m a m é g n e m n y ú j t m e g f e l e l ő k e r e t e t a z u t á n -
p ó t l á s h o z . 
Ö r v e n d e t e s t é n y k é n t e m l í t h e t ő , h o g y a z e l m ú l t é v i a s p i r á n s f e l v é t e l e k n é l a t ö b b 
é v e n á t i g e n k o r l á t o z o t t k e r e t s z á m o t f e l e m e l t é k . í g y m ó d n y í l t a r r a , h o g y m i n d a z o n 
s z a k e m b e r e k , a k i k s z a k m a i l a g é s p o l i t i k a i l a g e g y a r á n t m e g f e l e l ő e k v o l t a k , f e l v é t e l t 
n y e r h e s s e n e k . A f e l v é t e l e k n é l f o k o z o t t figyelemmel k í s é r t ü k a k á d e r u t á n p ó t l á s 
s z e m p o n t j á b ó l f o n t o s t e r ü l e t e k e t , m e r t e t u d o m á n y t e r ü l e t e k t e r v s z e r ű e l ő n y b e n 
r é s z e s í t é s é v e l r e m é l h e t ő , h o g y a k ö v e t k e z ő é v e k b e n e z e k e n a s z a k t e r ü l e t e k e n i s 
m e g f e l e l ő s z á m ú t u d o m á n y o s a n m i n ő s í t e t t d o l g o z ó v a l f o g u n k r e n d e l k e z n i . S a j n á -
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l a t t a l k e l l m e g e m l í t e n ü n k , h o g y a z i d e i f e l v é t e l r e i g e n k e v é s p á l y á z a t é r k e z e t t é s 
f é l ő , h o g y m é g a r e n d e l k e z é s ü n k r e b o c s á t o t t k e r e t s z á m o t s e m t u d j u k m a j d b e t ö l -
t e n i . 
A z e s z t e n d ő f o l y a m á n m é g v é d e t t k a n d i d á t u s i é s d o k t o r i é r t e k e z é s e k t é m á i t 
v i z s g á l v a ö r ö m m e l á l l a p í t h a t ó m e g , h o g y a t u d o m á n y o s s z í n v o n a l m e g t a r t á s a , s ő t 
n ö v e k e d é s e m e l l e t t a z o k g y a k o r l a t i v o n a t k o z á s a i i s e l m é l y e d t e k . 
A z e g y e s s z a k t á r c á k ö s z t ö n z ő i n t é z k e d é s e k e t h o z t a k a z e l m ú l t é v e k b e n a z 
i p a r i k u t a t ó i n t é z e t e k b e n d o l g o z ó k u t a t ó k m i n ő s í t é s é n e k e l ő m o z d í t á s á r a . E z l é n y e -
g e s e n e l ő s e g í t i a z i p a r i k u t a t ó i n t é z e t e k b e n f o l y ó m u n k a e r e d m é n y e s s é g é t é s e l m é -
l y ü l t s é g é n e k f o k o z á s á t . U g y a n a k k o r h i á n y o s s á g k é n t á l l a p í t h a t ó m e g , h o g y a z i p a r i 
ü z e m e k b ő l j e l e n t k e z ő k s z á m a é s e l m é l e t i k é p z e t t s é g e s o k e s e t b e n n e m k i e l é g í t ő 
a z a s p i r a n t ú r á r a v a l ó f e l v é t e l r e , a m i t e l s ő s o r b a n a z e z e n a t e r ü l e t e n d o l g o z ó k ö s z -
t ö n z é s é n e k h i á n y o s s á g a o k o z . 
A z a s p i r á n s o k e l m ú l t é v i i d e o l ó g i a i , n y e l v i é s s z a k m a i v i z s g a e r e d m é n y e i k i e l é -
g í t ő e k v o l t a k , a m i a r r a i s m u t a t , h o g y j a v u l t a z a s p i r á n s v e z e t ő i t e v é k e n y s é g . A z 
ö n á l l ó a s p i r á n s o k is m e g f e l e l ő f e l k é s z ü l t s é g r ő l t e t t e k t a n ú s á g o t v i z s g á i k o n . 
K ü l ö n figyelmet k e l l f o r d í t a n i a z o k r a a m u n k a t á r s a k r a , a k i k d o k t o r i d i s s z e r -
t á c i ó j u k o n d o l g o z n a k . H o z z á k e l l s e g í t e n i a fiatal, t e h e t s é g e s k u t a t ó k a t , h o g y d o k -
t o r i d i s s z e r t á c i ó t t u d j a n a k k é s z í t e n i . A l k o t ó s z a b a d s á g o t k e l l b i z t o s í t a n i r é s z ü k r e . 
A t á v l a t i t e r v e k b e n r ö g z í t e t t k u t a t á s i f e l a d a t o k s i k e r e s t e l j e s í t é s é n e k e g y i k l e g -
f o n t o s a b b e l ő f e l t é t e l e a z ö n á l l ó t u d o m á n y o s d o l g o z ó k k o l l e k t í v á i n a k t o v á b b i 
g y o r s m e n n y i s é g i é s m i n ő s é g i f e j l e s z t é s e . A m u t a t k o z ó k á d e r h i á n y b ó l a z t a k ö v e t -
k e z t e t é s t i s l e k e l l v o n n u n k , h o g y a j ö v ő b e n a z ö s z t ö n z é s e k o l y a n s o r á v a l k e l l e n e 
e l ő á l l n i , a m e l y e f o g l a l k o z á s t v o n z ó b b á t e s z i . E z e k a z ö s z t ö n z é s e k k ü l ö n b ö z ő e k 
l e h e t n e k ; n e m e g y e t l e n , d e l é n y e g e s o l d a l u k a z a n y a g i k é r d é s i s . E g y o l y a n á l l a m b a n , 
a m e l y m i n d i n k á b b a z t a z a l a p e l v e t i g y e k s z i k m e g v a l ó s í t a n i , h o g y „ m i n d e n k i n e k 
m u n k á j a s z e r i n t " , e g y - e g y f o g l a l k o z á s i á g t á r s a d a l m i m e g b e c s ü l é s é n e k o b j e k t í v 
m é r ő j é v é v á l i k a n n a k a b é r - é s é l e t s z í n v o n a l s k á l á n e l f o g l a l t h e l y e . A z e t é r e n e l k ö -
v e t e t t t é v e d é s e k t e l j e s m é r t é k ű k i k ü s z ö b ö l é s é r ő l m a j d c s a k a k k o r b e s z é l h e t ü n k , 
h a o r s z á g u n k b a n n e m l e s z t ö b b é o l y a n f o g l a l k o z á s , a m e l y a n n a k e l l e n é r e , h o g y 
k e v e s e b b f e l k é s z ü l t s é g e t k ö v e t e l m e g é s k e v e s e b b m u n k á v a l j á r , m é g i s j ó v a l j ö v e d e l -
m e z ő b b . 
A k á d e r m u n k a j e l e n t ő s a l a p v e t ő c é l k i t ű z é s e , h o g y m i n é l j o b b a n b e v o n j u k a 
t e h e t s é g e s é s e r e d m é n y e s m u n k á t v é g z ő fiatal e r ő k e t a t u d o m á n y s z e r v e z é s é b e , 
i r á n y í t á s á b a . E z é r t a j ö v ő b e n — a b i z o t t s á g o k á t s z e r v e z é s e s o r á n i s — a z i d ő s e b b 
t a p a s z t a l t v e z e t ő k m e l l e t t f o k o z o t t a b b m é r t é k b e n b e k e l l v o n n i e b b e a m u n k á b a 
h o z z á é r t ő fiatalokat, a n n á l i s i n k á b b , m e r t j e l e n l e g s o k v e z e t ő t u d ó s u n k a n n y i r a 
t ú l v a n t e r h e l v e t u d o m á n y s z e r v e z ő é s t á r s a d a l m i m e g b í z á s o k k a l , h o g y e n n e k k ö z -
v e t l e n k u t a t ó m u n k á j u k é s a k á d e r k é p z é s b e n v é g z e t t m u n k á j u k v a l l j a k á r á t . 
A z ideológiai képzést a h e l y i p á r t s z e r v e z e t e k b i z t o s í t j á k . A z a k a d é m i a i t a n -
s z é k i k u t a t ó c s o p o r t o k n á l — a h o l a z e g y e t e m i p á r t s z e r v e z e t t e l a k a p c s o l a t l a z á b b — 
f o k o z o t t a b b a n s z ü k s é g e s , h o g y a t a n s z é k v e z e t ő k a k u t a t ó k p o l i t i k a i f e j l ő d é s é r e , 
e m b e r i m a g a t a r t á s á r a t ö b b figyelmet f o r d í t s a n a k . 
M e g á l l a p í t h a t ó , h o g y i n t é z e t e i n k b e n á l t a l á b a n t e r v s z e r ű e n f o l y i k a z i d e o l ó g i a i 
k é p z é s , a m e l y n e k k e r e t é b e n k u t a t ó i n k t a n u l m á n y o z z á k a m a r x i s t a filozófiát, i d e o l ó -
g i a i v i t á k a t r e n d e z n e k é s r é s z l e t e s e n f e l d o l g o z z á k a P á r t . V I I Í . K o n g r e s s z u s á n a k 
i r á n y e l v e i t . 
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VI. 
A bizottságok munkája 
A z O s z t á l y h o z t a r t o z ó e g y - e g y t u d o m á n y t e r ü l e t e g é s z é t b e f o l y á s o l ó t e v é k e n y -
s é g b e n j e l e n t ő s s z e r e p e t t ö l t e n e k b e a b i z o t t s á g o k . A z O s z t á l y a z u t ó b b i é v e k b e n 
b i z o t t s á g a i n k m u n k á j á n a k i r á n y í t á s á n á l a r r a t ö r e k e d e t t , h o g y e z e k figyelmét e g y r e 
i n k á b b a t u d o m á n y t e r ü l e t e g é s z é t é r i n t ő k é r d é s e k m e g v i t a t á s á r a , m e g o l d á s á r a , a 
t á m o g a t o t t k u t a t á s o k é r d e m i b b e l l e n ő r z é s é r e é s i r á n y í t á s á r a , a k u t a t ó m u n k a k o o r -
d i n á l á s á r a f o r d í t s a . M é g h a t é k o n y a b b á l e h e t n e t a l á n t e n n i a b i z o t t s á g o k m u n k á j á t , 
h a s z á m o s s z e r v e z é s i k é r d é s s e l a b i z o t t s á g o k o n b e l ü l l é t r e h o z a n d ó 5 — 6 t a g ú i n t é -
z ő b i z o t t s á g o k f o g l a l k o z n á n a k é s í g y a b i z o t t s á g t e l j e s ü l é s é n é r d e m i b b k é r d é s e k k e l 
l e h e t n e f o g l a l k o z n i . 
A z O s z t á l y a b i z o t t s á g o k t e v é k e n y s é g é t r é s z b e n a z o s z t á l y t i t k á r n a k a b i z o t t -
s á g o k e l n ö k e i v e l , t i t k á r a i v a l f o l y t a t o t t m e g b e s z é l é s e i n k e r e s z t ü l , r é s z b e n a s z a k -
t i t k á r s á g é s a b i z o t t s á g o k t i t k á r a i n a k k a p c s o l a t á n k e r e s z t ü l i r á n y í t j a . A z e l k ö v e t -
k e z ő é v b e n a z O s z t á l y v e z e t ő s é g k ü l ö n v i z s g á l a t t á r g y á v á f o g j a t e n n i e g y - e g y b i z o t t -
s á g i r á n y í t ó - k o o r d i n á l ó t e v é k e n y s é g é t . 
A b i z o t t s á g o k t u d o m á n y o s m u n k á j á t i r á n y í t ó , b e f o l y á s o l ó t e v é k e n y s é g e e l ő t t 
b i z o n y o s m é r t é k i g ú j h e l y z e t e t t e r e m t a z a k a d é m i a i c é l t á m o g a t á s o k k o n c e n t r á l á s a . 
K o r á b b a n e g y e s t u d o m á n y t e r ü l e t e k e n a t á m o g a t á s s a l a z O s z t á l y a z e g y e t e m i t a n -
s z é k e k e t c s a k n e m k i v é t e l n é l k ü l á t f o g t a é s a z o k t u d o m á n y o s m u n k á j á t k ö z v e t l e n ü l 
b e f o l y á s o l t a . A z a k a d é m i a i t á m o g a t á s k o n c e n t r á l á s á v a l t ö b b e g y e t e m i t a n s z é k 
t u d o m á n y o s m u n k á j a k i k e r ü l t a z O s z t á l y k ö z v e t l e n i r á n y í t á s a a l ó l . T i s z t á z á s r a v á r 
a j ö v ő b e n , h o g y a n t u d j a a z O s z t á l y v é l e m é n y é t n y i l v á n í t a n i , b e f o l y á s á t é r v é n y e s í -
t e n i e z e k e n a t a n s z é k e k e n f o l y ó k u t a t á s o k a t i l l e t ő e n . 
A z O s z t á l y n a k k e r e s n i e k e l l a z o k a t a m ó d s z e r e k e t , f e l a d a t o k a t , a m e l y e k a 
j e l e n l e g i n é l j o b b a n e l ő s e g í t i k a b i z o t t s á g o k k o o r d i n á l ó , e l v i i r á n y í t ó , a z e g é s z t u d o -
m á n y á g f e j l ő d é s é t b e f o l y á s o l ó t e v é k e n y s é g é n e k k i b o n t a k o z á s á t . 
VII. 
Nemzetközi kapcsolatok 
A z O s z t á l y v e z e t ő s é g i r á n y í t ó t e v é k e n y s é g é b e n a z e l m ú l t é v e k s o r á n t u d o m á n y o s 
é l e t ü n k n e m z e t k ö z i k a p c s o l a t a i n a k f e j l ő d é s e é s s o k o l d a l ú b b á v á l á s a k ö v e t k e z t é b e n 
e g y r e n a g y o b b f e l a d a t k é n t j e l e n t k e z e t t a r e n d e l k e z é s r e á l l ó l e h e t ő s é g e k j o b b f e l -
h a s z n á l á s a , v a l a m i n t í i j a b b f o r m á k k i a l a k í t á s a a n e m z e t k ö z i k a p c s o l a t o k t a r t a l -
m a s a b b á t é t e l é r e . M í g n é h á n y é v v e l e z e l ő t t a k ü l f ö l d i k i k ü l d e t é s e k e g y i k f ő c é l j a 
a k á d e r n e v e l é s é s e z z e l p á r h u z a m o s a n a s z e m é l y e s é r i n t k e z é s e n k e r e s z t ü l a k ü l -
f ö l d i i n t é z e t e k k e l , v e z e t ő t u d ó s o k k a l a k a p c s o l a t k i é p í t é s e v o l t , a z u t ó b b i e g y - k é t 
é v b e n a t a n u l m á n y u t a k t e r v e z é s é n é l f o k o z a t o s a n a r r a t ö r e k e d e t t a z O s z t á l y v e z e t ő -
s é g , h o g y a k i k ü l d e t é s e k a k o n k r é t k u t a t á s i t é m á k e l ő r e h a l a d á s á t s e g í t s é k e l ő . 
J e l e n l e g m e g é r t e k a f e l t é t e l e i a n n a k , h o g y e l s ő s o r b a n a k u t a t á s i i g é n y e k h a t á r o z z á k 
m e g a r e n d e l k e z é s r e á l l ó k i k ü l d e t é s i k e r e t e k f e l h a s z n á l á s á t . 
A n e m z e t k ö z i k a p c s o l a t o k j a v í t á s a k é t f o n t o s a b b f e l a d a t m e g o l d á s á t i s k ö z -
v e t l e n ü l s z ü k s é g e s s é t e s z i a z O s z t á l y t e r ü l e t é n . A z e g y i k : f e l ü l k e l l v i z s g á l n i a z 
a k a d é m i a i e g y e z m é n y e k m u n k a t e r v é b e n s z e r e p l ő k ö z ö s k u t a t á s i t é m á k a t a b b ó l a 
323 AZ OSZTÁLY VEZETŐSÉG BESZÁMOLÓJA 
s z e m p o n t b ó l , h o g y a z e l m ú l t k é t - h á r o m é v t a p a s z t a l a t a i a l a p j á n m e l y e k a z o k , 
a m e l y e k é r d e m i e g y ü t t m ű k ö d é s t j e l e n t e n e k , é s m e l y e k e t k e l l f o r m á l i s v o l t u k m i a t t 
t ö r ö l n i . K i s e b b s z á m ú , d e t é n y l e g e s e n k ö z ö s k u t a t á s t j e l e n t ő ' t é m a m e g k ö n n y í t i a z 
i n t é z e t e k s z á m á r a a z e r e d m é n y e s e b b m u n k á t . 
A m á s i k t e n n i v a l ó a n n a k m e g v i z s g á l á s a , h o g y a n h a s z n o s í t j u k a k ü l f ö l d i k i k ü l -
d e t é s e k , t a n u l m á n y u t a k k a p c s á n s z e r z e t t t a p a s z t a l a t o k a t , e r e d m é n y e k e t , h o g y a n 
k e l l t o v á b b f e j l e s z t e n i a z e t é r e n j e l e n l e g a l k a l m a z o t t m ó d s z e r e k e t , f o r m á k a t . I n d o -
k o l t n a k l á t s z i k e g y - e g y i n t é z e t e n b e l ü l 2 — 3 é v r e v i s s z a m e n ő e n m e g v i z s g á l n i m i l y e n 
m ó d s z e r e k k e l , h o g y a n t a r t j á k f e n n é s f e j l e s z t i k a k a p c s o l a t o t k ü l f ö l d i t á r s i n t é z e t e k -
k e l , m i l y e n e r e d m é n y e k k e l j á r e z a k a p c s o l a t , h o g y a n h a s z n á l j á k f e l a z i n t é z e t 
m u n k á j á b a n a z i n t é z e t i k u t a t ó k k ü l f ö l d i t a n u l m á n y ú t j a i n a k t a p a s z t a l a t a i t , m e n y -
n y i b e n b i z o n y u l t a k h a s z n o s a k n a k e z e k a t a n u l m á n y u t a k . E g y i k - m á s i k t e r ü l e t e n 
b i z o t t s á g i s z i n t e n t ö r t é n ő h a s o n l ó f e l m é r é s i s e r e d m é n y e s n e k í g é r k e z i k . 
VIII. 
A z O s z t á l y i r á n y í t ó t e v é k e n y s é g é n e k s o k o l d a l ú s á g a , a h o z z á t a r t o z ó t u d o m á n y -
t e r ü l e t e k s o k r é t ű s é g e n a g y t e r h e k e t r ó a z O s z t á l y v e z e t ő s é g r e . A z O s z t á l y v e z e t ő s é g 
i g y e k e z e t t m u n k á j á t ú g y s z e r v e z n i , h o g y t ö b b f o n t o s k é r d é s e l ő k é s z í t é s é b e n a z 
O s z t á l y v e z e t ő s é g t a g j a i e g y e n k é n t i s r é s z t v e t t e k ; e z z e l e g y r é s z t s i k e r ü l t e l é r n i a 
k é r d é s e k j o b b e l ő k é s z í t é s é t , m á s r é s z t a z O s z t á l y v e z e t ő s é g t a g j a i t ö b b t u d o m á n y á g , 
i l l e t ő l e g i n t é z e t p r o b l é m á i t i s m e r h e t t é k m e g k ö z e l e b b r ő l . 
A z . O s z t á l y v e z e t ő s é g m u n k á j á b a n a z e l é r t e r e d m é n y e k é s f e j l ő d é s e l l e n é r e k é t 
f o g y a t é k o s s á g t a p a s z t a l h a t ó . A z e g y i k , h o g y v i s z o n y l a g s o k a t f o g l a l k o z i k s z e r v e z é s i 
k é r d é s e k k e l é s k e v é s i d e j e m a r a d e g y - e g y t u d o m á n y á g k ö z ö s k é r d é s e i n e k a l a p o s 
m e g v i t a t á s á r a . M á s i k f o g y a t é k o s s á g a , h o g y t ö b b e s e t b e n n e m s i k e r ü l t a h o z o t t 
h e l y e s h a t á r o z a t o k a t , i n t é z k e d é s e k e t , á l l á s f o g l a l á s o k a t m e g f e l e l ő m ó d o n é s m e g -
f e l e l ő m a g a s s z i n t e n é r v é n y r e j u t t a t n i . 
A z O s z t á l y v e z e t ő s é g a z i d é n n e m k í v á n t a h o s s z ú s z ó b e l i b e s z á m o l ó v a l i g é n y b e -
v e n n i a z o s z t á l y ü l é s i d e j é t , e z é r t a z o s z t á l y é s i n t é z e t e k m ű k ö d é s é r ő l , a k u t a t ó -
m u n k a e r e d m é n y e i r ő l s z ó l ó r é s z l e t e s j e l e n t é s t m e l l é k l e t k é n t í r á s b a n j u t t a t t a e l a z 
é r d e k e l t e k h e z . A z i d e i n a g y g y ű l é s i o s z t á l y ü l é s t f ő l e g a r r a k í v á n t a f e l h a s z n á l n i , 
h o g y a figyelmet a tudománypolitikai és a tudományszervezési kérdésekre irányítsa. 
M E L L É K L E T 
A kutatások jelentősebb eredményei 
A z O s z t á l y h o z t a r t o z ó , v a g y a z O s z t á l y á l t a l a n y a g i l a g t á m o g a t o t t m a t e m a t i k a i , 
fizikai é s c s i l l a g á s z a t i i n t é z m é n y e k j e l e n t ő s e b b k u t a t á s i e r e d m é n y e i n a g y v o n a l a k b a n , 
a k ö v e t k e z ő k b e n f o g l a l h a t ó k ö s s z e : 
MATEMATIKAI KUTATÓ INTÉZET 
A valószínűségszámítás h a t á r e l o s z l á s t é t e l e i r e v o n a t k o z ó k u t a t á s o k b a n i n f o r -
m á c i ó e l m é l e t i s e g é d e s z k ö z ö k k e l s i k e r ü l t ú j t é t e l e k e t b i z o n y í t a n i . A v a l ó s z í n ű s é g -
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e l o s z l á s o k a l g e b r á j a t é m a k ö r b e n ú j s z e m p o n t b ó l k e r ü l t e k t á r g y a l á s r a a s z u p e r -
p o z í c i ó f e l b o n t á s p r o b l é m á i . 
A z információelméletben a z i n f o r m á c i ó - a k k u m u l á c i ó k é r d é s é r e v o n a t k o z ó v i z s -
g á l a t o k a l k a l m a z h a t ó k a b o n y o l u l t b e r e n d e z é s e k b e n f e l l é p ő h i b á k m e g k e r e s é s é r e . 
Matematikai statisztikában e g y r é s z t a r e n d e z e t t m i n t á k k a l k a p c s o l a t o s e l o s z l á s 
é s h a t á r e l o s z l á s t é t e l e k r e v o n a t k o z ó ú j e r e d m é n y e k e m e l h e t ő k k i , m á s r é s z t a k í s é r -
l e t e k t e r v e z é s é b e n e l é r t e r e d m é n y e k . 
A z ortogonális sorok elméletében a z a b s z o l ú t s z u m m á c i ó v a l k a p c s o l a t b a n 
b i z o n y í t o t t a k ú j t é t e l e k e t . 
Konstruktív függvénytanban e r e d m é n y e s v i z s g á l a t o k f o l y t a k f o l y t o n o s f ü g g -
v é n y e k a p p r o x i m á l h a t ó s á g á n a k h a t á r a i r a , f ü g g v é n y e k l o k á l i s m a g a s a b b r e n d ű 
d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g á r a v o n a t k o z ó l a g . 
Differenciálegyenletek elméletében e r e d m é n y e k e t é r t e k e l e l l i p t i k u s é s p a r a b o -
l i k u s e g y e n l e t e k m e g o l d á s a i g r a d i e n s e i n e k b e c s l é s é r e , m e m b r á n o k s a j á t é r t é k e i n e k 
g e o m e t r i a i a d a t o k b ó l v a l ó b e c s l é s é r e v o n a t k o z ó l a g . 
Funkcionálanalízisben a H i l b e r t - t é r k o n t r a k c i ó i u n i t é r d i l a t á c i ó i n a k s z e r k e z e -
t é v e l k a p c s o l a t o s v i z s g á l a t o k é s e r e d m é n y e k j e l e n t ő s e k . 
Topológiai kutatásokban a f ü g g v é n y c s a l á d o k á l t a l l é t e s í t e t t s y n t o p o g é n s t r u k -
t ú r á k r a v o n a t k o z ó v i z s g á l a t o k a t f e j l e s z t e t t é k t o v á b b . 
Gráfelméletben e r e d m é n y e k e t é r t e k e l a g r á f s z í n e z é s i p r o b l é m á k k a l k a p c s o l a t -
b a n a k r i t i k u s g r á f o k s z e r k e z e t é r e v o n a t k o z ó a n . 
Algebrában s i k e r e s e n f o g l a l k o z t a k a v é g e s A b e l - c s o p o r t o k ö s s z e s f a k t o r i z á c i ó -
j á n a k m e g o l d á s á v a l é s t ö b b s z é p e r e d m é n y t é r t e k e l a f é l c s o p o r t o k , a g y ű r ű k é s 
á l t a l á n o s í t á s a i e l m é l e t é b e n , t o v á b b á a h á l ó k é s f é l h á l ó k e l m é l e t é b e n . 
Számelméletben e l s ő s o r b a n a z ö s s z e h a s o n l í t ó p r í m s z á m e l m é l e t k ö r é b e n e l é r t 
e r e d m é n y e k j e l e n t ő s e k . 
Matematikai logikában a z a d o t t a x i ó m a r e n d s z e r e k k e r e t e i n b e l ü l m e g n e m o l d -
h a t ó m a t e m a t i k a i p r o b l é m á k r a v o n a t k o z ó k u t a t á s o k v o l t a k s i k e r e s e k . A m a t e m a -
t i k a i l o g i k á n a k n y e l v é s z e t i k é r d é s e k r e v a l ó a l k a l m a z á s a s o r á n s i k e r ü l t m e g a d n i 
a n y e l v n e k m i n t e g y 11 a d a t t a l m e g h a t á r o z o t t s t r u k t ú r á n a k , a l g e b r a i - h a l m a z e l m é l e t i 
d e f i n í c i ó j á t . 
A matematikai "gépek e l m é l e t é b e n j e l e n t ő s a z a z e r e d m é n y , a m e l y a k ö z v e t l e n 
f o r m u l á v a l v e z é r e l h e t ő e l e k t r o n i k u s d i g i t á l i s s z á m o l ó g é p l o g i k a i s z e r k e z e t é n e k e g y -
s z e r ű s í t é s é r e v o n a t k o z i k . 
A matematika módszereinek és eredményeinek alkalmazása terén a z e l m ú l t 
é v b e n i s s i k e r e s m u n k a f o l y t a z I n t é z e t b e n . F o n t o s a k a z o k a z e r e d m é n y e k , a m e l y e k 
h í r a d á s t e c h n i k a i a l k a t r é s z e k é l e t t a r t a m v i z s g á l a t á r a v o n a t k o z n a k . E k é r d é s s e l k a p -
c s o l a t o s k u t a t á s o k a K G S T k e r e t b e n f o l y n a k é s a k u t a t á s o k k o o r d i n á l á s á r a M a g y a r -
o r s z á g k a p o t t m e g b í z á s t . A z O r s z á g o s T e r v h i v a t a l m e g b í z á s a a l a p j á n v i z s g á l a t o k 
f o l y n a k a k é s z l e t n o r m á k k i d o l g o z á s á r a . I g e n é r t é k e s e k a z o k a z e r e d m é n y e k , a m e l y e k 
a f o l y a m a t o s t e r m e l é s t m e g a d o t t k o c k á z a t t a l b i z t o s í t ó l e g k i s e b b r a k t á r k é s z l e t m e g -
h a t á r o z á s á r a v o n a t k o z n a k . 
J e l e n t ő s e k a z o k a z e r e d m é n y e k is, a m e l y e k e t a biometria t e r ü l e t é n é r t e k e l a 
k u t a t ó k , e z e k e g y r é s z t o r v o s i v o n a t k o z á s ú a k , m á s r é s z t a z á l l a t t e n y é s z t é s p r o b l é m á i -
v a l k a p c s o l a t o s a k . A m a t e m a t i k a a l k a l m a z á s a i t e r é n t e r m é s z e t e s e n s z á m o s t ö b b 
e r e d m é n y v o l n a m é g k i e m e l h e t ő é s f e l s o r o l h a t ó . 
A z é v s o r á n é r k e z e t t k ü l s ő m e g b í z á s o k s z á m a 181 v o l t , m í g a z é v f o l y a m á n 
e l i n t é z e t t m e g b í z á s o k s z á m a 1 4 5 . A z I n t é z e t á l t a l a l a p í t á s a ó t a m e g o l d o t t m e g -
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b í z á s o k s z á m a 1 6 1 1 . H á t r á l t a t j a e t é r e n a z I n t é z e t m u n k á j á t e g y r é s z t a z a l k a l m a z á -
s o k k a l f o g l a l k o z ó o s z t á l y o k l é t s z á m h i á n y a , m á s r é s z t e g y e l e k t r o n i k u s s z á m o l ó g é p 
h i á n y a . 
K o n g r e s s z u s o k o n , e l ő a d ó k ö r u t a k o n , t a n u l m á n y u t a k o n , t a p a s z t a l a t c s e r é n 4 1 
m u n k a t á r s j á r t ö s s z e s e n 8 8 a l k a l o m m a l . A k u t a t ó k k ü l f ö l d ö n 9 0 e l ő a d á s t t a r t o t t a k . 
E z é v s o r á n s z á m o s k ü l f ö l d i m a t e m a t i k u s t e t t l á t o g a t á s t a z I n t é z e t b e n . T ö b b o r s z á g 
( S z o v j e t u n i ó , C s e h s z l o v á k i a , R o m á n i a , L e n g y e l o r s z á g ) m a t e m a t i k a i i n t é z e t e i v e l 
e g y ü t t m ű k ö d é s i k a p c s o l a t b a n á l l a z I n t é z e t . 
A z é v s o r á n m e g j e l e n t , v a g y k ö z l é s r e b e n y ú j t o t t , a z i n t é z e t i m u n k a e r e d m é n y e i t 
t a r t a l m a z ó d o l g o z a t o k é s k ö n y v e k s z á m a 2 0 3 , a m e l y b ő l 159 e z év i m u n k a e r e d -
m é n y e . 
A z I n t é z e t 3 1 m u n k a t á r s a v e t t r é s z t a z e g y e t e m i o k t a t á s b a n . A z I n t é z e t b e n 
ö s s z e s e n 3 1 0 a l k a l o m m a l t a r t o t t a k s z e m i n á r i u m o t . 
SZÁMÍTÁSTECHNIKAI KÖZPONT 
A K ö z p o n t f e l a d a t a a z 1 9 6 2 - e s é v b e n i s t ö b b r é t ű v o l t . A z M — 3 g é p ü z e m e l -
t e t é s e , t o v á b b á f e l a d a t o k n a k a g é p e n t ö r t é n ő m e g o l d á s a t e r é n a k i t ű z ö t t s z i n t e t 
— a g é p f e j l e s z t é s i m u n k á j a m i a t t — n e m s i k e r ü l t e l é r n i . A k e l l ő k é p p e n k i n e m 
d o l g o z o t t t e c h n o l ó g i á v a l e l ő á l l í t o t t é s á l l a n d ó a n v á l t o z t a t o t t M — 3 g é p s o k h á t -
r á n n y a l r e n d e l k e z i k a s z é r i á v a l k é s z ü l t e k k e l s z e m b e n . A f e j l e s z t é s s e l k a p c s o l a t o s 
m ű s z a k i f e l a d a t o k e g y r é s z e a z e l m ú l t é v b e n s e m f e j e z ő d ö t t b e e r e d m é n y e s e n . 
A K ö z p o n t e g y s é g e s e b b s t r u k t ú r á j á n a k k i a l a k í t á s á t a z 1 9 6 2 . é v b e n s e m s i k e r ü l t 
m e g v a l ó s í t a n i . K e d v e z ő t l e n , s ő t f é k e z ő h a t á s ú a z a k ö r ü l m é n y , h o g y a K ö z p o n t 
v o n a t k o z á s á b a n t u d o m á n y p o l i t i k a i k é r d é s e k b e n a z á l l á s f o g l a l á s k i k r i s t á l y o s o d á s á -
h o z t ú l h o s s z ú i d ő s z ü k s é g e s , é s í g y a K ö z p o n t m u n k á j á t , s z e r v e z e t é t d ö n t ő e n b e f o -
l y á s o l ó h a t á r o z a t o k s o k a t k é s n e k . 
A K ö z p o n t k o l l e k t í v á j a n é g y o s z t á l y k e r e t é b e n v é g z i k u t a t á s i t e v é k e n y s é g é t ; 
1. Elméleti Osztály, 2. Gazdasági Alkalmazások Osztálya, 3. Számológépkutatási 
Osztály, 4 . Számológépüzemeltetési Osztály. A z e l m ú l t é v b e n a K ö z p o n t b a n 1 0 
t é m á v a l f o g l a l k o z t a k . 
E l k é s z ü l t a z S C F P s z i m b o l i k u s c í m e k e t f o r d i t ó p r o g r a m , a m e l y e g y , a p r o g r a m 
e l k é s z í t é s e k ö z b e n a l k a l m a z o t t í r á s m ó d n á l ( u t a s í t á s o k s z i m b o l i k u s a n j e l ö l t c í m e k -
k e l ) a z M — 3 g é p i n y e l v r e f o r d í t . É r t é k e s e r e d m é n y e k s z ü l e t t e k a g é p i f e l a d a t m e g -
o l d á s o k k a l k a p c s o l a t o s m a t e m a t i k a i é s l o g i k a i k u t a t á s o k t e r é n . A z ORSZÁGOS 
TERVHIVATAL r é s z é r e o l y a n m a t e m a t i k a i m ó d s z e r e k e t é s s z á m í t á s i e l j á r á s o k a t d o l -
g o z t a k k i , a m e l y e k s e g í t s é g e t n y ú j t a n a k a n é p g a z d a s á g i t e r v e z é s é s e l e m z é s t ö k é l e -
t e s í t é s é h e z é s e z z e l m e g t e r e m t e t t é k a m o d e r n m a t e m a t i k a i m ó d s z e r e k é s e l e k t r o n i k u s 
s z á m o l ó g é p e k f e l h a s z n á l á s á n a k l e h e t ő s é g é t a n é p g a z d a s á g t e r v e z é s é b e n . A z ORSZÁ-
GOS ÁRHIVATAL m e g b í z á s á b ó l o l y a n m a t e m a t i k a i m ó d s z e r e k , a d a t r e n d e z é s i é s s z á -
m í t á s i e l j á r á s o k k i d o l g o z á s á r a k e r ü l t s o r , a m e l y e k s e g í t s é g é v e l m e g h a t á r o z h a t ó k a z 
á r v á l t o z á s o k k ö l c s ö n h a t á s a i é s a l e g f o n t o s a b b t e r m é k e k g a z d a s á g o s s á g i m u t a t ó i . 
A b a u x i t - é s a l u m í n i u m i p a r l e g g a z d a s á g o s a b b t e r m e l é s i a r á n y a i n a k é s f e j l e s z t é s é n e k 
p r o g r a m o z á s á r a s z o l g á l ó m o d e l l t d o l g o z t a k k i a K ö z p o n t b a n . A n é p g a z d a s á g i 
t e r v e z é s m a t e m a t i k a i - g é p i m ó d s z e r e i v e l k a p c s o l a t o s k u t a t á s o k k e r e t é b e n k i d o l g o -
z á s r a k e r ü l t a „ k é t s z i n t ű t e r v e z é s " m ó d s z e r e . F i g y e l e m r e m é l t ó e r e d m é n y e k s z ü l e t t e k 
a g a z d a s á g i p r o g r a m o z á s p r o b l é m á i n a k v i z s g á l a t a s o r á n . 
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EÖTVÖS LORÁND TUDOMÁNYEGYETEM MATEMATIKAI INTÉZETE 
( A z I n t é z e t a z A k a d é m i á t ó l c é l t á m o g a t á s t k a p . ) 
A z I n t é z e t b e n a z algebra t e r ü l e t é n t ö b b r é s z e r e d m é n y t é r t e k e l , í g y p l . s i k e r ü l t 
k i d o l g o z n i a z ú n . a l g e b r a i l a g k o m p a k t c s o p o r t o k e l m é l e t é n e k e g y s z e r ű é s e g y s é g e s 
t á r g y a l á s á t . A számelméleti k u t a t á s o k k a l k a p c s o l a t b a n t o v á b b f e j l e s z t e t t é k a d i o -
f a n t o s z i a p p r o x i m á c i ó k r a v o n a t k o z ó m ó d s z e r t é s e n n e k ú j a b b a l k a l m a z á s a i t a d t á k . 
E r e d m é n y e s m u n k a f o l y t a geometria é s a topológia t e r ü l e t é n , í g y p l . ú j e r e d m é n y e k 
s z ü l e t t e k a d i s z k r é t g e o m e t r i á v a l k a p c s o l a t b a n . R é s z e r e d m é n y e k e t é r t e k e l a k l a s s z i -
k u s a n a l í z i s é s a f ü g g v é n y t a n i k u t a t á s o k b a n . F o l y t a t ó d t a k a m a t e m a t i k a i l o g i k a 
e l d ö n t é s p r o b l é m á j á r a v o n a t k o z ó v i z s g á l a t o k . 
JÓZSEF ATTILA TUDOMÁNYEGYETEM BOLYAI INTÉZETE, SZEGED 
( C é l t á m o g a t á s t a z I n t é z e t a z A k a d é m i á t ó l k a p . ) 
E r e d m é n y e s k u t a t ó m u n k a f o l y t a z I n t é z e t b e n a differenciálegyenletek é s a z 
ortogonális sorok e l m é l e t é b e , v a l a m i n t a funkcionálanalízis k ö r é b e v á g ó v i z s g á l a t o k 
k e r e t é b e n . E l k é s z ü l t a „ V a l ó s f ü g g v é n y t a n é s f ü g g v é n y s o r o k " c . e g y e t e m i t a n k ö n y v 
a n g o l n y e l v ű v á l t o z a t a , a m e l y a z A k a d é m i a i K i a d ó é s a N e w - Y o r k - i O x f o r d U n i v . 
P r e s s k ö z ö s k i a d á s á b a n j e l e n i k m e g . 
A z algebrai vizsgálatok s o r á n a M a r c z e w s k i - f é l e f ü g g e t l e n s é g f o g a l m á t a l k a l -
m a z t á k h á l ó k r a , v a l a m i n t f é l h á l ó k r a é s m e g á l l a p í t o t t á k e n n e k a f o g a l o m n a k l e g -
f o n t o s a b b t u l a j d o n s á g a i t e z e k r e a z a l g e b r a i s t r u k t ú r á k r a v o n a t k o z ó a n . M e g j e l e n t a 
„ B e v e z e t é s a h á l ó e l m é l e t b e " c . k ö n y v n é m e t n y e l v e n é s m e g t ö r t é n t a z a n g o l n y e l v ű 
k i a d á s e l ó ' k é s z í t é s e i s . 
E l k é s z ü l t a „ B e g r ü n d u n g d e r e u k l i d i s c h e n u n d n i c h t e u k l i d i s c h e n G e o m e t r i e n " 
c . e g y e t e m i t a n k ö n y v k é z i r a t a , a m e l y a z A k a d é m i a i K i a d ó k i a d á s á b a n f o g m e g -
j e l e n n i . F i g y e l e m r e m é l t ó r é s z e r e d m é n y e k e t é r t e k e l a z I n t é z e t b e n a geometriai vizs-
gálatok s o r á n . 
A halmazelméleti vizsgálatok k e r e t é b e n a t r a n s z f i n i t f ü g g v é n y e k e l m é l e t é b e n 
G . KUREPA á l t a l e l é r t e r e d m é n y e k e t s i k e r ü l t t o v á b b é l e s í t e n i é s a b i z o n y í t á s o k a t 
l é n y e g e s e n l e e g y s z e r ű s í t e n i . 
T e v é k e n y m u n k a f o l y t a z I n t é z e t b e n a matematikai logika elméleti kérdéseire, 
a l k a l m a z á s a i r a , v a l a m i n t a v e l ü k k a p c s o l a t b a n f e l v e t ő d ő ' filozófiai k é r d é s e k r e v o n a t -
k o z ó v i z s g á l a t o k k e r e t é b e n . 
KOSSUTH LAJOS TUDOMÁNYEGYETEM MATEMATIKAI INTÉZETE, DEBRECEN 
( A z I n t é z e t c é l t á m o g a t á s t a M ű v e l ő d é s ü g y i M i n i s z t é r i u m t ó l k a p . ) 
A z I n t é z e t b e n a k u t a t á s o k n é g y i r á n y b a n f o l y n a k : g e o m e t r i a , a l g e b r a , a n a l í z i s 
és v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s , e h h e z j á r u l m é g a m a t e m a t i k a t ö r t é n e t e . 
A g e o m e t r i a i k u t a t á s o k b a n k i e m e l k e d n e k a z o k a differenciálgeometriai vizs-
gálatok, a m e l y e k e r e d m é n y e HILBERT e g y i k s e j t é s é r e v o n a t k o z i k . S z é p e l i s m e r é s t 
s z e r e z t e k a z információ mértékek k a r a k t e r i z á l á s á r a v o n a t k o z ó e r e d m é n y e k . V é g ü l 
m e g e m l í t e n d ő k a z o k a z e r e d m é n y e k , a m e l y e k a b e l s ő s z o r z a t á l t a l á n o s í t á s á v a l a 
HILBERT algebrának o l y a n á l t a l á n o s í t á s á t a d t á k , a m e l y e k n e k k i k u t a t á s a n e m c s a k 
a n o r m á l t a l g e b r á k e r e d m é n y e i n e k n a g y ö s s z e f o g l a l á s á t a d j á k , h a n e m a z á l t a l á n o s í -
t á s a l k a l m a s m é g a r r a i s , h o g y a z a l k a l m a z á s o k b a n s z e r e p e t j á t s z ó v a l ó s z í n ű s é g -
s z á m í t á s i é s m á t r i x e l m é l e t i k é r d é s e k e t i s á l t a l á n o s í t s a n a k . 
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KÖZPONTI FIZIKAI KUTATÓ INTÉZET 
A z I n t é z e t 1962.. é v i t u d o m á n y o s t e v é k e n y s é g e a z O r s z á g o s A t o m e n e r g i a B i z o t t -
s á g ö t é v e s t e r v é b e n m e g s z a b o t t f ő i r á n y o k n a k m e g f e l e l ő e n f o l y t . A j e l e n l e g i s z e r -
v e z é s i f e l o s z t á s , a m e l y 8 o s z t á l y r a b o n t j a a z I n t é z e t k o l l e k t í v k u t a t á s i t e v é k e n y s é g é t 
a k ö v e t k e z ő : 1 . 1 . Fizikai Főosztály, 2. I I . Fizikai Főosztály, 3 . I I I . Fizikai Főosztály, 
4. Kémiai Főosztály, 5. Elméleti Főosztály, 6. Elektronikus Főosztály, 1. Szilárdtest-
fizikai Laboratórium, 8. Sugárvédelmi Osztály. 
A z é v f o l y a m á n 1 4 f ő t é m á v a l f o g l a l k o z t a k . A f ő t é m á k n a k a t u d o m á n y o s k u t a t á s 
f ő i r á n y a i s z e r i n t m e g o s z l á s a a k ö v e t k e z ő : 
1. N a g y e n e r g i á j ú m a g k ö l c s ö n h a t á s o k v i z s g á l a t a k o z m i k u s s u g á r z á s i é s g y o r -
s í t o t t r é s z e c s k é k s e g í t s é g é v e l . 
2 . A k o z m i k u s s u g á r z á s g e o f i z i k a i é s a s z t r o f i z i k a i v o n a t k o z á s a i n a k v i z s g á -
l a t a . 
3 . A f é n y m i k r o s t r u k t ú r á j á n a k v i z s g á l a t a . 
4 . M a g s p e k t r o s z k ó p i a i k u t a t á s o k . 
5 . M a g r e a k c i ó k v i z s g á l a t a . 
6 . S z i l á r d t e s t e k r e n d e z e t l e n s é g i j e l e n s é g e i n e k v i z s g á l a t a . 
7 . E l m é l e t i k u t a t á s o k . 
8 . R é s z e c s k e g y o r s í t ó b e r e n d e z é s e k f e j l e s z t é s e m a g f i z i k a i k u t a t á s o k é s i p a r i 
a l k a l m a z á s c é l j a i r a . 
9 . R e a k t o r o k t e r v e z é s é v e l é s é p í t é s é v e l k a p c s o l a t o s fizikai é s t e c h n i k a i k u t a t á -
s o k . 
10 . R e a k t o r o k t e r v e z é s é v e l é s é p í t é s é v e l k a p c s o l a t o s k é m i a i k u t a t á s o k . 
1 1 . I z o t ó p - k é m i a i k u t a t á s o k . 
12 . A l k a l m a z o t t a n a l i t i k a i k é m i a i k u t a t á s o k . 
13. K o m p l e x m é r ő b e r e n d e z é s e k ; e g y e d i é s k i s s o r o z a t ú e l e k t r o n i k u s k é s z ü l é k e k . 
14. K ö z é p - é s n a g y s o r o z a t ú e l e k t r o n i k u s m é r ő b e r e n d e z é s e k . 
A k u t a t á s o k n é h á n y j ó l k i v á l a s z t o t t t e r ü l e t e n — a b a r á t i o r s z á g o k k a l é s e l s ő -
s o r b a n a S z o v j e t u n i ó v a l v a l ó k ö z ö s e g y ü t t m ű k ö d é s r e t á m a s z k o d v a — f o l y t a k . 
A k u t a t á s i t é m á k j e l e n t ő s r é s z e a l a p k é r d é s e k v i z s g á l a t á r a i r á n y u l t é s u g y a n a k k o r 
i n t e n z í v t e v é k e n y s é g n y i l v á n u l t m e g a s z a k t e r ü l e t e k n e k m e g f e l e l ő a l k a l m a z o t t 
k u t a t á s i k é r d é s e k b e n i s . A z a l k a l m a z o t t k u t a t á s o k f ő t é m á i n a k n a g y r é s z e a r e a k t o r -
k u t a t á s k ö r é c s o p o r t o s u l t . A z a l k a l m a z o t t k u t a t á s o k t e r ü l e t é n k i a l a k u l t m á s o d i k 
f ő i r á n y a n u k l e á r i s m é r ő m ű s z e r e k k u t a t á s a é s f e j l e s z t é s e v o l t . 
Az Intézet legfontosabb eredményei 
Alapkutatással foglalkozó főtémák 
• A nagyenergiájú magkölcsönhatások vizsgálatában a l e g j e l e n t ő s e b b e r e d m é n y e k 
а я — p r u g a l m a s k ö l c s ö n h a t á s b u b o r é k k a m r á s v i z s g á l a t a , a n—p r u g a l m a t l a n 
k ö l c s ö n h a t á s e m u l z i ó s v i z s g á l a t a é s a k i t e r j e d t l é g i z á p o r o k n a p i p e r i o d i c i t á s á n a k 
v i z s g á l a t a t e r é n s z ü l e t t e k . 
A kozmikus sugárzási m é r é s i a d a t o k p e r i ó d u s k e r e s é s é r e s i k e r ü l t o l y a n m a t e -
m a t i k a i s t a t i s z t i k a i m ó d s z e r t k i d o l g o z n i , a m e l y a k o z m i k u s s u g á r z á s i a d a t o k p e r i o -
d i c i t á s á b ó l a m e t e o r o l ó g i a i e r e d e t ű r é s z t e l t u d j a k ü l ö n í t e n i . 
A fény mikrostruktúrájával kapcsolatos kutatások t e r é n j e l e n t ő s e r e d m é n y n e k 
s z á m í t , h o g y a k o r r e l á c i ó m é r é s b e n é s a A Z / c / W í o / i - i n t e r f e r o m é t e r g e o m e t r i á j á n a k 
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v i z s g á l a t a s o r á n a z e l m é l e t i é s k í s é r l e t i e r e d m é n y e k j ó e g y e z é s t m u t a t t a k . F i g y e l e m r e 
m é l t ó e r e d m é n y a d e u t é r i u m 2 . é s 6 . v o n a l á n a k k í s é r l e t i f e l b o n t á s a . 
A magspektroszkópiai vizsgálatok s o r á n a P 3 1 é s F 1 9 m a g o k p r o t o n o k k a l v a l ó 
b o m b á z á s a ú t j á n t o v á b b i n í v ó k s p i n - é s p a r i t á s a d a t a i t s i k e r ü l t m e g h a t á r o z n i , e n n e k 
a l a p j á n a z F 1 9 + p t í p u s ú m a g r e a k c i ó k e l s ő n é g y r e z o n a n c i á j á r a v o n a t k o z ó a n 
m i n d e n l é n y e g e s a d a t i s m e r e t e s . 
A m a g f i z i k a i k u t a t á s o k s o r á n é r t é k e s e r e d m é n y e k e t é r t e k e l e g y e s k ö n n y ű 
m a g o k s z e r k e z e t é n e k , t o v á b b á a m a g h a s a d á s k o r l e j á t s z ó d ó f o l y a m a t o k m e c h a n i z -
m u s á n a k v i z s g á l a t a t e r ü l e t é n . A p o l a r i z á c i ó s v i z s g á l a t o k a l k a l m á v a l a d r e z d a i 
c i k l o t r o n 1 3 , 5 M e V - o s d e u t é r o n n y a l á b j a s e g í t s é g é v e l — a m a g y a r — n é m e t e g y ü t t -
m ű k ö d é s b e n — m e g h a t á r o z t á k a C 1 2 ( d , p ) C ' 3 r e a k c i ó k b ó l k i l é p ő g a m m a - s u g a r a k 
c i r k u l á r i s p o l a r i z á c i ó j á t . 
A szilárdtestfizikai k u t a t á s o k t e r ü l e t é n a t r a n s z p o r t j e l e n s é g e k v i z s g á l a t á v a l t i s z -
t á z t á k a v a k a n c i á k s z e r e p é t C u 3 A u - ö t v ö z e t r e n d e z ő d é s i f o l y a m a t á b a n . M e g h a t á -
r o z t á k a F e 2 A l - ö t v ö z e t s p o n t á n m á g n e s e s i n t e n z i t á s á n a k h ő m é r s é k l e t f ü g g é s é t a 
K u r n a k o v - p o n t k ö r n y é k é n . 
Az elméleti fizikai k u t a t á s o k t e r ü l e t é n a l e g j e l e n t ő s e b b e r e d m é n y a z e l e k t r o -
m á g n e s e s t é r b e n m o z g ó r é s z e c s k e S c h r ö d i n g e r , i l l e t v e P a u l i e g y e n l e t é n e k m e g f e l e l ő 
h i d r o d i n a m i k a i m o z g á s e g y e n l e t m e g a l k o t á s a v o l t . 
Alkalmazott kutatással foglalkozó főtémák 
A részecskegyorsító-berendezések t e r é n a f ő figyelem a z E G — 2 t a n k g e n e r á t o r r a 
i r á n y u l t . A b e r e n d e z é s m i n d e n l é n y e g e s r é s z e a g y o r s í t ó c s ő k i v é t e l é v e l e l k é s z ü l t . 
A c s ő k é s z í t é s t t e c h n o l ó g i a i p r o b l é m á k m e g n e h e z í t e t t é k . A z é v v é g é r e s i k e r ü l t a 
t e c h n o l ó g i á t e l s a j á t í t a n i . 
A reaktorkutatási p r o g r a m k e r e t é n b e l ü l a z 1 9 6 0 . é v ő s z é n m e g é p í t e t t Z R — 1 
k r i t i k u s r e n d s z e r e n b e f e j e z t é k a r á c s v i z s g á l a t o k a t , k i d o l g o z t á k a r e a k t o r o k d i n a m i -
k a i v i s e l k e d é s é t j e l l e m z ő p a r a m é t e r e k m é r é s é n e k m e t o d i k á j á t . A Z R — 1 r e n d s z e r 
é s a z o t t f o l y ó k u t a t ó m u n k a k i v á l t o t t a a b a r á t i o r s z á g o k e z i r á n y ú é r d e k l ő d é s é t . 
A b e l s ő k e r i n g e t é s ű o r g a n i k u s z ó n a h ú r o k k i v i t e l e z é s e l é n y e g é b e n b e f e j e z ő d ö t t . 
A r e a k t o r o n k í v ü l i p r ó b a ü z e m e g y e s m é r é s e i t e l v é g e z t é k é s k i d o l g o z t a k e g y k a l o r i -
m e t r i k u s m é r é s i e l j á r á s t a v i z s g á l a n d ó o r g a n i k u s a n y a g o k b a n e l n y e l ő d ő r e a k t o r -
s u g á r z á s m é r t é k é n e k m e g h a t á r o z á s á r a . Ü z e m b e h e l y e z t é k a s z e r v e s m o d e r á t o r o k 
v i z s g á l a t á r a a l k a l m a s Z R — 2 r e n d s z e r t . 
A reaktorok tervezésével é s építésével k a p c s o l a t o s k é m i a i v i z s g á l a t o k a l a p j á n 
m e g á l l a p í t o t t á k , h o g y a d i f e n i l - d i f e n i l m e t á n e u t e k t i k u s e l e g y k e d v e z ő b b t u l a j d o n -
s á g ú , m i n t a z a m e r i k a i s z a b a d a l o m k é n t e l f o g a d o t t i z o p r o p i l d i f e n i l . A f ű t ő e l e m -
k í s é r l e t e k h e z s z ü k s é g e s u r á n v e g y ü l e t e k e l ő á l l í t á s a s o r á n t i s z t á z t á k a z e l ő á l l í t á s i 
f o l y a m a t o k b a n s z e r e p e t j á t s z ó e g y e s k o m p l e x u r á n v e g y ü l e t e k s z e r k e z e t é t é s k é p -
z ő d é s i m e c h a n i z m u s á t . K i d o l g o z t á k a z U 0 2 k e r á m i a t e s t e k e l ő á l l í t á s i t e c h n o l ó g i á j á t . 
Az izotópkémiai kutatások t e r ü l e t é n v é g z e t t t e v é k e n y s é g j e l e n t ő s r é s z é t a z i z o -
t ó p t e r m e l é s m e r í t e t t e k i . A b e s z á m o l á s i i d ő s z a k f o l y a m á n r e n d s z e r e s e n 2 4 - f é l e 
i z o t ó p o t á l l í t o t t a k e l ő , 3 3 k ü l ö n b ö z ő v e g y ü l e t f o r m á j á b a n , 3 3 , 4 c u r i e ö s s z m e n n y i -
s é g b e n . A z e l ő á l l í t o t t k é s z í t m é n y e k é r t é k e 6 0 5 0 0 0 d e v i z a f o r i n t . A N e m z e t k ö z i 
A t o m e n e r g i a Ü g y n ö k s é g h e z b e k ü l d ö t t i z o t ó p m i n t á i k r ó l m e g á l l a p í t á s t n y e r t , h o g y 
a z o k m i n ő s é g e e l é r i a n e m z e t k ö z i s z í n v o n a l a t . E r e d m é n y e k e t é r t e k e l a z i z o t ó p -
e f f e k t u s o k v i z s g á l a t a é s ú j a b b i z o t ó p k é s z í t m é n y e k e l ő á l l í t á s a t e r é n . 
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Az alkalmazott analitikai-kémiai kutatások f o l y a m á n a z u r á n o x i d s z e n n y e z é s e i -
n e k v i z s g á l a t á h o z ú j , é r z é k e n y s p e k t r á l a n a l i t i k a i m ó d s z e r e k e t d o l g o z t a k k i . A n e u t -
r o n a k t i v á c i ó - a n a l i t i k a i m ó d s z e r t s i k e r r e l a l k a l m a z t á k a z o k b a n a z e s e t e k b e n , a m e -
l y e k b e n a s z í n k é p e l e m z é s e s m ó d s z e r m á r n e m b i z o n y u l t m e g f e l e l ő e n é r z é k e n y n e k . 
A t e r v é v b e n ú j m ó d s z e r t d o l g o z t a k k i a P , A s é s S b m e g h a t á r o z á s á r a — k é m i a i 
e l v á l a s z t á s s a l , v a l a m i n t p a p í r k r o m a t o g r á f i á s m ó d s z e r r e l . 
A nukleáris műszerfejlesztés t e r é n v é g z e t t m u n k á s s á g i r á n t m e g n y i l v á n u l ó 
n e m z e t k ö z i é r d e k l ő d é s i s b i z o n y í t j a a z I n t é z e t e z i r á n y ú t e v é k e n y s é g é n e k n é p g a z d a -
s á g i j e l e n t ő s é g é t . F i g y e l e m r e m é l t ó e r e d m é n y t é r t e k e l a z i d ő - a m p l i t ú d ó k o n v e r t e r 
f e j l e s z t é s e t e r é n , a m e l y n e k r é v é n l e h e t ő s é g n y í l t a 1 2 8 - c s a t o r n á s e l e k t r o n c s ö v e s 
a n a l i z á t o r n a k a n a n o n s z e k u n d u m o s t a r t o m á n y b a n i d ő a n a l i z á t o r k é n t v a l ó a l k a l -
m a z á s á r a . 
A n u k l e á r i s m é r ő m ű s z e r e k t r a n z i s z t o r i z á l á s a p r o g r a m k e r e t é b e n v é g z e t t f e j -
l e s z t é s i t e v é k e n y s é g e r e d m é n y e s n e k m o n d h a t ó . A z 1 9 6 3 . t e r v é v r e b e á l l í t o t t m ű s z e r -
g y á r t á s i v o l u m e n m e g k ö z e l í t ő e n a k é t s z e r e s é r e e m e l k e d e t t . J e l e n t ő s n e k m o n d h a t ó 
a z a t e v é k e n y s é g , a m e l y e t a k u t a t ó k a z i p a r i á t a d á s é s g y á r t m á n y b e v e z e t é s , v a l a m i n t 
a z i p a r i ü z e m e k k e l v a l ó e g y ü t t m ű k ö d é s é r d e k é b e n f o l y t a t t a k . A K F K I á l t a l k i f e j -
l e s z t e t t é s a z i p a r n a k á t a d o t t t í p u s o k b ó l a r e n d e l k e z é s r e á l l ó a d a t o k a l a p j á n a h a z a i 
i p a r 1 9 6 3 - b a n m i n t e g y 8 0 m i l l i ó f o r i n t é r t é k b e n f o g n u k l e á r i s m ű s z e r e k e t g y á r t a n i . 
A b e s z á m o l á s i i d ő s z a k b a n m e g j e l e n t 1 2 3 t u d o m á n y o s p u b l i k á c i ó h í v e n t ü k r ö z i 
a z I n t é z e t t u d o m á n y o s t e v é k e n y s é g é n e k e r e d m é n y e s s é g é t . 
ATOMMAG KUTATÓ INTÉZET 
A z I n t é z e t a m u n k a t e r v é b e n m e g s z a b o t t f e l a d a t o k a t t e l j e s í t e t t e . A z é v f o l y a m á n 
4 t é m á v a l f o g l a l k o z t a k , a m e l y e k m i n d á t h ú z ó d t a k 1 9 6 3 - r a i s . A t é m á k k ö z ü l e g y 
a K ö z p o n t i F i z i k a i K u t a t ó I n t é z e t t e l e g y ü t t m ű k ö d v e f o l y t a t ó d i k . A z e l m ú l t é v 
k i e m e l k e d ő e r e d m é n y e i a m a g s p e k t r o s z k ó p i a , m a g r e a k c i ó k é s a h a s a d á s i t e r m é k e k -
n e k h u m u s z o n v a l ó v i s s z a t a r t á s á r a v o n a t k o z ó k u t a t á s a t e r é n s z ü l e t t e k . 
J e l e n t ő s e r e d m é n y a C l 3 6 m a g S 3 6 - b a n b o m l á s á n á l a z ejß+ viszony megmérése, 
a m e l y a z e l s ő k í s é r l e t i b i z o n y í t é k o t s z o l g á l t a t j a a r r a a z e l m é l e t i e l ő r e j e l z é s r e , h o g y 
m a g a s a b b r e n d b e n n e m e g y é r t e l m ű e n t i l t o t t b o m l á s o k n á l a z ek/ß+ v i s z o n y n ő . 
A g y o r s n e u t r o n o k k a l é s t ö l t ö t t r é s z e c s k é k k e l l é t r e h o z o t t magreakciókra vonatkozó 
kutatások i g e n j e l e n t ő s e k , a m e l y e k m á r t ö b b é v e é r t é k e s e r e d m é n n y e l f o l y n a k . 
Kőzetek urántartalmának v i z e s o l d á s á t b e f o l y á s o l ó n é h á n y t é n y e z ő l a b o r a t ó r i u m i 
v i z s g á l a t á n a k e r e d m é n y e k é n t s i k e r ü l t a v i l á g s z e r t e f o l y t a t o t t h i d r o g e o l ó g i a i u r á n -
k u t a t á s o k e r e d m é n y e i t b e f o l y á s o l ó n é h á n y t e r m é s z e t i t é n y e z ő r e ( s z e m c s e n a g y s á g , 
é r i n t k e z é s i d e j e , a d s z o r p c i ó s h a t á s ) f é n y t d e r í t e n i . Kőzetek és meteoritok tömeg-
spektroszkópiai vizsgálata k e r e t é b e n 8 6 k ü l ö n b ö z ő l e l ő h e l y r ő l s z á r m a z ó h a z a i é s 
k ü l f ö l d i g a l e n i t m i n t a k v a n t i t a t í v é s r é s z b e n k v a l i t a t í v k é m i a i a n a l í z i s é t v é g e z t é k e l 
2 2 k é m i a i e l e m r e . T o v á b b f o l y t a t ó d o t t a hasadási termékek humuszon való vissza-
tartására vonatkozó kutatómunka é s e n n e k s o r á n a p e r i ó d u s o s r e n d s z e r á t m e n e t i 
é s e g y e s n e g a t í v k a r a k t e r ű e l e m e i h e z t a r t o z ó m e g h a s a d á s i t e r m é k e k h u m u s z s a v a k -
k a l s z e m b e n i v i s e l k e d é s é t v i z s g á l t á k . 
A z I n t é z e t f e l s z e r e l é s é n e k k o r s z e r ű 4 0 0 c s a t o r n á s a n a l i z á t o r r a l v a l ó k i e g é s z í t é s e 
i g e n s ü r g e t ő f e l a d a t . S a j n o s , a b e s z e r z é s f o l y a m a t b a t é t e l é t 1 9 6 2 - b e n n e m s i k e r ü l t 
b i z t o s í t a n i , s ő t 1 9 6 3 - r a s e m s i k e r ü l t e r r e a c é l r a f e d e z e t e t b i z t o s í t a n i . A z I n t é z e t b e n 
a z e l k ö v e t k e z ő é v e k b e n e g y 5 M v - o s n y o m á s g e n e r á t o r t é p í t e n e k . U g y a n c s a k i l y e n 
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t e l j e s í t m é n y ű g e n e r á t o r é p í t é s é r e k e r ü l s o r a K ö z p o n t i F i z i k a i K u t a t ó I n t é z e t b e n i s . 
A k é t I n t é z e t s z o r o s a n e g y ü t t m ű k ö d v e m á r m e g k e z d t e a b e r e n d e z é s e k t e r v e z é s é t . 
1 9 6 2 - b e n a z I n t é z e t m u n k a t á r s a i k ö z ü l 1 0 - e n v e t t e k r é s z t k ü l f ö l d i t a n u l m á n y -
u t a k o n é s n e m z e t k ö z i k o n f e r e n c i á k o n ; u g y a n e z e n i d ó ' s z a k b a n 4 7 k ü l f ö l d i s z a k e m b e r 
l á t o g a t t a m e g a z I n t é z e t e t . A k u t a t á s i m u n k á r ó l 3 9 d o l g o z a t b a n s z á m o l t a k b e , 
e z e n k í v ü l a z I n t é z e t m u n k a t á r s a i 4 5 n é p s z e r ű s í t ő ' e l ő a d á s t t a r t o t t a k , i l l e t ő l e g c i k k e k e t 
j e l e n t e t t e k m e g . 
ELMÉLETI FIZIKAI KUTATÓ CSOPORT 
A z é v f o l y a m á n 7 t é m á v a l f o g l a l k o z t a k , v a l a m e n n y i á t n y ú l i k a z 1 9 6 3 . é v r e . 
Az atomok statisztikus elméletének kutatása k e r e t é b e n m e g i n d u l t é s f o l y a m a t b a n 
v a n a z a t o m o k k o r r e l á c i ó s e n e r g i á j á n a k s z á m í t á s a ú j f o r m u l a a l a p j á n , a s t a t i s z t i k u s 
a t o m m o d e l i m p u l z u s t é r b e n v a l ó v i s e l k e d é s é n e k v i z s g á l a t a . A z a t o m m a g o k s t a t i s z -
t i k u s e l m é l e t é n e k v i z s g á l a t a s o r á n s z á m í t á s o k a t v é g e z t e k a k é t C 1 2 m a g b ó l á l l ó 
m a g m o l e k u l a r e z o n a n c i a n í v ó n a k m e g h a t á r o z á s á r a , figyelembe v é v e a m a g d e f o r -
m á c i ó p e r t u r b á l ó h a t á s á t . J e l e n t ő s e r e d m é n y e k s z ü l e t t e k a többvalenciás fémek és 
félvezetők elektronszerkezetének kutatása t e r é n i s , a s z e l é n a t o m m a l k a p c s o l a t o s 
v i z s g á l a t o k b e f e j e z ő d t e k . 
A kristályok hibahelyeire vonatkozó vizsgálatok s o r á n k i m u t a t t á k , h o g y a l i n e á r i s 
l á n c o n m i n t m o d e l l e n j e l l e g z e t e s e f f e k t u s o k t a l á l h a t ó k a h i á n y h e l y k é p z ő d é s i e n e r -
g i á j á b a n é s a z e l m o z d u l á s o k o n f e l l é p ő a k t i v á c i ó s e n e r g i á b a n . 
1 9 6 2 - b e n a C s o p o r t m u n k a t á r s a i k ö z ü l 5 - e n v e t t e k r é s z t k ü l f ö l d i t a n u l m á n y -
u t a k o n é s k o n f e r e n c i á k o n . A C s o p o r t k ü l f ö l d i k a p c s o l a t a i i g e n s z é l e s k ö r ű e k . A k u t a -
t ó i m u n k á r ó l 13 k ö z l e m é n y b e n s z á m o l t a k b e . 
\ 
LUMINESZCENCIA ÉS FÉLVEZETŐ AKADÉMIAI TANSZÉKI KUTATÓ CSOPORT 
( A J ó z s e f A t t i l a T u d o m á n y e g y e t e m K í s é r l e t i F i z i k a i I n t é z e t e , S z e g e d . ) 
A C s o p o r t b a n 3 t é m á v a l f o g l a l k o z n a k , v a l a m e n n y i h o s s z a b b k i f u t á s ú é s í g y 
á t n y ú l i k 1 9 6 3 - r a . A molekuláris fluoreszcencia-jellemzők m e g h a t á r o z á s á r a é s e z e k 
é r t e l m e z é s é r e v o n a t k o z ó k u t a t á s o k i g e n j e l e n t ő s e k , a m e l y e k a c s o p o r t b a n k i d o l -
g o z o t t m ó d s z e r e k k e l m á r t ö b b é v e s z é p e r e d m é n n y e l f o l y n a k . A fluoreszkáló o l d a -
t o k b a n l e j á t s z ó d ó e n e r g i a á t a d á s ! f o l y a m a t o k v i z s g á l a t a s o r á n s i k e r ü l t t i s z t á z n i , 
h o g y a fluoreszcencia c s i l l a p o d á s i i d e j e a k o n c e n t r á c i ó n ö v e l é s e k o r c s a k v i s z o n y l a g 
n a g y o b b k o n c e n t r á c i ó - é r t é k e k n é l k e z d e s n i , e g y s z é l e s i n t e r v a l l u m b a n p e d i g k o n s -
t a n s n a k b i z o n y u l . A C d S e - r é t e g e k , k r i s t á l y o k f o t o e l e k t r o m o s , g a l v a n o m á g n e s e s é s 
f e l ü l e t i t u l a j d o n s á g a i n a k v i z s g á l a t a a C s o p o r t t ö b b é v e s p r o g r a m j a . A v á r h a t ó e r e d -
m é n y e k i r á n t i p a r i é r d e k l ő d é s i s m e g n y i l v á n u l . 
1 9 6 2 - b e n a C s o p o r t m u n k a t á r s a i k ö z ü l 4 - e n v e t t e k r é s z t k ü l f ö l d i t a n u l m á n y -
u t a k o n é s n e m z e t k ö z i k o n f e r e n c i á k o n ; u g y a n e z e n i d ő s z a k b a n s z á m o s k ü l f ö l d i 
l á t o g a t ó k e r e s t e f e l a C s o p o r t o t . A k u t a t á s i m u n k á r ó l 12 k ö z l e m é n y b e n s z á m o l t a k b e . 
KRISTÁLYFIZIKAI AKADÉMIAI TANSZÉKI LABORATÓRIUM 
( O r v o s t u d o m á n y i E g y e t e m O r v o s i F i z i k a i I n t é z e t e , B u d a p e s t ) 
A l a b o r a t ó r i u m b a n 4 t é m á v a l f o g l a l k o z t a k , 1 t é m a b e f e j e z é s t n y e r t , a t ö b b i 
á t h ú z ó d i k 1 9 6 3 - r a . V i z s g á l t á k a z alkalihalogenid kristályok szerkezetének változását 
s u g á r z á s o k , h ő k e z e l é s h a t á s á r a . Ú j m o d e l l t á l l í t o t t a k fe l a V - c e n t r u m r a v o n a t k o z ó a n , 
é s t i s z t á z t á k e g y e s s z e n n y e z ő d é s e k h a t á s á t a f e l ü l e t i a l a k z a t o k k a l k a p c s o l a t b a n . 
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M e g á l l a p í t o t t á k , h o g y 1 0 6 r b e s u g á r z á s h a t á s á r a s e m v á l t o z i k m e g a N a J k r i s t á l y 
m i u ó ' s é g e . A k r i s t á l y o k n ö v e k e d é s é r e é s h i b a h e l y e i r e v o n a t k o z ó v i z s g á l a t o k s o r á n 
t ö b b o l y a n e r e d m é n y t é r t e k e l , a m e l y e k a k r i s t á l y g y á r t á s n á l h a s z n o s í t h a t ó k . 1 9 6 2 -
b e n k e r ü l t s o r C s e h s z l o v á k i á b a n a K G S T o r s z á g o k b a n e l ő á l l í t o t t k r i s t á l y o k m i n ő -
s é g é n e k e l l e n ő r z é s é r e , a m e l y n e k s o r á n a l a b o r a t ó r i u m b a n k i d o l g o z o t t e l j á r á s s a l a 
G a m m a g y á r á l t a l k é s z í t e t t k r i s t á l y o k b i z o n y u l t a k a l e g j o b b a k n a k . A l a b o r a t ó r i u m -
b a n k i f e j l e s z t e t t s z c i n t i n g r á f o t a z i p a r s o r o z a t g y á r t á s r a á t v e t t e , a K G S T o r s z á g o k 
s z á m á r a a g y á r t á s i j o g o t m e g k a p t a . 
E r e d m é n y e s e n f o g l a l k o z t a k a s u g á r s é r ü l é s e k k o r a i f e l i s m e r é s é n e k l e h e t ő s é g e i -
v e l , v a l a m i n t i g a z o l t á k , h o g y e g y e s g y ó g y s z e r e k u l t r a h a n g k e z e l é s s e l b ő r ö n á t i s 
a d a g o l h a t o k . 
1 9 6 2 - b e n a C s o p o r t m u n k a t á r s a i k ö z ü l 7 - e n v e t t e k r é s z t k ü l f ö l d i t a n u l m á n y -
u t a k o n é s n e m z e t k ö z i k o n f e r e n c i á k o n ; u g y a n e z e n i d ő s z a k b a n 12 k ü l f ö l d i fizikus 
l á t o g a t t a m e g a C s o p o r t o t . A C s o p o r t e g y r o m á n i n t é z e t t e l á l l t e g y ü t t m ű k ö d é s i 
k a p c s o l a t b a n . A k u t a t ó i m u n k á r ó l 3 0 k ö z l e m é n y b e n s z á m o l t a k b e . 
KRISTÁLYNÖVEKEDÉSI AKADÉMIAI TANSZÉKI KUTATÓ CSOPORT 
( É p í t ő i p a r i é s K ö z l e k e d é s i M ű s z a k i E g y e t e m K í s é r l e t i F i z i k a i I n t é z e t e ) 
A C s o p o r t b a n 6 t é m á v a l f o g l a l k o z t a k , v a l a m e n n y i á t h ú z ó d i k 1 9 6 3 - r a . A C s o p o r t 
a z e l m ú l t é v b e n i g e n s ú l y o s t e c h n i k a i n e h é z s é g e k k ö z ö t t f o l y t a t t a m u n k á j á t . A h e l y i -
s é g h i á n y é s a z é p í t k e z é s h o s s z ú h ó n a p o k r a m e g g á t o l t a a C s o p o r t e g y e s r é s z l e g e i n e k 
m ű k ö d é s é t . A n e h é z s é g e k e l l e n é r e t ö b b é r t é k e s t u d o m á n y o s e r e d m é n y t é r t e k e l . 
M e g á l l a p í t o t t á k , h o g y d e f o r m á c i ó h a t á s á r a a s z í n e s k r i s t á l y o k f é n y e l e k t r o m o s 
é r z é k e n y s é g e m e g n ö v e k s z i k . K ü l ö n ö s e n e r ő s e z a h a t á s K C l é s K B r k r i s t á l y o k o n . 
É r t é k e s r é s z e r e d m é n y e k s z ü l e t t e k a t ű , l e m e z é s m á s a l a k ú k r i s t á l y o k , k r i s t á l y -
m a g o k k é p z ő d é s e f e l t é t e l e i n e k v i z s g á l a t a s o r á n . 
1 9 6 2 - b e n a C s o p o r t m u n k a t á r s a i k ö z ü l 6 - a n v e t t e k r é s z t k ü l f ö l d i t a n u l m á n y -
u t a k o n é s n e m z e t k ö z i r e n d e z v é n y e k e n ; u g y a n e z e n i d ő s z a k b a n 9 k ü l f ö l d i s z a k e m b e r 
t e k i n t e t t e m e g a C s o p o r t o t . A k u t a t ó i m u n k á r ó l 8 k ö z l e m é n y b e n s z á m o l t a k b e . 
ELMÉLETI FIZIKAI ALAPKUTATÓ CSOPORT 
( E ö t v ö s L o r á n d T u d o m á n y e g y e t e m E l m é l e t i F i z i k a i I n t é z e t e ) 
A C s o p o r t b a n 5 t é m á v a l f o g l a l k o z t a k , v a l a m e n n y i á t n y ú l i k 1 9 6 3 - r a . A C s o p o r t 
t a g j a i a z e l m é l e t i fizika filozófiai é r d e k e s s é g ű p r o b l é m á i k ö z ü l f o g l a l k o z t a k a r e l a -
t i v i t á s e l m é l e t , a z e l e m i r é s z f i z i k a j e l e n t ő s é g é v e l é s a fizikai k u t a t á s o k n a k a t á r s a d a -
l o m f e j l ő d é s é r e g y a k o r o l t s z e r e p é v e l . A fém és atomok kölcsönhatása s z e m p o n t j á b ó l 
a r e l a t i v i s z t i k u s k v a n t u m m e c h a n i k a i и - t e s t - p r o b l é m a k e r e t é b e n é r t é k e s v i z s g á l a t o k a t 
v é g e z t e k a k é t - s z e r v e s f r e k v e n c i á j ú f é n y s z ó r á s s a l k a p c s o l a t b a n . A C s o p o r t b a n m ű v e l t 
r e l a t i v i t á s e l m é l e t i m ó d s z e r e k e t s i k e r ü l t a l k a l m a z n i a z astronautika e g y e l v i é r d e k e s -
s é g ű k é r d é s é r e : m i l y e n h a t á s f o k k a l k é p e s h a s z n o s í t a n i a z i n t e r s t e l l á r i s h i d r o g é n 
f ú z i ó s e n e r g i a t a r t a l m á t e g y k ö z e l f é n y s e b e s s é g g e l h a l a d ó j á r m ű ? A k v a n t u m t é r -
e l m é l e t i á l l a p o t t é r s z e r k e z e t é n e k k u t a t á s a s o r á n m e g v i z s g á l t á k a s e m l e g e s v e k t o r -
m e z o n t é r é s f e r m i o n t é r k ö l c s ö n h a t á s a e s e t é n a Green-fiiggvény matematikai visel-
kedését. S i k e r ü l t m e g h a t á r o z n i a fotonok n e u t r i n o - p á r r á t ö r t é n ő á t a l a k u l á s á n a k 
h a t á s k e r e s z t m e t s z e t é t , h a a z á t a l a k u l á s t m a g o k C o u l o m b - t e r e k a t a l i z á l j a . M e g -
v i z s g á l t á k , m i k é n t b e f o l y á s o l j a e z t a h a t á s k e r e s z t m e t s z e t e t e l f a j u l t p l a z m a j e l e n l é t e . 
A z e l é r t e r e d m é n y e k asztrofizikai alkalmazása s o r á n k i d e r ü l t , h o g y n a g y s ű r ű s é g ű , 
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f e j l ő d é s ü k u t o l s ó s z a k a s z á b a n l e v ő c s i l l a g o k e s e t é b e n a n e u t r í n ó k k e l t é s e é s k i s u g á r -
z á s a a c s i l l a g b e l s e j é b e n k i a l a k u l t h ő s u g á r z á s r o v á s á r a j e l e n t ő s m ó d o n b e f o l y á s o l -
h a t j a a c s i l l a g f e j l ő d é s é t . A C s o p o r t m u n k a t á r s a i f e l d o l g o z t á k a k v a n t u m m e c h a n i k a i 
soktestprobléma, m o d e r n , k v a n t u m t é r e l m é l e t b ő l á t v e t t m ó d s z e r e i t . T o v á b b f o l y -
t a t ó d t a k a plazma magnetohidrodinamikai elméletét m e g a l a p o z ó k l a s s z i k u s s t a t i s z -
t i k a i v i z s g á l a t o k . 
1 9 6 2 - b e n a C s o p o r t m u n k a t á r s a i k ö z ü l 1 6 - a n v e t t e k r é s z t k ü l f ö l d i t a n u l m á n y -
u t a k o n é s n e m z e t k ö z i k o n f e r e n c i á k o n ; u g y a n e z e n i d ő s z a k b a n m i n t e g y 10 k ü l f ö l d i 
s z a k e m b e r l á t o g a t t a m e g a C s o p o r t o t . A C s o p o r t k a p c s o l a t b a n á l l t a l i p c s e i , v a r s ó i 
é s a b é c s i e g y e t e m e k m e g f e l e l ő i n t é z e t e i v e l é s a m ü n c h e n i M a x P l a n c k I n t é z e t e l m é -
l e t i fizikai o s z t á l y á v a l . A k u t a t ó i m u n k á r ó l 2 6 k ö z l e m é n y b e n s z á m o l t a k b e , e z e n -
k í v ü l 15 i d e g e n n y e l v ű é s 17 m a g y a r n y e l v ű e l ő a d á s t t a r t o t t a k , e z e n k í v ü l s o k s z e -
m i n á r i u m i e l ő a d á s t a C s o p o r t o n b e l ü l é s i s m e r e t t e r j e s z t ő e l ő a d á s t a T I T k e r e t é b e n . 
CSILLAGVIZSGÁLÓ INTÉZET 
A z I n t é z e t a m u n k a t e r v é b e n m e g s z a b o t t f e l a d a t o k a t t e l j e s í t e t t e . A z é v f o l y a m á n 
4 t é m á v a l f o g l a l k o z t a k , a m e l y e k á t h ú z ó d n a k 1 9 6 3 - r a i s . A z e l m ú l t é v l e g k i e m e l -
k e d ő b b e r e d m é n y e i a változócsillagok vizsgálata t e r é n s z ü l e t t e k . 
F e l d o l g o z t á k a z R R L y r a e - r ő l a z I n t é z e t b e n e d d i g n y e r t e g é s z m e g f i g y e l é s i 
a n y a g o t , k b . 3 0 0 0 0 f o t o g r á f i a i é s 2 0 0 0 0 f o t o e l e k t r o m o s m e g f i g y e l é s t é s a c s i l l a g 
f ő - é s 4 0 n a p o s s z e k u n d e r p e r i ó d u s á n a k v á l t o z á s a i t d i s z k u t á l t á k . J e l e n t ő s e r e d m é n y 
s z ü l e t e t t a z R R L y r a e - c s i l l a g o k t e r m é s z e t é n e k f e l d e r í t é s é v e l k a p c s o l a t b a n . F e l d o l -
g o z t á k a z 1 9 5 9 - b e n n e m z e t k ö z i k o o p e r á c i ó k e r e t é b e n v é g z e t t n é g y s z í n f o t o m e t r i á j á t 
a B é t a L y r a e r ő l . A b u d a p e s t i a n y a g b i z o n y u l t a l e g n a g y o b b n a k é s l e g j o b b n a k a 
k o o p e r á l ó 18 c s i l l a g d a a n y a g a k ö z ö t t . A Tejútrendszer v i z s g á l a t á v a l k a p c s o l a t b a n 
ú j v i z u á l i s m ó d s z e r t s i k e r ü l t k i d o l g o z n i , a m e l y i r á n t k ü l f ö l d ö n is n a g y a z é r d e k l ő d é s . 
T o v á b b f o l y t a t ó d o t t a mesterséges égitestek megfigyelése. 
1 9 6 2 - b e n a z I n t é z e t k u t a t ó i 12 a l k a l o m m a l v e t t e k r é s z t k ü l f ö l d i t a n u l m á n y -
u t a k o n é s n e m z e t k ö z i k o n f e r e n c i á k o n , a m e l y e k e n t ö b b e l ő a d á s t t a r t o t t a k . U g y a n -
e z e n i d ő s z a k b a n 6 k ü l f ö l d i c s i l l a g á s z l á t o g a t t a m e g a z I n t é z e t e t . 
A z I n t é z e t n e m z e t k ö z i k a p c s o l a t a i i g e n k e d v e z ő e n a l a k u l t a k . A N e m z e t k ö z i 
C s i l l a g á s z a t i U n i ó a m ú l t é v i X I . K ö z g y ű l é s é n a z I n t é z e t i g a z g a t ó j á t a 2 7 . „ V á l t o z ó -
c s i l l a g " B i z o t t s á g v e z e t ő s é g i t a g j á v á v á l a s z t o t t á k é s m e g b í z t á k a S z a k o s z t á l y „In-
formation Bulletin on Variable Starts" с . k i a d v á n y a s z e r k e s z t é s é v e l . E z a B u l l e t i n 
a v á l t o z ó c s i l l a g o k t e r é n e l é r t o l y a n e r e d m é n y e k e t k ö z l i , a m e l y e k g y o r s p u b l i k á l á s t 
k í v á n n a k . A B u l l e t i n t a z I n t é z e t a d j a k i , e d d i g 10 s z á m a j e l e n t m e g . 
B e f e j e z ő d ö t t t ö b b m i n t 1 4 m i l l i ó F t - o s k ö l t s é g g e l a M á t r a - h e g y s é g b e n l e v ő 
P i s z k é s t e t ő c s ú c s á n a z obszervatórium é p í t é s e . L é t e s í t é s é t a z A k a d é m i a 1 9 5 0 - b e n 
h a t á r o z t a e l , m i n t h o g y B u d a p e s t v i l á g í t á s a é s f ü s t j e , v a l a m i n t a S z a b a d s á g h e g y 
f o k o z ó d ó b e é p ü l é s e a C s i l l a g v i z s g á l ó I n t é z e t m ű k ö d é s é t m i n d n a g y o b b m é r t é k b e n 
z a v a r t a . A j é n a i Z e i s s - m ű v e k m á r a m e g r e n d e l t S c h m i d t - t e l e s z k ó p o t i s l e s z á l l í t o t t a . 
E t e l e s z k ó p n e m z e t k ö z i v i s z o n y l a t b a n i s j e l e n t é k e n y c s i l l a g á s z a t i m ű s z e r . A v a l a -
m i v e l n a g y o b b h a m b u r g i S c h m i d t - t e l e s z k ó p p a l , a m e l y j e l e n l e g a l e g n a g y o b b i l y e n 
t í p u s ú t á v c s ő E u r ó p á b a n , a m á t r a i a j o b b l é g k ö r i v i s z o n y o k m i a t t f e l t u d j a v e n n i 
a v e r s e n y t . 
A S c h m i d t - t e l e s z k ó p e l s ő s o r b a n a stellárstatisztikai vizsgálatokra a l k a l m a s . 
I l y e n j e l l e g ű k u t a t á s o k b ó l a m a g y a r c s i l l a g á s z o k m e g f e l e l ő m ű s z e r h i á n y á b a n t e l -
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j e s e n k i v o l t a k e d d i g z á r v a . A C s i l l a g v i z s g á l ó I n t é z e t b e r e n d e z é s e m a j d n e m k i z á r ó -
l a g a v á l t o z ó c s i l l a g o k k u t a t á s á r a a l k a l m a s j e l e n l e g i h e l y é n , m e r t B u d a p e s t k ö z e l -
s é g e e g y é b f o t o m e t r i a i m u n k á t l e h e t e t l e n n é t e s z . M i n t h o g y a z o n b a n a z I n t é z e t 
é p p e n a f o t o e l e k t r o m o s f o t o m e t r i a t e r ü l e t é n é r t e e l e d d i g a l e g t ö b b s i k e r t , f e l t é t -
l e n ü l g o n d o s k o d n i k e l l a r r ó l is , h o g y a m á t r a i r e n d k í v ü l k e d v e z ő l é g k ö r i v i s z o -
n y o k a t i l y e n s z e m p o n t b ó l i s k i h a s z n á l h a s s á k . E n n e k é r d e k é b e n t o v á b b i r e f l e k -
t o r o k b e s z e r z é s e v a n f o l y a m a t b a n . 
A z o b s z e r v a t ó r i u m t e r ü l e t é n a z A k a d é m i a G e o f i z i k a i K u t a t ó C s o p o r t j a e g y 
szeizmológus á l l o m á s t ü z e m e l t e t . 
A z o b s z e r v a t ó r i u m b a n a r e n d s z e r e s t u d o m á n y o s m u n k a e b b e n a z é v b e n i n d u l t 
m e g . A m e g f i g y e l é s e k f e l d o l g o z á s á h o z s z ü k s é g e s m é r ő m ű s z e r e k r e n d e l k e z é s r e 
á l l n a k . 
A z I n t é z e t b e k a p c s o l ó d o t t a z e g y e t e m i o k t a t á s b a é s k á d e r k é p z é s b e . A z e l ő -
a d á s o k t é m á i t a z I n t é z e t m u n k a t á r s a i ú g y v á l a s z t o t t á k m e g , h o g y a z o k e g y ú t t a l 
b e v e z e t ő k v o l t a k a S c h m i d t - t e l e s z k ó p p a l v é g e z h e t ő k u t a t á s o k b a . A z A k a d é m i a 
l é n y e g e s e n e l ő s e g í t e t t e a c s i l l a g á s z k á d e r k é p z é s t a z z a l , h o g y a n y á r i h ó n a p o k a l a t t 
l e h e t ő v é t e t t e 6 e g y e t e m i h a l l g a t ó s z á m á r a a z I n t é z e t b e n v a l ó m u n k á t , e z e n k í v ü l 
t á r s a d a l m i ö s z t ö n d í j b a n r é s z e s í t 2 h a l l g a t ó t . 
NAPFIZIKAI OBSZERVATÓRIUM 
A z O b s z e r v a t ó r i u m a z é v f o l y a m á n 2 t é m á v a l f o g l a l k o z o t t . A n a p p r o t u b e r a n -
c i á k r a v o n a t k o z ó v i z s g á l a t o k k e r e t é b e n a b e l f ö l d i f o t o a n y a g o k n e m m e g f e l e l ő 
m i n ő s é g e é s é s z l e l ő s e g é d e r ő h i á n y a m i a t t c s a k k e v é s f e l v é t e l r e k e r ü l t s o r . 
A napfoltcsoportok fejlődésére v o n a t k o z ó v i z s g á l a t o k s o r á n 7 1 6 f é n y k é p f e l v é t e l 
k é s z ü l t a t e l j e s n a p k o r o n g r ó l . A z O b s z e r v a t ó r i u m f ő t e v é k e n y s é g e 1 9 0 0 — 1 9 1 3 
k ö z ö t t i i d ő s z a k b a n é s z l e l t 1 4 0 0 0 p e n u m b r á l i s f o l t m e g f i g y e l é s i a n y a g s t a t i s z t i k a i 
f e l d o l g o z á s a v o l t . A v i z s g á l a t s o r á n a r r a a k ö v e t k e z t e t é s r e j u t o t t a k , h o g y i l y e n f o l t o k 
n e m l é t e z n e k , l e g f e l j e b b a f o l t o k k e l e t k e z é s i é s m e g s z ű n é s i i d ő s z a k á n a k e g y - e g y 
r ö v i d i d e j e a l a t t t e k i n t h e t ő k u m b r a n é l k ü l i á l l a p o t n a k . Ú j e r e d m é n y t s i k e r ü l t k a p n i 
a z ú n . „ f i z i k a i f o r e s h a r t e n i n g " e f f e k t u s r a . A z e r e d m é n y e k f e l h a s z n á l á s á v a l a z 
e f f e k t u s e g y s z e r ű é r t e l m e z é s é r e , t o v á b b á a f o l t o k a t k ö r ü l v e v ő f á k l y á k m a g a s s á g á n a k 
é s a f o l t o k m é l y s é g é n e k m e g h a t á r o z á s á r a k e r ü l t s o r . 
1 9 6 2 - b e n a z O b s z e r v a t ó r i u m m u n k a t á r s a i k ö z ü l s e n k i s e m v e t t r é s z t k ü l f ö l d i 
t a n u l m á n y ú t o n ; u g y a n e z e n i d ő s z a k b a n 2 k ü l f ö l d i n a p f i z i k u s l á t o g a t t a m e g a z 
O b s z e r v a t ó r i u m o t . A z O b s z e r v a t ó r i u m m u n k a t á r s a i t ó l a z e l m ú l t é v b e n d o l g o z a t 
n e m j e l e n t m e g . 
Az Osztály testületi működése 
A z O s z t á l y v e z e t ő s z e r v e i 2 o s z t á l y ü l é s é s 9 o s z t á l y v e z e t ő s é g i ü l é s a l k a l m á v a l 
f o g l a l t a k á l l á s t a z O s z t á l y m u n k á j á n a k i r á n y í t á s á h o z s z ü k s é g e s l e g f o n t o s a b b t u d o -
m á n y p o l i t i k a i é s t u d o m á n y s z e r v e z é s i k é r d é s e k b e n . K i b ő v í t e t t o s z t á l y ü l é s v i t a t t a 
m e g a z M S Z M P V I I I . K o n g r e s s z u s á n a k i r á n y e l v e i t é s e n n e k a l a p j á n a t u d o m á n y o s 
k u t a t á s t o v á b b f e j l ő d é s é n e k k ö v e t e l m é n y e i t . B e h a t ó , e l e m z ő v i t a u t á n a l a k í t o t t a k i 
a z O s z t á l y v e z e t ő s é g a z i n t é z e t f e j l e s z t é s i t á v l a t i t e r v é t . 
A z OSZTÁLY VEZETŐSÉG a b i z o t t s á g o k e l ő t e r j e s z t é s e a l a p j á n e l f o g a d t a a z 1961. 
évi kutatási beszámolókat é s a z 1 9 6 2 . év i t e r v e k e t . A z a k a d é m i a i m a t e m a t i k a i , 
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fizikai é s c s i l l a g á s z a t i k u t a t á s 5 é v e s t e r v e o s z t á l y v e z e t ő s é g i m e g v i t a t á s u t á n k e r ü l t 
e l f o g a d á s r a . 
T ö b b s z ö r f o g l a l k o z o t t a z O s z t á l y v e z e t ó ' s é g a tudományos utánpótlás t e r v s z e r ű b b é 
t é t e l é n e k p r o b l é m á i v a l é s a s z e m é l y i m i n ó ' s í t é s i r e n d s z e r f e j l e s z t é s é n e k k é r d é s e i v e l . 
A l k a l o m s z e r ű e n t á r g y a l t a a nemzetközi tudományos kapcsolatok á p o l á s á n a k , 
a könyv- és folyóirat kiadásának é s a kutatás anyagi ellátásának n a p i r e n d e n l e v ő 
k é r d é s e i t . 
F o g l a l k o z o t t a h a z a i kibernetikai és elektronikus számológépkutatások h e l y z e t é -
v e l , a S z á m í t á s t e c h n i k a i K ö z p o n t p r o f i l j á n a k k i a l a k í t á s á v a l , e z é v i t u d o m á n y o s ü l é s -
s z a k o k , k o n g r e s s z u s o k e l ő k é s z í t é s é v e l , a Csillagvizsgáló Intézet p i s z k é s t e t ő i o b s z e r -
v a t ó r i u m a k u t a t á s i p r o g r a m j á n a k k i a l a k í t á s á v a l , a Csillagvizsgáló Intézet é s a Nap-
fizikai Obszervatórium m u n k á j á n a k m e g v i z s g á l á s á v a l , a h a z a i m a t e m a t i k a i é l e t 
i r á n y í t á s á n a k e g y e s k é r d é s e i v e l , a h a z a i fizikai k u t a t á s o k h e l y z e t é v e l é s p r o b l é m á i v a l . 
A t á r g y a l t k é r d é s e k b e n e l f o g l a l t á l l á s p o n t j á t h a t á r o z a t o k b a n r ö g z í t e t t e a z 
O s z t á l y v e z e t ő s é g . 
A BIZOTTSÁGOK MUNKÁJA 
A t a v a l y i K ö z g y ű l é s i O s z t á l y ü l é s ú t m u t a t á s a i r á n y á b a n h a l a d t a z e l m ú l t é v b e n 
a s z a k b i z o t t s á g o k m u n k á j a . M i n d e g y i k b i z o t t s á g b a n h a n g z o t t e l a z e g y e s t u d o m á n y -
á g a k á l l á s á r ó l s z ó l ó b e s z á m o l ó , a m i e g y ú t t a l k r i t i k a i é r t é k e l é s t a d o t t a s z a k t e r ü l e t 
h a z a i h e l y z e t é r ő l é s f e j l e s z t é s i m ó d j á r ó l . M a m á r m e g á l l a p í t h a t ó , h o g y b i z o t t s á g a i n k -
n á l c s ö k k e n t a n é h á n y é v v e l e z e l ő t t m é g t ú l t e n g ő s z e r v e z e t i a d m i n i s z t r á c i ó s k é r d é -
s e k k e l v a l ó f o g l a l k o z á s , í g y * a b i z o t t s á g o k p l é n u m a a t u d o m á n y t e r ü l e t é r d e m i k é r -
d é s e i v e l f o g l a l k o z h a t o t t . 
É v e n k é n t i s m é t l ő d ő f e l a d a t k é n t a b i z o t t s á g o k m e g v i t a t t á k a z 1 9 6 2 . é v i k u t a t á s i 
b e s z á m o l ó k a t é s a z 1 9 6 3 . é v i k u t a t á s i t e r v e k e t . A b i z o t t s á g o k e g y a z o n t é m a k ö r h ö z , 
i l l . i n t é z e t h e z t a r t o z ó k u t a t á s i b e s z á m o l ó k a t é s t e r v e k e t u g y a n a z o n b i z o t t s á g i t a g n a k 
a d t á k k i v é l e m é n y e z é s r e . A z o p p o n e n s e k b í r á l a t a a l a p j á n a b i z o t t s á g o k b a n é r d e m i 
v i t a a l a k u l t k i . 
A z e g y e s b i z o t t s á g o k t e v é k e n y s é g é n e k f ő b b j e l l e m z ő i : 
A Matematikai Bizottság s i k e r e s k e z d e m é n y e z é s e a h a z a i m a t e m a t i k a i k u t a t á -
s o k f e j l e s z t é s e , a m a t e m a t i k a i k u t a t á s o k k a l k a p c s o l a t o s p r o b l é m á k t i s z t á z á s a é s 
a f e l m e r ü l ő p r o b l é m á k m e g o l d á s á t c é l z ó j a v a s l a t o k k i d o l g o z á s a v i t a a n k é t o k 
k e r e t é b e n . E n n e k k e r e t é b e n a B i z o t t s á g e d d i g k é t n y i l v á n o s a n k é t o t r e n d e z e t t , 
e g y i k e t a tervezés problémái a matematikában, а m á s i k a t p e d i g a matematika alkal-
mazásai a l k a p c s o l a t o s p r o b l é m á k t á r g y k ö r b e n . A h a z a i m a t e m a t i k a i l o g i k a i 
k u t a t á s o k , a h a z a i a l g e b r a i k u t a t á s o k , t o v á b b á a h a z a i a n a l í z i s k u t a t á s o k p r o b l é -
m á i r ó l e b b e n a z é v b e n r e n d e z a n k é t o t a B i z o t t s á g . F o g l a l k o z o t t a B i z o t t s á g a h a z a i 
m a t e m a t i k a i é l e t i r á n y í t á s á n a k e g y e s k é r d é s e i v e l . A B i z o t t s á g á l l a n d ó a n figyelemmel 
k í s é r t e a B o l y a i J á n o s M a t e m a t i k a i T á r s u l a t t e v é k e n y s é g é t é s t a n á c s a i v a l , j a v a s l a t a i -
v a l e l ő s e g í t e t t e a n n a k j ó m u n k á j á t . 
A Fizikai Bizottság a z E l n ö k s é g s z á m á r a előterjesztést k é s z í t e t t a m a g y a r fizikai 
k u t a t á s o k h e l y z e t é r ő l é s p r o b l é m á i r ó l é s e b b e n t ö b b j a v a s l a t o t d o l g o z o t t k i a k u t a t ó -
m u n k a e r e d m é n y e s e b b é t é t e l e é r d e k é b e n . A z e l ő t e r j e s z t é s b e n a B i z o t t s á g á t t e k i n -
t e t t e a z e d d i g i e r e d m é n y e k e t , f e l m é r t e a b e l s ő e r ő k e t , m e g j e l ö l t e a c é l k i t ű z é s e k e t , 
v i z s g á l t a , h o g y m i t n y ú j t o t t é s m i t n y ú j t h a t n a a fizika a n é p g a z d a s á g n a k , f o g l a l k o -
z o t t a k u t a t ó é s e g y e t e m i i n t é z e t e k p r o b l é m á i v a l , a n e m z e t k ö z i k a p c s o l a t o k k a l , 
335 AZ OSZTÁLY VEZETŐSÉG BESZÁMOLÓJA 
a h a z a i é s k ü l f ö l d i e g y ü t t m ű k ö d é s i k é r d é s e k k e l , k á d e r u t á n p ó t l á s s a l é s m á s , s z e m é l y i 
e l l á t o t t s á g g a l k a p c s o l a t o s p r o b l é m á k k a l . 
F o g l a l k o z o t t a B i z o t t s á g a Nemzetközi Elméleti és Alkalmazott Fizikai Unió 
t e v é k e n y s é g é v e l é s m e g v i z s g á l t a , h o g y a m a g y a r fizikusok m i l y e n m ó d o n k a p c s o l ó d -
h a t n á n a k b e a z U n i ó m u n k á j á b a . B e s z á m o l t a t t a a B i z o t t s á g a fizika t á r g y ú t á v l a t i 
t u d o m á n y o s t e r v e k k o o r d i n á c i ó s b i z o t t s á g a i t . A z e l h a n g z o t t b e s z á m o l ó k a t t a r t a l m a s 
v i t a k ö v e t t e . 
A B i z o t t s á g a h a z a i a l a c s o n y h ő m é r s é k l e t ű fizikai v i z s g á l a t o k h e l y z e t é r ő l é s 
a f e l a d a t o k r ó l a k ö z e l i i d ő b e n v i t a ü l é s t f o g r e n d e z n i . 
A B i z o t t s á g k e r e t é n b e l ü l m ű k ö d ő Spektroszkópiai Albizottság a b e s z á m o l á s i 
i d ő s z a k b a n 9 e l ő a d á s t r e n d e z e t t . 
A z A l b i z o t t s á g j e l e n t ő s m u n k á j a v o l t a z e z é v b e n B u d a p e s t e n k b . 5 0 0 k ü l f ö l d i 
r é s z v é t e l é v e l r e n d e z e n d ő molekula-spektroszkópiai kongresszus e l ő k é s z í t é s e . A z 
A l b i z o t t s á g e l h a t á r o z t a , h o g y a s p e k t r o s z k ó p i a i m ű s z e r e k m a g y a r o r s z á g i g y á r t á s á -
v a l k a p c s o l a t o s 2 0 é v e s t e r v j a v a s l a t o t d o l g o z k i . 
A CSILLAGÁSZ BIZOTTSÁG, a m e l y e g y ú t t a l a C s i l l a g v i z s g á l ó I n t é z e t é s a N a p -
fizikai O b s z e r v a t ó r i u m T u d o m á n y o s T a n á c s a , t ö b b e k k ö z ö t t f o g l a l k o z o t t a mes-
terséges égitestek h a z a i m e g f i g y e l ő á l l o m á s a i n a k h e l y z e t é v e l é s p r o b l é m á i v a l , káder-
utánpótlási k é r d é s e k k e l . A m e s t e r s é g e s é g i t e s t e k h a z a i n é g y m e g f i g y e l ő á l l o m á s a 
m u n k á j á n a k k o o r d i n á l á s á r a a B i z o t t s á g e g y a l b i z o t t s á g o t a l a k í t o t t . 
A tudományos káderutánpótlás 
A m ú l t év i K ö z g y ű l é s ó t a a z O s z t á l y h o z t a r t o z ó t u d o m á n y o k d o k t o r a i n a k 
s z á m a 3 0 - r a e m e l k e d e t t , a k a n d i d á t u s o k s z á m a p e d i g 1 0 7 - r e . A b e s z á m o l á s i i d ő -
s z a k b a n 5 d o k t o r i é s 7 k a n d i d á t u s i i n e g v é d é s i v i t a v o l t a z O s z t á l y o n . 
Tudományosan minősítetteink tudományterületek szerinti megoszlása 1962. év 
végén a k ö v e t k e z ő : 
Matematika: a k a d é m i a i t a g o k 10, t u d o m á n y o k d o k t o r a 17, t u d o m á n y o k 
k a n d i d á t u s a 54 . 
Fizika: a k a d é m i a i t a g o k 9 , t u d o m á n y o k d o k t o r a 11, t u d o m â n y o j ç k a n d i d á t u s a 
4 9 . 
Csillagászat : a k a d é m i a i t a g o k 1, t u d o m á n y o k d o k t o r a 1, t u d o m á n y o k k a n d i -
d á t u s a 3. 
Az 1962-ben felvett ( — r e n d e s , 4 l e v e l e z ő é s 16 ö n á l l ó ) aspiránsok megoszlása 
szakterületenként : 
MATEMATIKA: 
r e n d e s : — 
l e v e l e z ő : 3 ( e b b ő l 
ö n á l l ó : 4 ( e b b ő l 
1 f ő g e o m e t r i a i o b j e k t u m o k e l m é l e t e , 
1 f ő h a l m a z e l m é l e t i t o p o l ó g i a , 
1 f ő e l e k t r o n i k u s s z á m o l ó g é p e k p r o g r a m o z á s á n a k e l m é l e t e ) . 
1 f ő m e t r i k u s t e r e k b e l s ő g e o m e t r i á j a , 
1 f ő d i f f e r e n c i á l g e o m e t r i a , 
1 f ő d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k e l m é l e t e é s a l k a l m a z á s a i , 
1 f ő k ö z g a z d a s á g i f o l y a m a t o k m a t . e l m é l e t e ) . 
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FIZIKA : 
r e n d e s : — 
l e v e l e z ő : — 
ö n á l l ó : 12 ( e b b ő l 1 f ő g á z k i s ü l é s e k k í s é r l e t i v i z s g á l a t a , 
1 f ő t é r e m i s s z i ó s m i k r o s z k ó p i a , 
1 f ő l u m i n e s z c e n c i a , 
1 f ő s z i l á r d t e s t e k e l e k t r o n e l m é l e t e , 
1 f ő i z o t ó p g e o l ó g i a , 
1 f ő k r i s t á l y o k r á c s h i b á i n a k v i z s g á l a t a , 
1 f ő n e u t r o n f i z i k a , 
2 f ő m a g r e a k c i ó k v i z s g á l a t a , 
3 f ő r e a k t o r f i z i k a ) . 
CSILLAGÁSZAT : 
r e n d e s : — 
l e v e l e z ő : 1 ( t é m á j a : c s i l l a g á s z a t i f o t o m e t r i a ) 
ö n á l l ó : — . 
1962 végén az aspiránsok száma: 3 r e n d e s , 11 l e v e l e z ő , 4 6 ö n á l l ó . M e g o s z l á s 
s z a k t e r ü l e t e n k é n t : 
MATEMATIKA : 
r e n d e s : 2 ( e b b ő l 1 f ő v a l ó s f ü g g v é n y t a n , 
1 f ő g r á f e l m é l e t ) 
l e v e l e z ő : 7 ( e b b ő l 1 f ő d i f f e r e n c i á l g e o m e t r i a , 
1 f ő m á t r i x e l m é l e t é s a l k a l m a z á s a i , 
1 f ő g é p i k ö z e l í t ő m ó d s z e r e k , 
1 f ő f ü g g v é n y e g y e n l e t e k e l m é l e t e , 
1 f ő e l e k t r o n i k u s s z á m o l ó g é p e k p r o g r a m o z á s á n a k e l m é l e t e , 
1 f ő g e o m e t r i a i o b j e k t u m o k e l m é l e t e , 
1 f ő h a l m a z e l m é l e t i t o p o l ó g i a ) 
ö n á l l ó : 7 ( e b b ő l 1 f ő g e o m e t r i a , 
1 f ő d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k e l m é l e t e , 
1 f ő d i s z k r é t g e o m e t r i a , 
1 f ő k ö z g a z d a s á g i f o l y a m a t o k m a t . e l m é l e t e , 
1 f ő a m e t r i k u s t e r e k b e l s ő g e o m e t r i á j a , 
1 f ő d i f f e r e n c i á l g e o m e t r i a , 
1 f ő d i f f . e g y e n l e t e k e l m é l e t e é s a l k a l m a z á s a i ) . 
FIZIKA : 
r e n d e s : 1 ( t é m á j a : f é l v e z e t ő k z á r ó r é t e g é n e k v i z s g á l a t a ) 
l e v e l e z ő : 3 ( e b b ő l 1 f ő g a m m a s p e k t r o s z k ó p i a , 
1 f ő f é l v e z e t ő k fizikája, 
1 f ő d o z i m e t r i a ) 
ö n á l l ó : 3 9 ( e b b ő l 1 f ő i n t e r f e r e n c i a j e l e n s é g i n t e n z i t á s f ü g g e t l e n s é g é n e k i g a z o l á s a , 
1 f ő m a g s p e k t r o s z k ó p i a , 
1 f ő a f é n y m i k r o s t r u k t ú r á j á r a v o n a t k o z ó v i z s g á l a t a , 
5 f ő s z i l á r d t e s t e k fizikája, 
2 f ő k o z m i k u s s u g á r z á s , 
6 f ő l u m i n e s z c e n c i a , 
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1 f ő a fizika k ö z é p i s k o l a i t a n í t á s a f ő b b s z a k m ó d s z e r t a n i k é r d é s e i n e k 
v i z s g á l a t a , . 
1 f ő c s ő r e n d s z e r b e n t ö r t é n ő á r a m l á s o k j e l l e m z ő a d a t a i n a k v i z s g á l a t a 
r á d i ó a k t í v i z o t ó p o k k a l , 
3 f ő k r i s t á l y f i z i k a , 
1 f ő b e t o n b a n l e j á t s z ó d ó k r i s t á l y o s o d á s i f o l y a m a t o k fizikai v i z s g á l a t a , 
1 f ő k v a n t u m k é m i a , 
1 f ő e l m é l e t i m a g f i z i k a , 
3 f ő m a g r e a k c i ó k v i z s g á l a t a , 
1 f ő g y o r s í t ó b e r e n d e z é s e k fizikája, 
1 f ő p o l a r i z á l t i o n f o r r á s k é s z í t é s e é s v i z s g á l a t a 
1 f ő k v a n t u m m e c h a n i k a , 
1 f ő p a r c i á l i s k o h e r e n c i a e l m é l e t e , 
1 f ő a l e v e g ő r á d i ó a k t í v s z e n n y e z ő d é s é n e k v i z s g á l a t a , 
2 f ő m a g r e a k c i ó k v i z s g á l a t a , 
3 f ő r e a k t o r f i z i k a , 
1 f ő i z o t ó p g e o l ó g i a , 
1 f ő t é r e m i s s z i ó s m i k r o s z k ó p i a ) . 
CSILLAGÁSZAT : 
r e n d e s : — 
l e v e l e z ő : 1 ( t é m á j a : c s i l l a g á s z a t i f o t o m e t r i a ) 
ö n á l l ó : — 
Könyv- és folyóiratkiadás 
A z O s z t á l y k ö n y v t e r v é b ő l 1 9 6 2 . é v b e n a k ö v e t k e z ő m ű v e k j e l e n t e k m e g : 
SZÁSZ GÁBOR: Einführung in die Verbandetheorie, 
ALEXITS—FENYŐ: Mathematik für Chemiker, 
LÁNG LÁSZLÓ: Abszorption spectra in the ultraviolet and visible region. 
A z O s z t á l y á l t a l a m ú l t é v b e n é s a z e l ő z ő é v e k b e n k i a d o t t k ö n y v e k t u d o m á n y o s 
s z í n v o n a l a e l i s m e r é s t v á l t o t t a k k i . K ö n y v k i a d á s i t e v é k e n y s é g ü n k a z o n b a n v o l u m e n é t 
i l l e t ő e n n e m m o n d h a t ó k i e l é g í t ő n e k . V i s z o n t h a a z O s z t á l y k ö n y v k i a d á s i t e r v é t 
t e k i n t j ü k é s s z á m í t á s b a v e s s z ü k a m á r m e g j e l e n t k ö n y v e k e t , é s a z o k a t , a m e l y e k a 
k ö z e l j ö v ő b e n k e r ü l n e k f o l y a m a t o s a n k i a d á s r a , j o b b á v á l i k k ö n y v í r á s i t e v é k e n y s é -
g ü n k . R ö v i d e s e n t ö b b m o n o g r á f i a j e l l e g ű ö n á l l ó m u n k a e l k é s z ü l é s e v á r h a t ó . 
Nemzetközi kapcsolatok 
A z e l m ú l t é v e k s o r á n t u d o m á n y o s é l e t ü n k n e m z e t k ö z i k a p c s o l a t a i s o k o l d a -
l ú b b á v á l t a k . T u d o m á n y o s r e n d e z v é n y e k r e , a k a d é m i a i e g y e z m é n y k e r e t é b e n , ö s z -
t ö n d í j j a l v a g y m e g h í v á s a l a p j á n а k i u t a z á s o k s z á m a 1 9 6 2 - b e n : 151 f ő . A z 1 9 6 2 . 
é v i t á r g y a l á s o k e r e d m é n y e k é n t e b b e n a z é v b e n 6 fiatal k u t a t ó u t a z i k 6 — 1 2 h ó n a p o s 
t a n u l m á n y ú t r a . 
A b a r á t i o r s z á g o k a k a d é m i á i v a l k ö t ö t t e g y e z m é n y e k b e n 16 m a t e m a t i k a i , 3 
ü z i k a i é s 3 c s i l l a g á s z a t i t á r g y ú t é m a s z e r e p e l , a m e l y e k b e n 1 9 6 2 - b e n k ö z ö s k u t a t á s o k 
i n d u l t a k v a g y f o l y t a t ó d t a k . A z e g y ü t t e s m u n k á k t ö b b t u d o m á n y o s e r e d m é n y é t 
k ö z ö s p u b l i k á c i ó k i s r ö g z í t i k . 
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A k é t o l d a l ú e g y e z m é n y e k t a p a s z t a l a t a i a z t m u t a t t á k , h o g y a s z o c i a l i s t a o r s z á -
g o k a k a d é m i á i g y a k r a n f o g l a l k o z n a k o l y a n k u t a t á s o k k a l , a m e l y e k t ö b b a k a d é m i á t 
é r i n t e n e k . E z é r t a m ú l t é v b e n V a r s ó b a n m e g á l l a p o d á s j ö t t l é t r e , h o g y e g y e s t é m a -
k ö r ö k b e n t ö b b o l d a l ú t u d o m á n y o s e g y ü t t m ű k ö d é s t a l a k í t a n a k k i . A k ö v e t k e z ő ' 
i l y e n t é m a k ö r ö k b e v a l ó b e k a p c s o l ó d á s r a k a p o t t f e l h í v á s t a z O s z t á l y : 
A Föld mesterséges bolygóinak megfigyelése. 
A számítástechnika tudományos kérdései. 
A kozmikus sugárzás kutatása. 
Közös csillagvizsgáló intézet létesítése Bulgáriában. 
K ü l f ö l d i t u d ó s o k k a l v a l ó ' k a p c s o l a t a i n k a t e l m é l y í t i a z a l e h e t ő s é g , h o g y n e m -
z e t k ö z i l e g j e l e n t ő s é s a m a g y a r m a t e m a t i k a i , fizikai, c s i l l a g á s z a t i é l e t t e l k a p c s o l a t o t 
t a r t ó k ü l f ö l d i s z a k e m b e r e k e t v e n d é g k é n t m e g h í v h a t j u k M a g y a r o r s z á g r a . T a v a l y 14 
n e v e s k ü l f ö l d i t u d ó s l á t o g a t o t t e l h a z á n k b a 5 — 7 n a p o s t a p a s z t a l a t c s e r é r e . K a p -
c s o l a t a i n k a n y u g a t i v i l á g t u d ó s a i v a l r é s z b e n a z o k n a k a n e m z e t k ö z i s z e r v e z e t e k n e k 
k e r e t e i k ö z ö t t i s b ő v ü l n e k , a m e l y e k b e n n e m z e t i b i z o t t s á g g a l , i l l e t v e e g v é n i t a g s á g -
g a l r e n d e l k e z ü n k ( 1 U P A P , I M U s t b . ) . 
Rendezvények 
A z O s z t á l y s z e p t e m b e r 2 5 — 3 0 k ö z ö t t r e n d e z t e m e g T i h a n y b a n a Nemzetközi 
Nagyenergiájú Fizikai Konferenciát 17 m a g y a r é s 5 3 k ü l f ö l d i k u t a t ó r é s z v é t e l é v e l . 
A k o n f e r e n c i a c é l j a a n a g y e n e r g i á j ú fizikai k u t a t á s o k ú j a b b e r e d m é n y e i n e k i s m e r -
t e t é s e é s m e g v i t a t á s a , t o v á b b á a s z o c i a l i s t a o r s z á g o k l a b o r a t ó r i u m a i k ö z ö t t i e g y ü t t -
m ű k ö d é s t o v á b b f e j l e s z t é s e v o l t . A z e l h a n g z o t t e l ő a d á s o k s z á m a 4 9 v o l t , e b b ő l 6 
e l ő a d á s t m a g y a r s z e r z ő k t a r t o t t a k é s 3 e l ő a d á s m a g y a r é s k ü l f ö l d i s z e r z ő k k ö z ö s 
e r e d m é n y e i r ő l s z á m o l t b e . A z e l e m i r é s z e c s k é k k ö l c s ö n h a t á s a i v a l k a p c s o l a t b a n 
h a n g z o t t el a l e g t ö b b e l ő a d á s . É r d e k e s e r e d m é n y e k r ő l s z á m o l t a k b e a b u d a -
p e s t i é s v a r s ó i c s o p o r t o k a z e l a s z t i k u s p i o n - n u k l e o n s z ó r ó d á s s a l , a z a l m a - a t a i , 
b e r l i n i , b u d a p e s t i , d u b n a i , p r á g a i é s p e k i n g i c s o p o r t o k p e d i g a r e z o n a n c i á k o n 
k e r e s z t ü l t ö r t é n ő p i o n k e l t é s i f o l y a m a t o k k a l k a p c s o l a t b a n . 
A z e l m ú l t é v b e n a z O s z t á l y 7 f e l o l v a s ó ü l é s t r e n d e z e t t , a m e l y e k e n a d o l g o z a t o k 
c í m s z e r i n t i b e m u t a t á s á n k í v ü l a k ö v e t k e z ő e l ő a d á s o k h a n g z o t t a k e l : 
RÉDEI LÁSZLÓ: A véges Abel-csoportok Frohenius — Stickelberger—Dirichlet — 
Hajós-féle elmélete. 
PÁL LÉNÁRD : Neutronok élettartamának és a későneutronok effektív hányadának 
meghatározása a neutronsokszorozás fluktuációinak alapján ( s z é k f o g l a l ó ) . 
KALMÁR LÁSZLÓ: A kvalitatív információelmélet problémái ( s z é k f o g l a l ó ) . 
ERDŐS PÁL: Gráfelméleti extrem feladatok ( s z é k f o g l a l ó ) . 
ERDŐS PÁL—RÉNYI ALFRÉD: Aszimetrikus gráfok. 
GYULAI ZOLTÁN: A határréteg elmélet továbbfejlesztése. 
RÉDEI LÁSZLÓ: A végesen generálható kommutatív félcsoportok elmélete. 
KÓNYA ALBERT: Kvantumszámok az atom statisztikus elméletében ( s z é k f o g l a l ó ) . 
A z O s z t á l y e b b e n a z é v b e n a k ö v e t k e z ő k o n g r e s s z u s o k a t , k o l l o k v i u m o k a t 
r e n d e z i : 
VII. Európai Molekula-spektroszkópiai Kongresszus ( a z 1 U P A P t á m o g a t á s á v a l 
r e n d e z i a I I I . é s V I I . O s z t á l y , a z E ö t v ö s L o r á n d F i z i k a i T á r s u l a t é s a M a g y a r K é m i -
k u s o k E g y e s ü l e t e k b . 5 0 0 — 6 0 0 k ü l f ö l d i r é s z t v e v ő v e l ) . 
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UNESCO Matematikai Tanfolyam a v a l ó s z í n ű s é g s z á m í t á s é s a m a t e m a t i k a i 
s t a t i s z t i k a a l k a l m a z á s a i t á r g y k ö r b e n ( f e j ló ' dő ' o r s z á g o k m a t e m a t i k u s a i r é s z é r e , 7 
h ó n a p o s i d ó ' t a r t a m m a l ) . 
Abel-csoportok t á r g y k ö r ű k o l l o k v i u m ( a N e m z e t k ö z i M a t e m a t i k a i U n i ó m e g -
b í z á s á b ó l a I I I . O s z t á l y k ö z ö s e n r e n d e z i a B o l y a i J á n o s M a t e m a t i k a i T á r s u l a t t a l 
k b . 3 5 k ü l f ö l d i r é s z t v e v ó ' v e l ) . 
Szilárdtestfizikai Konferencia ( a z E ö t v ö s L o r á n d F i z i k a i T á r s u l a t a z N D K 
F i z i k a i T á r s u l a t t a l k ö z ö s e n r e n d e z i a z O s z t á l y k ö z r e m ű k ö d é s é v e l W a r n e m ü n d e b e n ) . 
Magfizikai Kollokvium ( a z E ö t v ö s L o r á n d F i z i k a i T á r s u l a t a z O r s z á g o s A t o m -
e n e r g i a B i z o t t s á g t á m o g a t á s á v a l é s a z O s z t á l y k ö z r e m ű k ö d é s é v e l r e n d e z i m e g 
k b . 4 0 k ü l f ö l d i r é s z t v e v ó ' v e l ) . 
A matematika közgazdasági alkalmazásai t á r g y k ö r ű k o l l o k v i u m ( a B o l y a i 
J á n o s M a t e m a t i k a i T á r s u l a t r e n d e z i a z O s z t á l y k ö z r e m ű k ö d é s é v e l k b . 5 0 k ü l f ö l d i 
r é s z t v e v ó ' v e l ) . 
A valószínűségszámítás fizikai alkalmazásai kollokvium ( a z E ö t v ö s L o r á n d 
F i z i k a i T á r s u l a t a B o l y a i J á n o s M a t e m a t i k a i T á r s u l a t t a l k ö z ö s e n r e n d e z i a z O s z t á l y 
k ö z r e m ű k ö d é s é v e l c s a k m a g y a r r é s z t v e v ó ' l c k e l ) . 
Sugárvédelmi ü l é s s z a k ( a z E ö t v ö s L o r á n d F i z i k a i T á r s u l a t r e n d e z i a K F K I - v a l 
k ö z ö s e n , a z O s z t á l y k ö z r e m ű k ö d é s é v e l , k i z á r ó l a g m a g y a r r é s z t v e v ó ' k k e l ) . 
Plazmafizika és alkalmazása t á r g y k ö r ű ü l é s s z a k ( a z E ö t v ö s L o r á n d F i z i k a i 
T á r s u l a t r e n d e z i a z O s z t á l y k ö z r e m ű k ö d é s é v e l , k i z á r ó l a g m a g y a r r é s z t v e v ó ' k k e l ) . 
Elméleti fizikai nyári iskola ( a z E ö t v ö s L o r á n d F i z i k a i T á r s u l a t r e n d e z i a z 
O s z t á l y k ö z r e m ű k ö d é s é v e l , k i z á r ó l a g m a g y a r r é s z t v e v ő k k e l ) . 
A társulatok munkája 
A Bolyai János Matematikai Társulat a z O s z t á l l y a l k ö z ö s e n 4 3 k ü l f ö l d i r é s z t -
v e v ő v e l k o l l o k v i u m o t r e n d e z e t t a Matematika alapjai, matematikai gépek és alkal-
mazásaik t é m a k ö r b ő l , t o v á b b á 18 k ü l f ö l d i r é s z t v e v ő v e l Számelmélet t é m a k ö r b ő l . 
O k t a t á s i v o n a l o n a T á r s u l a t l e g j e l e n t ő s e b b r e n d e z v é n y e a z U N E S C O t á m o g a t á s á v a l 
a M ű v e l ő d é s ü g y i M i n i s z t é r i u m m e g b í z á s á b ó l m e g r e n d e z e t t matematikaoktatási 
szimpózium v o l t , 18 k ü l f ö l d i é s 6 m e g f i g y e l ő r é s z t v e v ő v e l . A z Ifjúság Matematikai 
Kör j ó m u n k á j á n a k e r e d m é n y e , h o g y a m a g y a r d i á k o k a I V . N e m z e t k ö z i M a t e m a t i -
k a i D i á k o l i m p i á n k i e m e l k e d ő h e l y e z é s t é r t e k e l . A T á r s u l a t P é c s e t t m ó d s z e r t a n i 
k é r d é s e k r ő l r e n d e z e t t k ö z é p i s k o l a i t a n á r o k s z á m á r a s i k e r e s v á n d o r g y ű l é s t . J ó l 
b e v á l t e g y ü t t m ű k ö d é s i e g y e z m é n y t k ö t ö t t a T á r s u l a t a C s e h s z l o v á k M a t e m a t i k a i 
T á r s u l a t t a l . 
A T á r s u l a t k ö t e l e s s é g e t ö b b e k k ö z ö t t , h o g y a m a t e m a t i k a a l k a l m a z á s a i t m i n d e n 
e r e j é v e l e l ő s e g í t s e . E b b ő l a c é l b ó l r e n d e z t e m e g a z e m l í t e t t k é t k o l l o k v i u m o t é s 
e b b ő l a c é l b ó l r e n d e z i m e g a T á r s u l a t e b b e n a z é v b e n a matematika közgazdasági 
alkalmazásai kollokviumot. H a s o n l ó c é l k i t ű z é s s e l a T á r s u l a t e b b e n a z é v b e n e g y 
a m a t e m a t i k a a l k a l m a z á s a i v a l é s a l k a l m a z ó i v a l f o g l a l k o z ó s z a k o s z t á l y t l é t e s í t . 
H a z á n k b a n e g y r e t ö b b h e l y e n f o g l a l k o z n a k a m a t e m a t i k a a l k a l m a z á s a i v a l , d e 
n e m v o l t e d d i g e g y s z e r v , a m e l y a z e z i r á n y ú t e v é k e n y s é g e t ö s s z e f o g t a v o l n a . 
R e m é l j ü k , h o g y a l é t e s í t e n d ő s z a k o s z t á l y t e l j e s í t e n i t u d j a e z t a f e l a d a t o t . 
A T á r s u l a t t e v é k e n y e n r é s z t v e s z a z oktatási reform k a p c s á n a k ö z é p i s k o l a i 
é s e g y e t e m i m a t e m a t i k a o k t a t á s t á r s a d a l m i b í r á l a t á b a n . A k ö z é p i s k o l a i t a n t e r v r ő l 
i g e n k o m o l y , é r d e m i v i t a m e g r e n d e z é s é r e k e r ü l t s o r . 
3 4 0 AZ OSZTÁLY VEZETŐSÉG BESZÁMOLÓJA 
A z Eötvös Loránd Fizikai Társulat e g y i k l e g s i k e r e s e b b r e n d e z v é n y e a z O s z t á l y -
l y a l k ö z ö s e n r e n d e z e t t Elektron- és Vákuumfizikai k o l l o k v i u m v o l t , a m e l y e n 52 
k ü l f ö l d i é s 1 0 0 m a g y a r s z a k e m b e r v e t t r é s z t . A T á r s u l a t e l s ő í z b e n r e n d e z e t t a m ú l t 
é v b e n nyári iskolát elméleti fizikából, k i z á r ó l a g m a g y a r r é s z t v e v ő k k e l . E z a z i s k o l a 
a fizikusok t o v á b b k é p z é s é n e k v i l á g s z e r t e e l t e r j e d t f o r m á j a . E r e d m é n y e s v o l t a T á r -
s u l a t é g i s z e a l a t t r e n d e z e t t szemináriumsorozat a s o k t e s t - p r o b l é m a t é m a k ö r b e n . 
I g e n e r e d m é n y e s e n m ű k ö d ö t t a Sugárvédelmi Szakcsoport, a m e l y e l ő a d á s o k k a l , 
v i t a e s t e k s z e r v e z é s é v e l k í v á n j a m e g t e r e m t e n i a k u t a t ó m u n k a k i s z é l e s í t é s é h e z s z ü k -
s é g e s a l a p o k a t . E r e d m é n y e s v o l t a M a g y a r B i o f i z i k a i T á r s a s á g g a l k ö z ö s e n r e n d e z e t t 
Vándorgyűlés, a m e l y e n 2 5 0 fizikus é s k ö z é p i s k o l a i t a n á r v e t t r é s z t . 
N a g y s ú l y t h e l y e z e t t a T á r s u l a t a k ö z é p i s k o l a i t a n á r o k é s t a n u l ó k t o v á b b -
k é p z é s é r e . J e l e n t ő s r e n d e z v é n y v o l t a fizikatanárok r é s z é r e r e n d e z e t t ankét, a m e l y e n 
3 0 0 t a n á r v e t t r é s z t , h o g y s z a k m a i é s m ó d s z e r t a n i i s m e r e t e i t g y a r a p í t s a a m e c h a n i k a 
és c s i l l a g á s z a t t é m a k ö r é b e n . A T á r s u l a t n y i l v á n o s v i t a ü l é s t r e n d e z e t t a k ö z é p i s k o l a i 
fizika oktatás rejormjával k a p c s o l a t b a n . P e z s g ő é l e t v o l t a z Ifjúsági Fizikai Körben, 
a m e l y n e k k e r e t é b e n a T á r s u l a t ö s s z e g y ű j t i a fizika i r á n t é r d e k l ő d ő l e g k i v á l ó b b 
k ö z é p i s k o l a i t a n u l ó k a t é s e l ő s e g í t i ö n k é p z é s ü k e t . 
G y ü m ö l c s ö z ő v o l t a z e g y ü t t m ű k ö d é s a m ú l t é v b e n a N D K F i z i k a i T á r s u l a t á v a l 
é s a C s e h s z l o v á k F i z i k a i T á r s u l a t t a l . E l ő k é s z í t e t t e a T á r s u l a t a L e n g y e l F i z i k a i 
T á r s u l a t t a l v a l ó e g y ü t t m ű k ö d é s i e g y e z m é n y a l á í r á s á t . 
B e r u h á z á s i k e r e t 1 9 6 2 - b e n : 5 5 0 0 0 0 0 F t . 
B e r u h á z á s i k e r e t 1 9 6 3 - b a n : 6 9 0 0 0 0 0 F t 
A k a d é m i a i i n t é z e t e k l é t s z á m a 1 9 6 2 - b e n : 3 0 5 f ő . 
A k a d é m i a i i n t é z e t e k l é t s z á m a 1 9 6 3 - b a n : 3 2 0 f ő ( T K F A - n á l 15 f ő ) . 
A z e g y e t e m i i n t é z e t e k b e n a k a d é m i a i á l l á s o n d o l g o z ó k s z á m a 1 9 6 2 - b e n : 4 7 f ő , 
1 9 6 3 - b a n Г 4 9 f ő ( e b b ő l T K F A - b ó l a l k a l m a z o t t v o l t 11 f ő j . 
A k a d é m i a i i n t é z e t e k k ö l t s é g v e t é s i ö s s z e g e 1 9 6 2 - b e n : 1 5 3 1 8 0 0 0 F t , 1 9 6 3 - b a n : 
17 7 5 9 0 0 0 F t . 
A z A k a d é m i a á l t a l t á m o g a t o t t e g y e t e m i i n t é z e t e k t á m o g a t á s i k e r e t e , i n t é z e t e k 
b é r a l a p j a 1 9 6 2 - b e n : 2 4 3 9 0 0 0 F t , 1 9 6 3 - b a n : 2 5 0 1 0 0 0 F t . 
A z O s z t á l y h o z t a r t o z ó k u t a t ó i n t é z e t e k é s a k a d é m i a i t a n s z é k i k u t a t ó c s o p o r t o k 
l é t s z á m a a z 1 9 6 3 . é v e l e j é n a k ö v e t k e z ő : 
Az Osztály anyagi ellátottsága 
A t o m m a g K u t a t ó I n t é z e t 
M a t e m a t i k a i K u t a t ó I n t é z e t 
C s i l l a g v i z s g á l ó I n t é z e t 
E l m é l e t i F i z i k a i K u t . C s o p o r t 
N a p f i z i k a i O b s z e r v a t ó r i u m 
S z á m í t á s t e c h n i k a i K ö z p o n t 
E L T E M a t e m a t i k a i I n t é z e t 
E L T E E l m é l e t i F i z i k a i I n t é z e t 
E K M Ü E K í s é r l e t i F i z i k a i I n t é z e t 
S z e g e d i T u d . E g y e t e m K í s é r l e t i 
1 1 0 f ő , 
8 9 „ 
3 3 „ 
19 „ 
6 „ 
6 4 „ 
3 „ 
8 „ 
17 „ 
F i z i k a i I n t é z e t 
O r v o s i F i z i k a i I n t é z e t B p . 
ÚJABB EREDMÉNYEK A DISZKRÉT GEOMETRIÁBAN 
írta: FEJES TÓTH LÁSZLÓ* 
A z 1 9 5 9 - b e n r e n d e z e t t o b e r w o l f a c h i g e o m e t r i a i k o l l o k v i u m o n e g y e l ő a d á s t 
t a r t o t t a m Neuere Ergebnisse in der diskreten Geometrie c í m e n . E z a z e l ő a d á s 1 9 6 0 -
b a n e g y f o l y ó i r a t b a n i s m e g j e l e n t [1]. U g y a n e b b e n a z é v b e n j e l e n t m e g HEPPES 
ALADÁR é s MOLNÁR JÓZSEF h a s o n l ó t á r g y ú c i k k s o r o z a t á n a k e l s ő r é s z e , a m e l y a z 
e u k l i d e s z i s í k r a v o n a t k o z ó k é r d é s e k k e l f o g l a l k o z i k . A z 1 9 6 2 - b e n m e g j e l e n t m á s o d i k 
r é s z b e n a s z e r z ő k á l l a n d ó g ö r b ü l e t ű f e l ü l e t e k e n f e l m e r ü l ő d i s z k r é t g e o m e t r i a i k é r -
d é s e k e t t á r g y a l n a k [2]. A t é r b e l i p r o b l é m á k n a k s z á n t h a r m a d i k r é s z m é g n e m j e l e n t 
m e g . 
HEPPES é s MOLNÁR a z é n i s m e r t e t é s e m e t m á r s z á m o s ú j a b b e r e d m é n y b e m u t a t á -
s á v a l e g é s z í t e t t e k i . A d i s z k r é t g e o m e t r i a r o h a m o s f e j l ő d é s é t b i z o n y í t j a a z a t é n y , 
h o g y a z ő s o k o l d a l ú , n a g y t e r ü l e t e t f e l ö l e l ő i s m e r t e t é s ü k e l l e n é r e m á r ú j b ó l i d ő -
s z e r ű v é v á l t a l e g ú j a b b e r e d m é n y e k á t t e k i n t é s e . O l y a n e r e d m é n y e k r ő l l e s z t e h á t 
s z ó , a m e l y e k HEPPES é s MOLNÁR d o l g o z a t a i n a k l e z á r á s a u t á n j ö t t e k l é t r e v a g y 
a z u t á n j e l e n t e k m e g . 
I s m e r t e t é s e m b e n n e m t ö r e k s z e m t e l j e s s é g r e . Ú g y é r z e m , t ú l z á s n é l k ü l b e s z é l -
h e t ü n k „ m a g y a r d i s z k r é t g e o m e t r i a i i s k o l á r ó l " , s t a l á n n e m é r a s o v i n i z m u s v á d j a , 
h a e l ő t é r b e h e l y e z e m a z o k a t a z e r e d m é n y e k e t , a m e l y e k e t e z a z i s k o l a é r t e l v a g y 
a m e l y e k k e l e t k e z é s é b e n a m i i s k o l á n k n a k r é s z e v o l t . 
A d i s z k r é t g e o m e t r i a k ü l ö n b ö z ő k u t a t á s i t e r ü l e t e i k ö z t n e h é z h a t á r v o n a l a t 
v o n n i . Á t t e k i n t h e t ő s é g k e d v é é r t a n y a g u n k a t m é g i s n é h á n y a l c í m s z e r i n t c s o p o r t o -
s í t j u k . 
Körelhelyezések 
R é g e b b e n é s z r e v e t t e m , h o g y „ k e v é s s é k ü l ö n b ö z ő " n a g y s á g ú k ö r ö k e t n e m l e h e t 
a s í k b a n s ű r ű b b e n e l h e l y e z n i m i n t e g y e n l ő n a g y s á g ú a k a t . P o n t o s a b b a n a k ö v e t k e z ő -
r ő l v a n s z ó . T e k i n t s ü n k e g y k ö r h a l m a z t , s k é p e z z ü k k é t t e t s z é s s z e r i n t i s u g á r h á n y a -
d o s á t . E h á n y a d o s o k a l s ó h a t á r á t a k ö r h a l m a z homogenitásának n e v e z z ü k . L e g y e n 
s(q) az ö s s z e s q h o m o g e n i t á s ú k ö r e l h e l y e z é s ( f e l s ő ) s ű r ű s é g é n e k f e l s ő h a t á r a . A k k o r 
a f e n t i é s z r e v é t e l s z e r i n t v a n e g y o l y a n 1 - n é l k i s e b b p o z i t í v q0 s z á m , a m e l y r e s(q0) = 
= 5 ( 1 ) = 71/^12 = 0 , 9 0 6 . . . . 
F e l m e r ü l t t e r m é s z e t e s e n a k é r d é s : m i l y e n k i c s i n e k v á l a s z t h a t ó e z a q0 s z á m ? 
MOLNÁR JÓZSEF a z t s e j t e t t e , h o g y a z i l y e n t u l a j d o n s á g ú q0 s z á m o k m i n i m u m a 
0 = 0 , 6 4 5 . . . . A z 1. á b r á n l á t h a t ó k ö r e l h e l y e z é s s ű r ű s é g e u g y a n a n n y i , m i n t a z e g y b e -
v á g ó k ö r ö k k e l e l é r h e t ő m a x i m á l i s s ű r ű s é g , v a g y i s я / / 1 2 ; a k i s é s n a g y k ö r ö k s u g á r -
* Előadta az 1963. évi április 11-én tartott nyilvános osztályülésen. 
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v i s z o n y a e k k o r é p p e n Q. B á r m i l y e n k e v é s s e l c s ö k k e n t v e a z o n b a n a s u g á r v i s z o n y t , 
s z e r k e s z t h e t ő ' я / К 1 2 - n é l n a g y o b b s ű r ű s é g ű k ö r e l h e l y e z é s . 
B á r a Л / о / я я г - f é l e s e j t é s h e l y e s s é g é n e k b i z o n y í t á s á t ó l m e s s z e v a g y u n k , A . F L O -
RIAN [3] b e b i z o n y í t o t t a , h o g y q0 0 , 9 0 6 - n a k v e h e t ő . H a t e h á t e g y s é g n y i s u g a r ú k ö r ö k 
h e l y e t t a s í k o t o l y a n k ö r ö k k e l a k a r j u k a l e h e t ő l e g s ű r ű b b e n k i t ö l t e n i , a m e l y e k 
s u g a r a a ( 0 , 9 0 6 , 1 ) i n t e r v a l l u m b a e s i k , a k k o r m é g b i z t o s , h o g y s e m m i t s e m n y e r t ü n k . 
A z s(q) f ü g g v é n y r e e d d i g i s j ó a l s ó é s f e l s ő b e c s l é s e k e t i s m e r t ü n k . A z e m l í t e t t 
Florian-féle e r e d m é n y a z o n b a n m e g a d j a e f ü g g v é n y é r t é k é t e g y e g é s z i n t e r v a l l u m b a n . 
" /. ábra 2. ábra 
Az s(q) f ü g g v é n y d u á l i s a , S(q), a z ö s s z e s q h o m o g e n i t á s ú k ö r f e d é s e k ( a l s ó ) 
s ű r ű s é g é n e k a l s ó h a t á r a . V a j o n i t t i s l é t e z i k e g y o l y a n 1 - n é l k i s e b b p o z i t í v q0 
s z á m , a m e l y r e S(q0) = S( 1) = 2 я / / 2 7 = 1 , 2 0 9 . . . ? E z a k é r d é s m é g n i n c s e l d ö n t v e . 
V a l ó s z í n ű n e k l á t s z i k , h o g y a v á l a s z i g e n l ő é s M O L N Á R e g y m á s i k s e j t é s e s z e r i n t 
a l e g k i s e b b i l y e n t u l a j d o n s á g ú q0 s z á m k ö z e l í t ő é r t é k e 0 , 7 1 2 . 
T e k i n t s ü k e g y p o n t o n á t m e n ő , s z i m m e t r i k u s h e l y z e t ű h á r o m 1 , 1 é s q s u g a r ú 
k ö r s ű r ű s é g é t a k ö z é p p o n t j a i k á l t a l m e g h a t á r o z o t t h á r o m s z ö g b e n ( 2 . á b r a ) . E z a 
s ű r ű s é g f ü g g m é g e g y p a r a m é t e r t ő l , m o n d j u k a k é t e g y s é g n y i s u g a r ú k ö r k ö z é p -
p o n t j á n a k e g y m á s t ó l m é r t t á v o l s á g á t ó l . T e k i n t s ü k a s ű r ű s é g m i n i m u m á t , D(q)-t. 
E g y M o L N Á R r a l k ö z ö s e n í r t d o l g o z a t b a n k i m o n d o t t u k a z t a s e j t é s t , h o g y S(q) S  
^ D { q ) . FLORIAN, a k i a s{q)-ra v o n a t k o z ó m e g f e l e l ő s e j t é s ü n k e t e l ő z ő l e g i g a z o l t a , 
e n n e k a s e j t é s n e k a b i z o n y í t á s á b a n e g y é r d e k e s r é s z e r e d m é n y t é r t e l [4]. B e b i z o n y í -
t o t t a , h o g y e g y o l y a n k ö r f e d é s s ű r ű s é g e , a m e l y b e n c s a k k é t f a j t a , m é g p e d i g 1 - é s 
^ - s u g a r ú k ö r ö k s z e r e p e l n e k , n e m l e h e t k i s e b b m i n t £>(<?). E z a z e r e d m é n y a z é r t 
é r d e m e l figyelmet, m e r t e z a k o r l á t a q—\ h e l y e n k í v ü l k é t t o v á b b i h e l y e n , m é g -
p e d i g a <7 = 1 / 2 é s <7 = 1 / 4 h e l y k ö z e l é b e n , p o n t o s . E z t u g y a n c s a k FLORIAN [5] b i z o -
n y í t o t t a b e , m i u t á n M O L N Á R e l ő z ő l e g k o n s t r u á l t o l y a n 1 / 2 é s 1, i l l e t ő l e g 1 / 4 é s 1 
s u g a r ú k ö r ö k b ő l á l l ó k ö r f e d é s e k e t , a m e l y e k s ű r ű s é g e 1 0 - 5 p o n t o s s á g g a l m e g k ö z e -
l í t i £ > ( 1 / 2 ) é s £ > ( 1 / 4 ) é r t é k é t ( 3 . á b r a ) . 
S z ó r j u n k m o s t s z é t a s í k o n a d o t t s s ű r ű s é g g e l e g y b e v á g ó k ö r ö k e t . Н а я / 1 2 / < 
< 5 < 2 Я / / 2 7 , a k k o r A k ö r ö k r é s z b e n e g y m á s r a b o r u l n a k , a n é l k ü l h o g y A s í k o t 
t e l j e s e n l e f e d n é k . K é r d é s , m i l y e n e l r e n d e z é s b e n f e d i k l e a s í k l e g n a g y o b b r é s z é t ? 
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R é g e b b e n m e g m u t a t t a m , h o g y a k k o r , h a a k ö r k ö z é p p o n t o k s z a b á l y o s h á r o m s z ö g -
r á c s o t a l k o t n a k . 
E z t a z e r e d m é n y t IMRE M A R G I T [6] a k ö v e t k e z ő k é p p e n á l t a l á n o s í t o t t a . T e k i n t -
s ü n k e g y á l l a n d ó g ö r b l i l e t ű f e l ü l e t e n e g y h á r o m é l ű c s ú c s o k k a l b í r ó s z a b á l y o s m o z a i -
k o t , v á l a s s z u k k i e n n e k n t e t s z é s s z e r i n t i l a p j á t s n é z z ü k e z e k e g y e s í t e t t h a l m a z á t , 
E - t . K é r d é s , m i l y e n e l r e n d e z é s b e n b o r í t j a le n e g y b e v á g ó k ö r E t e r ü l e t é n e k l e g n a g y o b b 
r é s z é t ? E n n e k a p r o b l é m á n a k t e r m é s z e t e s e n c s a k a k k o r l e h e t e g y é r t e l m ű m e g o l d á s a , 
h a a k ö r ö k n e m k i s e b b e k , m i n t a m o z a i k l a p o k b a í r t k ö r ö k é s n e m n a g y o b b a k , m i n t 
a z a z o k k ö r é í r t k ö r ö k . E b b e n a z e s e t b e n — e z IMRE M A R G I T t é t e l e — a k ö r ö k n e k 
k o n c e n t r i k u s o k n a k k e l l l e n n i ö k a k i v á l a s z t o t t m o z a i k l a p o k k a l . 
R a k j u n k a z e u k l i d e s z i s í k e g y a d o t t t a r t o m á n y á b a a d o t t s z á m ú , t e t s z é s s z e r i n t i 
n a g y s á g ú , e g y m á s b a n e m n y ú l ó k ö r ö k e t . M i l y e n m é r e t ű é s h e l y z e t ű k ö r ö k r e l e s z 
a z o k s u g á r ö s s z e g e v a g y , a m i e g y r e m e g y , k e r ü l e t ö s s z e g e a l e h e t ő l e g n a g y o b b ? 
M e g m u t a t t a m , h o g y „ n a g y s z á m ú " k ö r e s e t é n „ h a t o s k ö t é s ű " egybevágó k ö r ö k 
v á l a s z t á s a a l e g k e d v e z ő b b . E z e k h e z a v i z s g á l a t o k h o z k a p c s o l ó d v a LÁSZLÓ ZOLTÁN [7] 
f e l s ő k o r l á t o k a t a d o t t a z e g y s é g g ö m b ö n f e k v ő , e g y m á s b a n e m n y ú l ó n > 2 k ö r 
s u g á r - é s k e r ü l e t ö s s z e g é r e , a m e l y e k a z и = 3 , 4 , 6 é s 12 e s e t b e n p o n t o s a k é s n n a g y 
é r t é k e i r e a s z i m p t o t i k u s a n p o n t o s a k . 
É r d e k e s k u t a t á s i t e r ü l e t n e k í g é r k e z i k e g y h e n g e r f e l ü l e t l e g s ű r ű b b k i t ö l t é s é n e k 
k é r d é s e e g y s é g n y i s u g a r ú k ö r ö k k e l . L e g y e n e g y T k e r e s z t m e t s z e t ű ( v é g t e l e n ) h e n -
g e r e n e l h e l y e z h e t ő e g y s é g s u g a r ú k ö r ö k s ű r ű s é g é n e k s z u p r é m u m a h(T). Н а Г < 1 / я , 
a k k o r n e m h e l y e z h e t ő a h e n g e r r e e g y e g y s é g s u g a r ú k ö r s e m , s í g y h(T) — 0 . M á s r é s z t 
k ö n n y e n b e l á t h a t ó [8], h o g y 
Tpq = ~{p2+pq+q2), p,q = 0, 1,2, ...,p + q>0 
л 
a l a k b a n f e l í r h a t ó k e r e s z t m e t s z e t e k r e 
A ( r „ ) = s u p A ( T ) = - ^ . 
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M i t m o n d h a t u n k i n f h(T) é r t é k é r ő l ? 
í 
r s — 
я 
H a - S / s - , a k k o r [8] 
л 
л 
НТ) = л 
2УлТ(4 — лТ) ' 
s í g y 
m i n h(T) = h 
4 
л 
я 
L e h e t s é g e s m á r m o s t , h o g y m i n d e n 1 / r r -né l n e m k i s e b b Г - r e А ( Г ) ё я / 4 . E z a z t j e l e n -
t e n é , h o g y e g y o l y a n h e n g e r f e l ü l e t , a m e l y r e e g y e g y s é g n y i s u g a r ú k ö r m á r r á h e l y e z -
h e t ő , m i n d i g k i t ö l t h e t ő e g y s é g n y i s u g a r ú k ö r ö k k e l l e g a l á b b л / 4 s ű r ű s é g g e l . 
M e g k e l l m é g e m l í t e n ü n k MOLNÁR JÓZSEF [9] e g y ú j k u t a t á s i t e r ü l e t é t , a m e l y e n 
m á r e d d i g i s m e g l e p ő e n s z é p e r e d m é n y e k e t é r t e l t e l j e s e n e l e m i , e g y s z e r ű e s z k ö z ö k -
ke l . K é p z e l j ü k , h o g y e g y v á r o s t a k a r u n k é p í t e n i e g y e n l ő , k ö r a l a p r a j z ú h á z a k k a l , 
ú g y , h o g y m i n d e n h á z h e l y h e z é r i n t ő l e g e s e n c s a t l a k o z z é k e g y - e g y a d o t t n a g y s á g ú 
k ö r a l a k ú h e l i k o p t e r t é r . H á z h e l y h á z h e l y b e é s h á z h e l y h e l i k o p t e r t é r b e t e r m é s z e t e -
s e n n e m n y ú l h a t , d e h e l i k o p t e r t é r h e l i k o p t e r t é r b e i g e n , ú g y h o g y t ö b b h á z n a k l e h e t 
e g y k ö z ö s h e l i k o p t e r e . M i l y e n e l r e n d e z é s b e n é p í t h e t ő k m 2 - é n k é n t a l e g t ö b b h á z ? 
A r r ó l v a n i t t á l t a l á n o s a b b a n s z ó : h o g y a n k e l l a d o t t „ t é r i g é n n y e l " f e l l é p ő 
e g y b e v á g ó t a r t o m á n y o k a t a l e g s ű r ű b b e n e l h e l y e z n i ? I t t a t é r i g é n y t m e g a d ó t a r t o -
m á n y o k „ m e r e v e n " h o z z á v a n n a k k a p c s o l v a a z e l h e l y e z e n d ő t a r t o m á n y o k h o z . 
T o v á b b i p r o b l é m á k k e l e t k e z n e k , h a a z e g y e s t a r t o m á n y o k t é r i g é n y e b i z o n y o s f e l -
t é t e l e k m e l l e t t v á l t o z h a t . K é p z e l t v á r o s u n k b a n m i n d e n h á z n a k e s e t l e g k é t h e l i -
k o p t e r t é r r e é s e g y u g y a n c s a k k ö r a l a k ú „ z ö l d t e r ü l e t r e " l e h e t s z ü k s é g e , d e e z e k n e k 
a k ö r ö k n e k a k ö l c s ö n ö s h e l y z e t e n i n c s o k v e t l e n ü l m e g s z a b v a : m e g e n g e d h e t j ü k , 
h o g y e z e k a „ b e l s ő " k ö r ö n e g y m á s á t f e d é s e n é l k ü l g ö r d ü l j e n e k . 
MOLNÁR m á r m o s t i l y e n p r o b l é m á k m e g o l d á s a k é n t r e n d k í v ü l é r d e k e s é s v á l -
t o z a t o s k ö r r e n d s z e r e k e t n y e r t , a m e l y e k k ö z t s z e r e p e l a NIGGLI á l t a l f e l s o r o l t 31 
h o m o g é n k ö r e l h e l y e z é s , s ő t a z e z e k e t i s t a r t a l m a z ó 131 SINOGOWITZ-féle k ö r r e n d -
s z e r i s . MOLNÁR i l y e n i r á n y ú k u t a t á s a i m é g n i n c s e n e k l e z á r v a , d e e d d i g i e r e d m é n y e i 
i s n a g y h a l a d á s t j e l e n t e n e k a b b a n a z ú j a b b t ö r e k v é s b e n , a m e l y a k ü l ö n b ö z ő s z a b á l y o s 
a l a k z a t o k s z é l s ő é r t é k - t u l a j d o n s á g o k k a l v a l ó j e l l e m z é s é r e i r á n y u l . (1. 4 . á b r á k ) . 
TAMMES, h o l l a n d b i o l ó g u s , 1 9 3 0 - b a n k ü l ö n b ö z ő v i r á g o k p o l l e n s z e m e i n l e v ő 
n y í l á s o k t a n u l m á n y o z á s a s o r á n a k ö v e t k e z ő , b i z o n y o s h í r e s s é g r e s z e r t t e t t p r o b l é -
m á t v e t e t t e f e l : H o g y a n k e l l e g y g ö m b ö n n p o n t o t ú g y e l h e l y e z n i , h o g y a k ö z t ü k 
f e l l é p ő m i n i m á l i s t á v o l s á g m a x i m á l i s l e g y e n ? 
TAMMESÍŐI f ü g g e t l e n ü l m a g a m is f e l v e t e t t e m e z t a p r o b l é m á t t ö b b m i n t 2 0 
é v v e l e z e l ő t t s e g y b e c s l é s t a d t a m a m i n i m á l i s t á v o l s á g m a x i m u m á r a . E z a b e c s l é s , 
a m e l y e k v i v a l e n s a f e n t e b b e m l í t e t t László-féle e g y e n l ő t l e n s é g e k k o n g r u e n s k ö r ö k r e 
v o n a t k o z ó e s e t é v e l , m e g a d j a a m e g o l d á s t и = 3 - , 4 - , 6 - é s 1 2 - r e . E z e k r e a p o n t s z á -
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m o k r a a z e x t r e m á l i s p o n t r e n d s z e r e k e t a s z a b á l y o s t r i g o n á l i s p o l i é d e r e k ( t r i g o n á l i s 
d i é d e r , t e t r a é d e r , o k t a é d e r é s i k o z a é d e r ) c s ú c s p o n t j a i a d j á k . N a g y o n e g y s z e r ű a z 
я = 5 e s e t , a m e l y a z é r t é r d e m e l figyelmet, m e r t i t t a m e g o l d á s n e m e g y é r t e l m ű . 
A z e g y i k m e g o l d á s ú g y a d ó d i k , h o g y a z o k t a é d e r 6 c s ú c s a k ö z ü l a z e g y i k e t e l h a g y -
j u k . A z á l t a l á n o s m e g o l d á s b a n e g y - e g y p o n t a p ó l u s o k b a , h á r o m p e d i g a z e g y e n -
l í t ő r e k e r ü l ú g y , h o g y k ö l c s ö n ö s t á v o l s á g u k n e l e g y e n k i s e b b 9 0 ° - n á l . A z я = 7 , 8 
é s 9 e s e t e t SCHÜTTE é s v a n d e r WAERDEN i n -
t é z t e e l . K i e m e l e n d ő a z « = 8 e s e t , a m e l y n e k 
m e g o l d á s á t a (3 , 3 , 3 , 4 ) s z i m b ó l u m ú a r c h i -
m é d e s z i a n t i p r i z m a a d j a . 1 9 5 8 - b a n DANZER 
m e g m u t a t t a e g y O b e r w o l f a c h b a n t a r t o t t e l ő -
a d á s b a n , h o g y a z я = 11 e s e t m e g o l d á s a a z , 
h o g y a z i k o z a é d e r 12 c s ú c s a k ö z ü l e g y e t e l -
h a g y u n k . Ú j a b b a n p e d i g ROBINSON m e g o l -
5. ábra d o t t a a TAMMES-féle p r o b l é m á t n = 2 4 - r e , 
m e g m u t a t v a , h o g y a z e x t r e m á l i s p o n t r e n d -
s z e r t a (3 , 3 , 3 , 3 , 4 ) s z i m b ó l u m ú f é l i g s z a b á l y o s t e s t c s ú c s a i s z o l g á l t a t j á k . 
E z e n e l ő z m é n y e k u t á n a l e g ú j a b b e r e d m é n y t e z e n a t é r e n DANZER [10] é r t e e l , 
a k i SCHÜTTE é s v a n d e r WAERDEN, v a l a m i n t s a j á t m ó d s z e r e i t t ö k é l e t e s í t v e é s á l t a l á -
n o s í t v a e l i n t é z t e a z я = 10 e s e t e t i s . M e g o l d á s k é n t a z a p o n t e l r e n d e z ő d é s a d ó d o t t , 
a m e l y e t SCHÜTTE a d o t t m e g m i n t l e g j o b b n a k s e j t e t t p o n t r e n d s z e r t . E n n e k a p o n t -
r e n d s z e r n e k a g r á f j a , a m e l y a m i n i m á l i s t á v o l s á g ú p o n t o k ö s s z e k ö t é s e á l t a l j ö n 
létre, az 5. ábrán látható. 
* 
E z e k s z e r i n t t e l j e s e n i s m e r j ü k a z e x t r e m á l i s p o n t r e n d s z e r e k e t я S 1 2 - r e , v a l a -
m i n t a k i v é t e l e s e n é r d e k e s я = 2 4 e s e t b e n . M i n t h o g y a p r o b l é m a m e g o l d á s a t e t s z é s 
s z e r i n t i p o n t s z á m r a l e h e t e t l e n n e k l á t s z i k , b e é r h e t j ü k e n n y i v e l é s a k é r d é s t t ö b b é -
k e v é s b é l e z á r t n a k t e k i n t h e t j ü k . 
M o s t e g y m á s i k , s z f é r i k u s p o n t r e n d s z e r e k r e v o n a t k o z ó s z é l s ő é r t é k p r o b l é m á t 
e m l í t e k , a m e l y a z e l ő b b i v e l s z e m b e n a z é r t é r d e m e l figyelmet, m e r t ( b á r e l s ő p i l l a -
n a t r a n e h e z e b b n e k l á t s z i k a f e n t i n é l ) m e g o l d á s á t m i n d e n p o n t s z á m r a i s m e r j ü k . 
T e k i n t s ü n k a g ö m b ö n я p o n t o t , k ö s s ü k ö s s z e m i n d e g y i k e t m i n d e g y i k k e l e g y -
egy legrövidebb főkörívvel, s képezzük a keletkező ^ П ) gömbi távolság összegét. 
M i l y e n e l r e n d e z é s b e n l e s z e z a k ö l c s ö n ö s s z f é r i k u s t á v o l s á g ö s s z e g a l e h e t ő l e g n a -
g y o b b ? 
A HEPPES ALADÁRral együtt elért részeredmények alátámasztották azt a sej-
tést, hogy a megoldás я paritásától függ a következő módon. Páros я-re a gömb 
középpontjára szimmetrikus minden pontrendszer extremális. Páratlan н-re az 
extremális pontrendszer felbomlik egy (esetleg, üres) a gömb középpontjára szim-
metrikus részhalmazra és egy főkörön fekvő részhalmazra. A főkörön a pontok 
úgy helyezkednek el, hogy bármelyik által meghatározott két nyílt félkörön ugyan-
annyi pont fekszik. 
Páros я-ге SPERLING bizonyította be a sejtés helyességét igen szellemes módon. 
Az ő módszerének továbbfejlesztésével LARCHERnek [11] nem régiben sikerült a 
páratlan я-ге vonatkozó sejtést is igazolnia. 
N i n c s m e g o l d v a m é g a z a p r o b l é m a , a m e l y a k k o r k e l e t k e z i k , h a a g ö m b h e l y e t t 
a z e l l i p t i k u s s í k o n v i z s g á l j u k u g y a n e z t a k é r d é s t . A z e r e d e t i p r o b l é m á t í g y is f o g a i -
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m a z h a t j u k : m i l y e n e l r e n d e z é s b e n l e s z n f é l e g y e n e s á l t a l a l k o t o t t v a l a m e n n y i s z ö g 
ö s s z e g e m a x i m á l i s ? M o s t a r r ó l v a n s z ó : m i k o r l e s z n e g y e n e s á l t a l a l k o t o t t v a l a -
m e n n y i ( n e m t o m p a ) s z ö g ö s s z e g e m a x i m á l i s ? Ú g y l á t s z i k , h o g y e b b e n a p r o b l é m á -
b a n a z a d ö n t ő , h o g y n h á r o m m a l o s z t v a m i l y e n m a r a d é k o t a d . 
Stabilitási kérdések 
N . G . DE BRUIJN m u t a t o t t e l ő s z ö r r á v é g e s s o k k o n v e x t e s t n e k a t é r b e n v a l ó 
o l y a n e l h e l y e z é s é n e k l e h e t ő s é g é r e , a m e l y b e n b á r m e l y i k e t a t ö b b i r ö g z í t i . K ö z ö s e n 
f o l y t a t o t t v i z s g á l a t a i n k s o r á n [12] HEPPES e g y a r á n y l a g e g y s z e r ű k o n k r é t p é l d á t 
k o n s t r u á l t e g y i l y e n „ r e l a t í v s t a b i l " t e s t r e n d s z e r r e , a m e l y e g y k o n v e x 1 2 - l a p b ó l é s 
e z t k ö r ü l v e v ő 12 e g y b e v á g ó t e t r a é d e r b ő l á l l . A 1 3 t e s t 
k ö z ü l e g y i k e t s e m l e h e t ú g y e l m o z g a t n i , h o g y a t ö b b i 
k ö z ü l e g y s e m o z d u l j o n e l . ( V a l ó s z í n ű n e k l á t s z i k , 
h o g y m á r a 1 2 t e t r a é d e r i s r e l a t í v s t a b i l r e n d s z e r t 
a l k o t , d e e n n e k b i z o n y í t á s a t o v á b b i m e g g o n d o l á s o -
k a t i g é n y e l n e . ) 
I s m e r e t e s , h o g y a b s z o l ú t s t a b i l r e n d s z e r ( a m e l y -
n e k e l e m e i c s a k ú g y m o z g a t h a t ó k , m i n t h a a t ö b b i -
h e z m e r e v e n h o z z á l e n n é n e k k a p c s o l v a ) n e m a l k o t -
h a t ó k o n v e x t e s t e k b ő l , s ő t b e l s ő p o n t r a c s i l l a g k o n v e x 
t e s t e k b ő l s e m . I r á n y k o n v e x t e s t e k r e e z n e m i g a z , 6. ábra 
a m i n t a z t k é t e g y m á s b a f o n ó d ó g y ű r ű p é l d á j a m u -
t a t j a . A 6 . á b r a e g y s z a b á l y o s h a t s z ö g b ő l é s h á r o m e g y b e v á g ó i r á n y k o n v e x t a r t o -
m á n y b ó l á l l ó a b s z o l ú t s t a b i l r e n d s z e r t m u t a t . V a j o n k é s z í t h e t ő m á r h á r o m i r á n y -
k o n v e x s í k i d o m b ó l i s a b s z o l ú t s t a b i l r e n d s z e r ? E z t a n e m k ö n n y ű k é r d é s t 
V . POLÁK o l d o t t a m e g n e m l e g e s v á l a s s z a l . 
E h h e z a t é m a k ö r h ö z t a r t o z i k e g y t e s t e t r ö g z í t ő p o n t r e n d s z e r e k k é r d é s e . A z t 
m o n d j u k , h o g y e g y t e s t e t a h a t á r á n f e k v ő b i z o n y o s p o n t o k ( e l t o l á s s a l s z e m b e n ) 
r ö g z í t i k , h a a t e s t e t n e m l e h e t ú g y e l t o l n i , h o g y k ö z b e n v a l a m e l y i k p o n t n e k e r ü l j ö n 
a t e s t b e l s e j é b e . Primitív rögzítő pontrendszerről b e s z é l ü n k , h a a p o n t o k k ö z ü l e g y 
s e m h a g y h a t ó e l . F e l v e t e t t e m a z t a k é r d é s t , l e g f e l j e b b h á n y p o n t b ó l á l l h a t e g y k o n -
v e x t e s t p r i m i t í v r ö g z í t ő r e n d s z e r e ? 
TOMOR BENEDEK [13] m e g m u t a t t a , h o g y a s í k b a n a k e r e s e t t s z á m 6 . H a t e h á t 
e g y k o n v e x l e m e z t t ö b b m i n t 6 p o n t r ö g z í t , a k k o r v a l a m e l y i k p o n t b i z t o s a n f e l e s -
l e g e s . A c s ú c s p o n t j a i v a l r ö g z í t e t t s z a b á l y o s h a t s z ö g m u t a t j a , h o g y 6 p o n t r a s z ü k s é g 
l e h e t . É n r á m u t a t t a m a c s ú c s p o n t j a i v a l r ö g z í t e t t r o m b d o d e k a é d e r p é l d á j á r a , a m e l y e n 
l á t h a t ó , h o g y a t é r b e n a k e r e s e t t s z á m l e g a l á b b 14 . E z u t á n HAJÓS GYÖRGY e g y 
e g y s z e r ű p é l d á n m e g m u t a t t a , h o g y a z « - d i m e n z i ó s t é r b e n e g y k o n v e x t e s t p r i m i t í v 
r ö g z í t ő r e n d s z e r e t a r t a l m a z h a t 2 ( 2 " — 1 ) p o n t o t ( e n n é l t ö b b e t a z o n b a n v a l ó s z í n ű -
l e g n e m ) . M á s r é s z t GRÜNBAUM [14] ö t l e t e s m ó d o n m e g m u t a t t a , h o g y e g y « - d i m e n -
z i ó s k o n v e x t e s t m á r 2 n p o n t t a l i s m i n d i g r ö g z í t h e t ő ( d e e n n é l k e v e s e b b p o n t t a l 
á l t a l á b a n n e m ) . A b b a n a s o k k a l n e h e z e b b p r o b l é m a k ö r b e n , a m e l y b e n e l t o l á s o k 
h e l y e t t t e t s z é s s z e r i n t i m o z g á s o k a t v e s z ü n k figyelembe, POLÁK é r t e l é r d e k e s k e z -
d e t i e r e d m é n y e k e t . N e m v o l n a é r d e k t e l e n a n n a k a k é r d é s n e k v i z s g á l a t a s e m , m i 
m o n d h a t ó a k k o r , h a m o z g á s o k h e l y e t t p é l d á u l t e r ü l e t t a r t ó a f f i n i t á s o k a t t e k i n t ü n k . 
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T e k i n t s ü n k a z e u k l i d e s z i s í k o n e g y ( r e l a t í v ) s t a b i l k ö r e l h e l y e z é s t , a m e l y b e n 
t e h á t m i n d e n k ö r t a s z o m s z é d o s k ö r ö k r ö g z í t e n e k . A k ö r ö k l e h e t n e k i n k o n g r u e n -
s e k , d e b i z o n y o s é r d e k t e l e n e s e t e k d i s z k u s s z i ó j á n a k e l k e r ü l é s e c é l j á b ó l f e l t e s s z ü k , 
h o g y a k ö r ö k s u g a r á n a k p o z i t í v a l s ó é s v é g e s fe l ső ' h a t á r a v a n ( v a g y i s h o g y a k ö r ö k 
h o m o g e n i t á s a p o z i t í v ) . V á l a s s z u n k k i e g y k ö r t . E n n e k k e r ü l e t é t a s z o m s z é d o s 
k ö r ö k k e l v a l ó é r i n t é s i p o n t o k r é s z í v e k r e b o n t j á k . A l e g n a g y o b b r é s z í v k ö z é p p o n t i 
s z ö g é t , 2 - t , a k ö r labilitásának, e n n e k k o m p l e m e n t e r j é t , я — l - t p e d i g a k ö r stabili-
tásának n e v e z z ü k . A körelhelyezés stabilitásán а l e g l a b i l i s a b b k ö r s t a b i l i t á s á t , p o n -
t o s a b b a n a a = i n f ( я —A) é r t é k e t é r t j ü k . 
H o g y a n é r h e t ő e l a d o t t s ű r ű s é g m e l l e t t m a x i m á l i s s t a b i l i t á s , v a g y a m i e g y r e 
m e g y , a d o t t a s t a b i l i t á s m e l l e t t m i n i m á l i s s ű r ű s é g ? R a j z o l j u n k e g y k ö r k ö r é o l y a n 
é r i n t ő s o k s z ö g e t , a m e l y n e k m i n d e n s z ö g e l e g f e l j e b b e g y s z ö g k i v é t e l é v e l a , m í g a 
f e n n m a r a d ó s z ö g l e g a l á b b a . B e b i z o n y í t o t t a m , h o g y e g y <r s t a b i l i t á s ú k ö r e l h e l y e z é s 
s ű r ű s é g e s o h a s e m l e h e t k i s e b b a k ö r n e k e r r e a s o k s z ö g r e v o n a t k o z ó s ű r ű s é g é n é l . 
E z a s ű r ü s é g k o r l á t p o n t o s m i n d a z o n e s e t e k b e n , a m i k o r a t e k i n t e t t s o k s z ö g b ő l 
e g y m o z a i k n y e r h e t ő a z o l d a l a k o n v a l ó s z u k c e s s z í v t ü k r ö z é s s e l . E z a a = я / 6 , я / 4 , я / 3 , 
я / 2 é s 2 я / 3 e s e t b e n k ö v e t k e z i k b e . E z e k r e a s t a b i l i t á s i é r t é k e k r e a m i n i m á l i s s ű r ű -
s é g ű k ö r r e n d s z e r e g y ( 3 , 12 , 12 ) é s ( 4 , 8 , 8 ) t í p u s ú f é l i g s z a b á l y o s é s e g y {6, 3} , 
{4, 4 } é s {3, 6 } t í p u s ú s z a b á l y o s m o z a i k c s ú c s a i k ö r é í r t egybevágó k ö r ö k b ő l á l l . 
E z t a z e r e d m é n y t DOMINYÁK IMRE [15] k i t e r j e s z t e t t e a g ö m b f e l ü l e t r e é s a h i p e r -
b o l i k u s s í k r a . A z e l s ő e s e t b e n f e l t e s s z ü k , h o g y m i n d e n k ö r s u g a r a l e g a l á b b г, а m á s o -
d i k b a n , h o g y l e g f e l j e b b r. A f e n t e m l í t e t t s o k s z ö g s z e r e p é t e g y r s u g a r ú k ö r k ö r é 
í r t o l y a n s o k s z ö g v e s z i á t , a m e l y n e k é r i n t é s i p o n t j a i a k ö r t l e g f e l j e b b e g y í v k i v é t e l é -
v e l л —ff s z ö g ű í v e k r e b o n t j á k , m í g a m e g m a r a d ó ív s z ö g e ë i - < 7 . A z í g y a d ó d ó 
s ű r ű s é g k o r l á t s z á m o s ( a h i p e r b o l i k u s s í k o n „ s z á m t a l a n " ) é r d e k e s e s e t b e n e l é r h e t ő . 
Sejthalmazokra vonatkozó izoperimetrikus problémák 
B i z o n y o s n ö v é n y i s z ö v e t e k b e n a s e j t e k n e m t ö l t i k k i t e l j e s e n a r e n d e l k e z é s ü k r e 
á l l ó t é r r é s z t . I l y e n s z ö v e t e k k e l k a p c s o l a t o s m e g g o n d o l á s o k v e z e t t e k a k ö v e t k e z ő 
p r o b l é m á h o z : H o g y a n k e l l e g y „ n a g y " s í k i d o m o t a d o t t s z á m ú , e g y s é g n y i k e r ü l e t ű , 
d e s z a b a d o n v á l t o z ó a l a k ú l e m e z e k k e l a l e g j o b b a n k i t ö l t e n i ? E z t a p r o b l é m á t c s a k 
k o n v e x l e m e z e k r e v i z s g á l t a m é s m e g m u t a t t a m , h o g y a z a l e g k e d v e z ő b b , h a a l e m e -
z e k k ö r í v e k k e l l e k e r e k í t e t t e g y b e v á g ó s z a b á l y o s h a t s z ö g e k . HEPPES [16] é s z r e v e t t e , 
h o g y a k o n v e x i t á s f e l t é t e l e e l h a g y h a t ó é s e r e d m é n y e m e t m á s i r á n y b a n is é l e s í t e t t e . 
HEPPES é s z r e v é t e l e i n d í t o t t a k ö v e t k e z ő t é t e l b i z o n y í t á s á r a [ 1 7 ] : T e k i n t s ü n k a z 
e u k l i d e s z i v a g y a h i p e r b o ü k u s s í k o n e g y h á r o m é l ű c s ú c s o k k a l b í r ó s z a b á l y o s m o z a i -
k o t , v á l a s s z u k k i e n n e k n k ü l ö n b ö z ő l a p j á t s n é z z ü k e z e k e g y e s í t e t t h a l m a z á t , E-t. 
B á r h o g y is b o n t j u k f e l E-t n ö s s z e f ü g g ő r é s z t a r t o m á n y r a , m i n d i g l e s z o l y a n r é s z -
t a r t o m á n y , a m e l y n e k k e r ü l e t e l e g a l á b b a k k o r a , m i n t e g y m o z a i k l a p é . 
G ö m b i m o z a i k o k r a e z a t é t e l n e m v i h e t ő á t m i n d e n t o v á b b i n é l k ü l , d e i t t i s 
k i m o n d h a t ó e g y h a s o n l ó , i g e n á l t a l á n o s t é t e l . 
T ö b b m a t e m a t i k u s t f o g l a l k o z t a t o t t a z a k é r d é s , m e l y i k a z e g y s é g n y i t é r f o g a t ú 
t é r k i t ö l t ő t e s t e k k ö z ü l a m i n i m á ü s f e l s z í n ű . V a l ó s z í n ű n e k l á t s z i k , h o g y a k o n v e x 
t é r k i t ö l t ő k k ö z ö t t a f é l i g s z a b á l y o s c s o n k a o k t a é d e r a l e g j o b b . M á s a z o n b a n a 
p r o b l é m a m e g o l d á s a , h a a k o n v e x i t á s t n e m k ö t j ü k k i . L o r d K e l v i n m e g a d o t t e g y 
m i n i m á l f e l ü l e t e k á l t a l h a t á r o l t „ e l t o r z u l t c s o n k a o k t a é d e r t " , a m e l y n e k k o n g r u e n s 
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p é l d á n y a i v a l a t é r é p p e n ú g y k i r a k h a t ó , m i n t a t o r z í t a t l a n c s o n k a o k t a é d e r e k k e l , 
a m e l y n e k f e l s z í n e a z o n b a n k i s e b b , m i n t a z u g y a n o l y a n t é r f o g a t ú c s o n k a o k t a é d e r é . 
HEPPES ALADÁR [18] e z t A k é r d é s t á l t a l á n o s a b b f e l t é t e l e k m e l l e t t v i z s g á l v a e g y 
m e g l e p ő ' t é t e l h e z j u t o t t , a m e l y ú g y i n t e r p r e t á l h a t ó , h o g y „ b e l s ő " b u b o r é k o t t a r -
t a l m a z ó s z a p p a n h a b b a n m i n d i g k e l l l e n n i n e m k o n v e x b u b o r é k n a k . P o n t o s a b b a n : 
l e g y e n a L j , . . . , Vn t é r f o g a t ú k o n v e x t e s t e k e g y e s í t e t t h a l m a z a , E o l y a n , h o g y l e g -
a l á b b a z e g y i k t e s t t e l j e s e n £ b e l s e j é b e n f e k ü d j ö n ; a k k o r £ f e l b o n t h a t ó n n e m c s u p a 
k o n v e x K j , . . . , V„ t é r f o g a t ú t e s t r e , a m e l y e k f e l s z í n ö s s z e g e k i s e b b , m i n t a z e r e d e t i 
k o n v e x t e s t e k f e l s z í n ö s s z e g e . 
E n n e k a m é l y e n f e k v ő t é t e l n e k a b i z o n y í t á s á b a n a l k a l m a z o t t i g e n s z e l l e m e s 
m ó d s z e r e k t ö b b ö n m a g u k b a n i s é r d e k e s m e l l é k e r e d m é n y t h o z t a k f e l s z í n r e . S i k e r ü l t 
t ö b b e k k ö z ö t t m e g a d n i a g ö m b n e k o l y a n k o n v e x s o k s z ö g e k r e t ö r t é n ő f e l b o n t á s a i -
n a k t e l j e s f e l s o r o l á s á t , a m e l y e k m i n d e n s z ö g e 1 2 0 ° - o s . 
S z a b a d j o n i t t m é g e g y m e g o l d a t l a n p r o b l é m á r a r á m u t a t n o m . H . STEINHAUS 
Kaleidoskop der Mathematik c í m ű j ó l i s m e r t k ö n y v é b e n ( B e r l i n 1 9 5 9 ) f e l h í v j a a 
figyelmet a z o k r a a z é r d e k e s t ö r é s v o n a l a k r a , a m e l y e k e g y f o l y ó p a r t o n s z á r a d ó 
i s z a p t á b l á n k e l e t k e z n e k . H a s o n l ó v o n a l a k a t l á t u n k s z á r a d á s k o r e r ő s e n ö s s z e h ú z ó d ó 
m á z z a l b e v o n t k e r á m i á k o n i s . T e g y ü k fe l , h o g y a t ö r é s v o n a l a k e g y m á s u t á n k e l e t -
k e z n e k , ú g y h o g y m i n d e n t ö r é s k o r a z e g y i k l e g n a g y o b b t e r ü l e t ű r é s z t a r t o m á n y k é t 
e g y e n l ő t e r ü l e t ű r é s z r e h a s a d a l e g r ö v i d e b b v o n a l m e n t é n . M i m o n d h a t ó a z и - e d i k 
t ö r é s u t á n l é t r e j ö t t t ö r é s v o n a l a k ö s s z h o s s z á r ó l v a g y , a m i e g y r e m e g y , a r é s z t a r t o -
m á n y o k k e r ü l e t ö s s z e g é r ő l ? 
L e g y e n a r é s z t a r t o m á n y o k k e r ü l e t ö s s z e g e n r é s z t a r t o m á n y r a v a l ó b o m l á s u t á n 
Kn. K ö n n y e n m e g m u t a t h a t ó , h o g y h a a z e r e d e t i t a r t o m á n y e g y £ t e r ü l e t ű t é g l a l a p , 
a k k o r 
4 f r S lim — 2(2$ + 2-b)ÍT 
Ín 
2 ( 2 * + 2 - * ) i f S О т ~ ) / J 8 i f . 
n-*°° in 
V a j o n f e n n á l l a n a k e z e k a z e g y e n l ő t l e n s é g e k b á r m e l y T t e r ü l e t ű t a r t o m á n y r a 
i s ? V a l ó s z í n ű l e g i g e n . E z a b b ó l s e j t h e t ő , h o g y n a g y n - r e a r é s z t a r t o m á n y o k „ k ö z e l í -
t ő l e g " t é g l a l a p o k l e s z n e k . 
Körfelhők 
A k ö r - é s g ö m b f e l h ő k v i z s g á l a t a HORNICH k ö v e t k e z ő p r o b l é m á j á b ó l i n d u l t 
k i : H á n y ( a n y a g i ) e g y s é g g ö m b b e l t a k a r h a t ó e l radiálisán e g y u g y a n i l y e n g ö m b , 
o l y a n é r t e l e m b e n , h o g y a z e l t a k a r a n d ó g ö m b k ö z é p p o n t j á b ó l k i i n d u l ó m i n d e n 
f é l e g y e n e s l e g a l á b b e g y t a k a r ó g ö m b ö t t a l á l j o n ? E z z e l a k é r d é s s e l f o g l a l k o z ó e g y i k 
d o l g o z a t o m b a n t ö b b a n a l ó g p r o b l é m á t i s é r i n t e t t e m . V i z s g á l a t a i m h o z G R Ü N -
BAUM, DANZER, HEPPES, ú j a b b a n p e d i g KRAMMER GERGELY c s a t l a k o z o t t . S z a b a d j o n 
a „ r é g e b b i " e r e d m é n y e k k ö z ü l k e t t ő t k i e m e l n e m a n n a k i l l u s z t r á l á s á r a , m i l y e n 
v á l t o z a t o s k u t a t á s i t e r ü l e t r ő l v a n i t t s z ó . GRÜNBAUM m e g m u t a t t a , h o g y e g y p o n t o t 
e l t a k a r ó e g y b e v á g ó g ö m b ö k m i n i m á l i s s z á m a ö t , HEPPES p e d i g b e b i z o n y í t o t t a , h o g y 
e g y r á c s s z e r ű g ö m b e l h e l y e z é s e n m i n d i g „ k e r e s z t ü l l e h e t d u g n i " e g y e g y e n e s t . 
KRAMMER [19] a k ö v e t k e z ő k é r d é s e k k e l f o g l a l k o z o t t . K é s z í t s ü n k e g y r s u g a r ú 
к k ö r h ö z e g y e g y s é g n y i s u g a r ú k ö r ö k b ő l á l l ó ( r a d i á l i s á n t a k a r ó ) k ö r f e l h ő t , v a g y i s 
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r a k j u n k к k ö r é s e m e g y m á s b a , s e m p e d i g k - b a n e m n y ú l ó e g y s é g n y i s u g a r ú k ö r ö k e t 
ú g y , h o g y m i n d e n к k ö z é p p o n t j á b ó l k i i n d u l ó f é l e g y e n e s l e g a l á b b e g y e g y s é g n y i 
s u g a r ú k ö r t m e s s e n v a g y é r i n t s e n . L e g y e n К a z ö s s z e s k ö r t t a r t a l m a z ó , k-\al k o n -
c e n t r i k u s l e g k i s e b b k ö r é s R e n n e k a k ö r n e k a s u g a r a . A R — r k ü l ö n b s é g e t a f e l h ő 
vastagságának n e v e z z ü k . E l s ő k é r d é s a z , h o g y r ö g z í t e t t r e s e t é n m e l y i k a z a f e l h ő , 
a m e l y n e k v a s t a g s á g a m i n i m á b s . KRAMMER m e g m u t a t t a , h o g y A l e g j o b b f e l h ő m i n d i g 
e g y z á r t l á n c o t a l k o t , a m e l y b e n m i n d e n k ö r é r i n t i a k ö v e t k e z ő t , m é g p e d i g r - t ő l 
f ü g g ő e n a z a l á b b i l e h e t ő s é g e k e g y i k e s z e r i n t ( 7 . á b r a ) : 
a) m i n d e n k ö r é r i n t i F - t , 
b) a k ö r ö k v á l t a k o z v a é r i n t i k K-t é s k-t, 
c) k é t s z o m s z é d o s k ö r é r i n t i F - t , a t ö b b i v á l t a k o z v a k-t é s F - t . 
A m á s i k k é r d é s : m í a m i n i m á l i s v a s t a g s á g n a k , r ( r ) - n e k a f e l s ő h a t á r a ? KRAMMER 
e r e d m é n y e s z e r i n t 
• ч „ я я „ 1 
s u p n í n - 2 + c o s e c — — c o s e c — »s 2 - 1 — . 
3 9 3 8 я 
tz 
R a j z o l j u n k e g y r = c o s e c — 1 s u g a r ú k ö r t . E r r e é p p e n m é g r á h e l y e z h e t ő 
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3 8 e g y s é g k ö r . A k ö r s u g a r á t k i s s é n ö v e l v e m á r c s a k 3 9 e g y s é g k ö r a l k o t h a t f e l h ő t . 
E n n e k a f e l h ő n e k a v a s t a g s á g a a k k o r m i n i m á l i s , h a a k ö r ö k e g y a) t í p u s ú k ö r i á n -
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c o t a l k o t n a k . E k k o r R = R = 1 + c o s e c — , s í g y e l é g k i c s i n y p o z i t í v s é r t é k r e 
v(r + s) = R — (r + s). • 
M i n t h o g y a z o n b a n v(r) = 2, a f e n t i R — r f e l s ő k o r l á t n e m é r h e t ő e l . 
Poliéderekre vonatkozó szélsőértékproblémák ' j 
T e k i n t s ü k a z e u k l i d e s z i t é r b e n e g y fix g ö m b ö t t a r t a l m a z ó k o n v e x p o l i é d e r e k 
ö s s z e s s é g é t . M e l y i k p o l i é d e r n e k l e s z a z é l h o s s z ö s s z e g e a l e g k i s e b b ? E n n e k a p r o b -
l é m á n a k d i s z k r é t g e o m e t r i a i j e l l e g e n y i l v á n v a l ó , h a e g y k o n v e x p o l i é d e r t ú g y d e f i -
n i á l u n k , m i n t v é g e s s o k p o n t k o n v e x b u r k á t . A r r ó l v a n t e h á t s z ó , h o g y a n k e l l a 
t é r b e n v é g e s s o k p o n t o t b i z o n y o s s z e m p o n t b ó l a l e g k e d v e z ő b b e n k i t ű z n i . E z t a z 
á l t a l a m f e l v e t e t t p r o b l é m á t BESICOVITCH é s EGGLESTON o l d o t t a m e g , i g a z o l v a a z t 
a s e j t é s e m e t , h o g y a l e g j o b b p o l i é d e r a g ö m b k ö r é í r t k o c k a . 
E z z e l a p r o b l é m á v a l e g y i d e j ű l e g f e l v e t e t t e m a z t a k é r d é s t i s , m i a p r o b l é m a 
m e g o l d á s a , h a a h á r o m s z ö g l a p ú p o l i é d e r e k k ö z t k e r e s s ü k a l e g j o b b a t . A z e u k l i d e s z i 
t é r b e n e z a p r o b l é m a n e h é z n e k í g é r k e z i k . E z t a l á t á m a s z t j a a z a s e j t é s , h o g y i t t k é t 
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extremális poliéder van: a szabályos tetraéder és a szabályos oktaéder. De egy 
CoxETERrel közösen írt dolgozatunkban [20] megoldottuk a problémát a nem euk-
lideszi terekben a poliéderben fekvő gömb sugarának, r-nek, speciális értékeire. 
A szférikus térben egy r = arc sin 1/4=0,2527... sugarú gömböt tartalmazó három-
szöglapéi poliéderek közt a szabályos tetraéder és a (nem szükségképpen szabályos) 
trigonális diéder élhosszösszege a legkisebb. A hiperbolikus térben r = 0,364...-re. 
a szabályos oktaéder, r = 0,828...-ra a szabályos ikozaéder a legjobb. 
TOMOR BENEDEK [21] e z e n d i s z k r é t s u g á r é r t é k e k h e l y e t t k i s i n t e r v a l l u m o k a t 
a d o t t m e g , a m e l y e k b e e s ő s u g á r é r t é k e k r e m é g m i n d i g a m e g f e l e l ő s z a b á l y o s t e s t 
a z e x t r e m á l i s p o l i é d e r . 
V i z s g á l t a m e z e k n e k a p r o b l é m á k n a k a z o k a t a n é g y d i m e n z i ó s a n a l o g o n j a i t , 
a m e l y e k b e n a z é l h o s s z ö s s z e g h e l y e t t i s e g g y e l m a g a s a b b d i m e n z i ó s m é r t é k s z á m o t , 
a ( k é t d i m e n z i ó s ) l a p o k t e r ü l e t ö s s z e g é t t e k i n t j ü k . A z e z z e l k a p c s o l a t o s e r e d m é n y e i m 
k ö z ü l c s a k a z t e m e l e m k i , h o g y a n é g y d i m e n z i ó s h i p e r b o l i k u s t é r b e n m e g a d h a t ó 
e g y k o n k r é t n a g y s á g ú g ö m b ú g y , h o g y a z e z t t a r t a l m a z ó , t e t r a é d e r c e l l á k k a l b í r ó 
k o n v e x p o l i t ó p o k k ö z ü l a k ö r ü l í r t s z a b á l y o s 6 0 0 - c e l l á r a a l e g k i s e b b a l a p o k t e r ü l e t -
ö s s z e g e . 
A z é l h o s s z ö s s z e g r e v o n a t k o z ó f e n t i p r o b l é m a k i v é t e l t k é p e z a b b a n , h o g y a z 
( b i z o n y o s e s e t e k b e n ) k ö n n y e b b n e k b i z o n y u l t a n e m - e u k l i d e s z i t é r b e n m i n t a z e u k -
l i d e s z i b e n . A z e u k l i d e s z i t é r b e n a s z a b á l y o s t e s t e k k ü l ö n b ö z ő s z é l s ő é r t é k t u l a j d o n -
s á g a i i s m e r e t e s e k é s e z e k n e k a n e m - e u k l i d e s z i t e r e k b e v a l ó á t v i t e l e g y a k r a n i g e n 
n e h é z . T u d j u k p é l d á u l , h o g y a z e u k l i d e s z i t é r b e n a z a d o t t f é l s z í n ű k o n v e x 4 - , 6 -
é s 1 2 - l a p o k k ö z ö t t a s z a b á l y o s t e t r a é d e r , h e x a é d e r é s d o d e k a é d e r t é r f o g a t a a l e g -
n a g y o b b . D e , m o n d j u k a d o d e k a é d e r e s e t é b e n , s e m m i t á m p o n t u n k s i n c s a z a n a l ó g 
á l l í t á s b i z o n y í t á s á r a n e m - e u k l i d e s z i t e r e k b e n . E z t a k é r d é s t i l l e t ő e n c s u p á n e g y 
s z e r é n y r é s z e r e d m é n y r ő l s z á m o l h a t o k b e : e g y a r á n y l a g e g y s z e r ű d i r e k t b i z o n y í t á s t 
a d t a m a s z a b á l y o s t e t r a é d e r i z o p e r i m e t r i k u s t u l a j d o n s á g á r a a h i p e r b o l i k u s t é r b e n 
[22] . P o z i t í v g ö r b ü l e t ű t e r e k b e n a z a n a l ó g k é r d é s t u d o m á s o m s z e r i n t m é g n y i t o t t . 
I t t k e l l m é g m e g e m l í t e n e m TOMOR BENEDEK [21] e g y e g y e n l ő t l e n s é g é t , a m e l y 
e g y á l l a n d ó g ö r b ü l e t ű t é r b e n f e k v ő , a d o t t s u g a r ú g ö m b ö t t a r t a l m a z ó , a d o t t l a p -
é s c s ú c s p o n t s z á m ú k o n v e x p o l i é d e r f e l s z í n é r e v o n a t k o z i k é s a m e l y m i n d a z ö t 
s z a b á l y o s t e s t r e p o n t o s . A b i z o n y í t á s h a s o n l ó e s z k ö z ö k k e l t ö r t é n i k , m i n t a t é r f o -
g a t r a v o n a t k o z ó i s m e r t a n a l ó g e g y e n l ő t l e n s é g é . M i n d a m e l l e t t a f e l s z í n e s e t é n n é h á n y 
t o v á b b i m e g g o n d o l á s r a is s z ü k s é g v o l t . 
Állandó görbületű terek legsűrűbb kitöltése gömbökkel 
E b b e n a t á r g y k ö r b e n e g y i g e n j e l e n t ő s e r e d m é n y r ő l s z á m o l h a t o k b e . T e k i n t -
s ü n k e g y e u k l i d e s z i v a g y n e m - e u k l i d e s z i t é r b e n n é g y e g y m á s t k ö l c s ö n ö s e n é r i n t ő 
r s u g a r ú g ö m b ö t , v a l a m i n t e z e k B(r) s ű r ű s é g é t a k ö z é p p o n t j a i k á l t a l m e g h a t á r o z o t t 
t e t r a é d e r b e n . BÖRÖCZKY KÁROLY [23] b e b i z o n y í t o t t a , h o g y r s u g a r ú g ö m b ö k b á r -
m e l y e l h e l y e z é s é n e k s ű r ű s é g e S B ( r ) . 
A k i v a l a h a m e g p r ó b á l t a m e g b e c s ü l n i a z t , h o g y a z e u k l i d e s z i t é r h á n y a d r é s z e 
t ö l t h e t ő k i e g y b e v á g ó g ö m b ö k k e l , v a g y a k i t u d j a , h o g y a z e l s ő d u r v a b e c s l é s s e m 
v o l t k ö n n y ű , h o g y a n n a k j a v í t á s a s z i n t e s z á z a d é r t é k e n k é n t t ö r t é n t é s h o g y a p o n t o s 
b e c s l é s t m a s e m i s m e r j ü k , a z b i z o n y á r a é r t é k e l n i f o g j a a z e u k l i d e s z i va .gy n e m -
e u k l i d e s z i t é r r e v o n a t k o z ó Böröczky-féle é l e s s ű r ű s é g k o r l á t o t . D e i t t t ö b b r ő l v a n 
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s z ó m i n t e g y j ó b e c s l é s r ő l . A f e n t i k o r l á t t i . a n e m - e u k l i d e s z i t e r e k b e n b i z o n y o s 
s u g á r é r t é k e k r e p o n t o s , s í gy e z e k r e a s u g á r é r t é k e k r e m e g a d j a a l e g s ű r ű b b g ö m b -
e l h e l y e z é s p r o b l é m á j á n a k e g z a k t m e g o l d á s á t . H a u i . a t e k i n t e t t t e t r a é d e r o l y a n , 
h o g y k o n g r u e n s p é l d á n y a i b ó l s z a b á l y o s m o z a i k a l k o t h a t ó , a k k o r — BÖRÖCZKY 
t é t e l e a l a p j á n — e m o z a i k c s ú c s a i k ö r é í r t r s u g a r ú g ö m b ö k a d j á k a t é r n e k r s u g a r ú 
g ö m b ö k k e l v a l ó l e g s ű r ű b b k i t ö l t é s é t . 
A s z f é r i k u s t é r b e n n é g y , t e t r a é d e r e k b ő l á l l ó s z a b á l y o s m o z a i k v a n . E g y i k ü k , 
a l e g é r d e k e s e b b , 6 0 0 t e t r a é d e r b ő l á l l é s 1 2 0 c s ú c s a v a n . E z é r t , h a v o l n á n a k 120 
n y í l á s s a l b í r ó 4 - d i m e n z i ó s p o l l e n s z e m e k é s a n y í l á s o k TAMMES h i p o t é z i s é n e k m e g -
f e l e l ő e n ú g y k e l e t k e z n é n e k , h o g y m i n d l e h e t ő l e g t á v o l k e r ü l j ö n e g y m á s t ó l , a k k o r 
a z o k a s z a b á l y o s 6 0 0 - c e l l a c s ú c s a i b a n h e l y e z k e d n é n e k e l . 
M é g é r d e k e s e b b a h i p e r b o l i k u s t é r e s e t e . I t t e g y e t l e n s z a b á l y o s m o z a i k v a n , 
a m e l y n e k c e l l á i t e t r a é d e r e k , m é g p e d i g a s z i m p t o t i k u s ( v é g t e l e n é l h o s s z ú s á g ú ) t e t r a -
é d e r e k . M i v e l m o s t r = a m e g f e l e l ő g ö m b e l h e l y e z é s p a r a s z f é r á k b ó l á l l . E n n e k a 
p a r a s z f é r a - r e n d s z e r n e k a s ű r ű s é g e a k ö v e t k e z ő é r d e k e s m ó d o n á l l í t h a t ó e l ő : 
S = Jim B(r) = ( j + - 1 - J ^ - ^
 + J - + - 1 - _ + + . . j = 0 , 8 5 9 . . . . 
M á r m o s t b i z t o s r a v e h e t ő , h o g y a h i p e r b o l i k u s t é r b e n B(r) r - n e k n ö v e k v ő 
f ü g g v é n y e . E b b ő l k ö v e t k e z n e , h o g y b á r m e l y p o z i t í v r-re B(r) < S. H a s i k e r ü l n e 
B(r) m o n o t o n i t á s á t b e b i z o n y í t a n i , a k k o r a l e g s ű r ű b b g ö m b e l h e l y e z é s p r o b l é m á j a 
a h i p e r b o l i k u s t é r b e n e l l e n n e i n t é z v e o l y a n é r t e l e m b e n , h o g y v é g e s v a g y v é g t e l e n 
s u g a r ú e g y b e v á g ó g ö m b ö k ö s s z e s l e h e t s é g e s e l h e l y e z é s e i k ö z t a t e k i n t e t t p a r a s z f é r a -
r e n d s z e r b i z o n y u l n a a l e g s ű r ű b b n e k . M í g t e h á t a z e u k l i d e s z i t é r b e n a l e g s ű r ű b b 
g ö m b e l h e l y e z é s p r o b l é m á j á n a k m e g o l d á s á t ó l m e s s z e v a g y u n k , a d d i g ú g y l á t s z i k , 
h o g y a h i p e r b o l i k u s t é r b e n a p r o b l é m a e g y s z á m o l á s t e c h n i k a i k é r d é s s é r e d u k á l ó -
d i k . * 
BÖRÖCZKY t é t e l é n e k e l ő z m é n y e i r ö v i d e n a k ö v e t k e z ő k . A z a n a l ó g 2 - d i m e n z i ó s 
p r o b l é m a e l i n t é z é s e u t á n a figyelem t e r m é s z e t e s m ó d o n a 3 - d i m e n z i ó s p r o b l é m á r a , 
k ü l ö n ö s e n p e d i g a l e g s ű r ű b b g ö m b e l h e l y e z é s p r o b l é m á j á n a k a h i p e r b o l i k u s t é r b e n 
v á r h a t ó s z é p m e g o l d á s á r a t e r e l ő d ö t t [24 , 2 5 , 26 ] . A s z f é r i k u s t e r e t i l l e t ő e n k o r á b b a n 
é s z r e v e t t e m , h o g y a 6 0 0 - c e l l a c s ú c s a i a „ 4 - d i m e n z i ó s Tammes-féle p r o b l é m a " s z e m -
p o n t j á b ó l l o k á l i s a n e x t r e m á l i s k o n f i g u r á c i ó t a l k o t n a k . BÖRÖCZKY t é t e l é n e k a z 
« - d i m e n z i ó s e u k l i d e s z i t é r r e v o n a t k o z ó m e g f e l e l ő j é t ROGERS b i z o n y í t o t t a b e . Ú j a b b a n 
p e d i g COXETER [27] e g y r e n d k í v ü l é r d e k e s , é l e s b e c s l é s t n y e r t e g y я - d i m e n z i ó s e u k -
l i d e s z i e g y s é g g ö m b r e r á h e l y e z h e t ő e g y s é g g ö m b ö k s z á m á r a , a n n a k a f e l t e v é s n e k a 
f e l h a s z n á l á s á v a l , h o g y a Rogers-ié\e b e c s l é s a s z f é r i k u s t é r b e n i s h e l y e s . E n n e k a 
f e l t e v é s n e k a j o g o s u l t s á g a « S 3 - r a BÖRÖCZKY t é t e l é v e l i g a z o l á s t n y e r t . 
BÖRÖCZKY t u l a j d o n k é p p e n e g y g ö m b Dirichlet-féle c e l l á j á n a k a t é r f o g a t á r a a d 
e g y a l s ó k o r l á t o t a z á l t a l , h o g y a c e l l á n a k c s u p á n e g y o l y a n k o n c e n t r i k u s g ö m b b e 
e s ő r é s z é t t e k i n t i , a m e l y n e k b e l s e j é b e n m á r b i z t o s a n n e m l e h e t a c e l l á n a k c s ú c s a . 
E z a z á l t a l a m t ö b b m i n t h ú s z é v v e l e z e l ő t t a l k a l m a z o t t g o n d o l a t k é p e z t e a k i i n d u l á s i 
p o n t j á t MOLNÁR JÓZSEF d o k t o r i d i s s z e r t á c i ó j á n a k és a z a h h o z c s a t l a k o z ó f e n t e b b 
i s m e r t e t e t t e r e d m é n y e i n e k i s . A z e u k l i d e s z i s í k o n , a h o l e z t a z ö t l e t e t e l ő s z ö r a l k a l -
* A z - e l ő a d á s elhangzása ó ta A. FLORiANnak sikerült B(r) mono ton i t á sá t bebizonyítani. 
Ezzel a legsűrűbb gömbelhelyezés p rob lémája a hiperbol ikus térben a fenti értelemben megoldódot t . 
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m a z t a m , k ö n n y e n n y e r h e t ő a k í v á n t b e c s l é s a n n a k a f e l t é t e l n e k a f e l h a s z n á l á s á v a l , 
h o g y a k ö r k ö z é p p o n t j á b ó l a c e l l a o l d a l a i r a b o c s á t o t t m e r ő l e g e s e k t a l p p o n t j a i 
n e m l e h e t n e k k ö z e l e b b e g y m á s h o z , m i n t a z e r e d e t i k ö r s u g a r a . E r r e a b e c s l é s r e 
HAJÓS G Y Ö R G Y g e o m e t r i a i s z e m i n á r i u m á b a n M O L N Á R e g y e l ő a d á s á n a k d i s z k u s z -
s z i ó j a k ö z b e n e g y o l y a n b i z o n y í t á s s z ü l e t e t t , a m e l y a t a l p p o n t i f e l t é t e l t n e m h a s z -
n á l j a k i , s í g y a n e m - e u k l i d e s z i e s e t b e n i s a l k a l m a z h a t ó . M i n t h o g y BÖRÖCZKYt 
n y i l v á n e z e k a g o n d o l a t o k i n s p i r á l t á k , é r d e m é n e k c s ö k k e n t é s e n é l k ü l e l m o n d h a t -
j u k , h o g y s z é p e r e d m é n y e a m a g y a r d i s z k r é t g e o m e t r i a i i s k o l a t a l a j á b a n t e r m e t t . 
IRODALOM 
[1] L. FEJES TÓTH. Neuere Ergebnisse in der diskreten Geometrie. Elemente der Mathematik 15 
(1960) 25-36. 
[2] HEPPES ALADÁR és MOLNÁR JÓZSEF, Újabb eredmények a diszkrét geometriában I —II. 
Matematikai Lapok 11 (1960) 330-355 , 13 (1962) 3 9 - 7 2 . 
[3] A. FLORIAN, Zum Problem der dichtesten Kreispackung*. Monatsh. f . Math, (nyomás alatt). 
[4] A. FLORIAN, Überdeckung der Ebene durch Kreise. Rendiconti Sem. Mat. Univ. Padova 31 
(1961) 77-86. 
[5] A. FLORIAN, Zum Problem der dünnsten Kreisüberdeckung der Ebene. Acta Math. Acad. 
Sei. Hung. 13 (1962) 397-400 . 
[6] M. IMRE, Kreislagerungen auf Flächen konstanter Krümmung.** Acta Math. Acad. Sei. Hung. 
14 (1963) (megjelenőben). 
[7] LÁSZLÓ ZOLTÁN, Körelhelyezések gömbön** (kézirat). 
[8] L. FEJES TÓTH, Dichteste Kreispackungen auf einem Zylinder. Elemente der Mathematik 
17 (1962) 30-33. 
[9] MOLNÁR JÓZSEF, Legsűrűbb körelhelyezések adott térigénnyel.** 
[10] L. DANZER, Über optimale Lagerungen von 7 — 11 kongruenten Kreisen auf der 2-Sphäre.* 
[Ill H. LARCHER, Solution of A geometric problem by FEJES TÓTH. Michigan Math. J. 9 (1962) 
45-51. 
[12] L. FEJES TÓTH und A. HEPPES, Uber stabile Körpersysteme. Compositio Math. 15 (1963) 119 
126. 
[13] TOMOR BENEDEK, Konvex alakzatok egy rögzítési problémája. Matematikai Lapok 14 (1963) 
(nyomás alatt). 
[14] B. GRÜNBAUM, Fixing systems and inner illumination. Acta Math. Acad. Sei. Hung. 14 (1963) 
(megjelenőben). 
[15] DOMINYÁK IMRE, Stabilis körrendszerek sűrűségéről** MTA III. Oszt. Közi. (Megjelenőben). 
[16] A. HEPPES, Filling of a domain by discs. A Magyar Tudományos Akadémia Matematikai Kutató 
Intézetének Közleményei 8 (nyomás alatt). 
[17] L. FEJES TÓTH, Isoporimetric problems concerning tessellations. Acta Math. Acad. Sei. Hung. 
14 (1963) (megjelenőben). 
[18] HEPPES, ALADÁR, Sejtrendszerekre vonatkoió izoperimetrikus problémák.** 
[19] G. KRAMMER, Über Kreiswolken** (kézirat). 
[20] H. S. M. COXETER and L. FEJES TÓTH, The total length of the edges of a non-Euclidean 
polyhedron with triangular faces. Quarterly J. Math. (Oxford) (megjelenőben). 
[21] TOMOR BENEDEK, Szabályos poliéderek szélsőértéktulajdonságai állandó görbületű terekben 
( kézirat ). 
[22] L. FEJES TÓTH, On the isoperimetric property of the regular hyperbolic tetrahedra.** 
A Magyar Tudományos Akadémia Matematikai Kutató Intézetének Közleményei (meg-
jelenőben). 
* Az Oberwolfachban (1962. júl. 23 — 29) rendezett diszkrét geometriai kollokviumon tartott 
előadás. 
** Az MTA Matematikai Kutató Intézetben tartott előadás. 
3 5 4 FEJES TÓTH L. : ÚJABB EREDMÉNYEK A DISZKRÉT GEOMETRIÁBAN 
[23] BÖRÖCZKY KÁROLY , Gömbelheiyezések sűrűsége állandó görbületi! terekben.** 
[24] L. FEJES TÓTH , On close-packings of spheres in spaces of constant curvature. Publ. Math. 
3 (1953) 158-167 . 
[25] H. S. M. COXETER Arrangements of equal spheres in non-Euclidean spaces. Acta Math. Acad. 
Set. Hung. 5 (1954) 263 - 274. 
[26] L. FEJES TÓTH , Kugelunterdeckungen und Kugelüberdeckungen in Räumen konstanter Krüm-
mung. Archiv, d. Math. 10 (1959) 308-313 . 
[27] H. S. M. COXETER, The number of equal non-overlapping spheres that can touch another of 
the same size.* 
A MIKUSINSKI-FÉLE OPERÁTORSZÁMÍTÁS 
ALKALMAZÁSA и-ED RENDŰ VÁLTOZÓ EGYÜTTHATÓJÚ 
LINEÁRIS INHOMOGÉN DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 
KÖZELÍTŐ MEGOLDÁSÁRA 
Irta: DOBÓ ANDOR és SZAJCZ SÁNDOR 
M i n t i s m e r e t e s , l i n e á r i s á l l a n d ó e g y ü t t h a t ó j ú d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k a Miku-
sinski- f é l e o p e r á t o r s z á m í t á s a l k a l m a z á s á v a l b i z o n y o s f e l t é t e l e k m e l l e t t — z á r t 
a l a k b a n — m i n d i g m e g o l d h a t ó k . H a a z o n b a n a z e g y ü t t h a t ó k v á l t o z ó k , a k k o r a 
Mikusinski-féle o p e r á t o r o s m ó d s z e r á l t a l á b a n n e m a l k a l m a z h a t ó . 
A z a l á b b i a k b a n a Mikusinski-féle o p e r á t o r s z á m í t á s a l k a l m a z á s á v a l e g y m ó d -
s z e r t a d u n k a s z ó b a n l e v ő d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t k ö z e l í t ő m e g o l d á s á r a . 1 A z e l j á r á s 
l é n y e g é b e n a Picard-féle s o r o z a t o s k ö z e l í t ő m ó d s z e r e g y m ó d o s í t á s á n a l a p s z i k . 
TÉTEL. Ha az 
( 1 ) / " + a , . 1 ( # - 1 > + = / ( * ) 
változó együtthatójú differenciálegyenletben az a f x ) függvények 0 = 0, 1, 2, ... « — 1) 
és f ( x ) valamely 0 + x= i / f intervallumban folytonosak, továbbá ha x = 0 esetén 
(2) Н 0 ) = / ( 0 ) = . . . У " - 1 > ( 0 ) = 0 , 
akkor az 
(3) Y(x)= Zcpfix) 
1=0 
függvény, ahol 
(4) <Pt(x) = „,, ,_„ „ „ . ^ Ш * ) } 0 = 0, 1,2, ...) 2 
í " + a n _ j S n _ 1 + . . . + a 0 
(itt s a differenciálás operátora), 
(5) f ( x ) = (а
п
_1-ап_1(х))<р\"г»+ ...+(a0-a0(x))pi_1 = 
= /(*) - "z ?<Ц «._,(*) 2 <p(Zl)+ - +«oO) 2 <PX 
/о (* )= / (* ) , 
ak tetszés szerinti konstans, — olyan megoldása (1 )-nek, mely értelmezett és folytonos 
függvénye x-nek a O^x^A intervallumban és x = 0 esetén az 
( 6 ) K ( 0 ) = Г ( 0 ) = . . . = Y("~ Д О ) = 0 
értéket veszi fel. 
1
 Megjegyezzük, hogy «-ed rendű változó együtthatójú lineáris inhomogén differenciál-
egyenlet közelitö megoldására számos módszer ismeretes. Ezen eljárások között azonban nem 
ismerünk olyan módszert, mely a modern operátorszámítást alkalmazná. 
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M i e l ő t t a b i z o n y í t á s g o n d o l a t m e n e t é t i s m e r t e t n é n k , r ö v i d e n v á z o l j u k a z t a 
m ó d s z e r t , m e l l y e l a ( 4 ) é s ( 5 ) ö s s z e f ü g g é s h e z j u t o t t u n k . 
H a a z ( 1 ) e g y e n l e t b ő l k i v o n j u k a 
( 7 ) < > + « „ _ , '> + + « о П = Л * ) 
e g y e n l e t e t , a k k o r a z 
( 8 ) - ф + e „ _ 1 ( x ) ( y O . - i ) _ D ) + . . . + Û 0 ( * ) ( Y - Ç > 0 ) = 
= K - i - ö a - i W ) ^ ' 1 ^ ••• + ( a 0 ~ a o ( x ) ) / 0 = / i W = 
= f ( x ) - <p{S> - [an_ j (x) D + ... -fc a 0 (x) <p0] 
ö s s z e f ü g g é s t k a p j u k . 1 B e v e z e t v e a z y(k) = — (A: = 0 , 1 , 2 , . . . rí) j e l ö l é s t , s a z 
í g y a d ó d ó ( 8 ) e g y e n l e t b ő l k i v o n v a a 
( 9 ) ç>W + a n _ ! » > + . . . + « „ ^ - Л ( x ) 
e g y e n l e t e t , a z 
( 1 0 ) - + o 0 { x ) y 2 = / W 
ö s s z e f ü g g é s h e z j u t u n k , a h o l j ( 2 k ) = yf> — q,f} é s 
( 1 1 ) / 2 ( х ) = ( а п _ 1 - « „ _ 1 ( х ) ) < - 1 ) + . . . + ( а 0 - а 0 ( х ) ) 9 9 1 = 
= /(*) - «Po' - <pf - К-1W«" " + <Р(Г ")+ ••-+ a0(x)(<p0 + <pt)]. 
A z i t t l e í r t e l j á r á s i s m é t e l t a l k a l m a z á s á v a l ( t e l j e s i n d u k c i ó v a l ) m á r n y e r j ü k a j e l z e t t 
ö s s z e f ü g g é s e k e t . 
E z e k u t á n r á t é r ü n k a n n a k b i z o n y í t á s á r a , h o g y a ( 3 ) a l a t t i ö s s z e f ü g g é s b e n 
d e f i n i á l t У ( х ) l é t e z i k é s k i e l é g í t i a ( 2 ) a l a t t i k e z d e t i f e l t é t e l t , v a l a m i n t a z ( 1 ) a l a t t i 
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t . 
M i v e l 
(12) gm = 
s" + an^1s"~
l
 + ... +a0 
m < и e s e t é n f o l y t o n o s f ü g g v é n y , a z / ( x ) é s a j x ) f ü g g v é n y e k p e d i g f e l t é t e l s z e r i n t 
f o l y t o n o s a k a О ^ х Ш А z á r t i n t e r v a l l u m b a n , í g y k o r l á t o s a k i s . 
L e g y e n 
(13) \f(x)\SM, 
( 1 4 ) ' ]fx,-aJ(x)\SR, ( i = 0 , l , . . . , n - l ) 
(15) \gm\^Km, 
é s 
(16) 2 Km=N. 
m= О 
1
 A tárgyalás során mindvégig feltételezzük, hogy 
- " (0 ) = -•2>(0) = . . . = (5(0) = 0. 
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E z e n j e l ö l é s e k m e l l e t t a ( 4 ) é s ( 5 ) é r t e l m é b e n 
( 1 7 ) \<рМ\ = K m M x , ( m = 0 , 1, . . . . « - 1) 
(18) IЛ (x)| R "ff №">[ = MRNx. 
m= 0 
T e l j e s i n d u k c i ó v a l k a p j u k , b o g y á l t a l á b a n 
П 9 ) + + M K > » ( R N X ? + 1 ( R N A ) K + 1 
K
'
 1
 ~ RN (4 + 1)! ~ RN (k +1)! " 
E b b ő l m á r k ö v e t k e z i k a 
(p(ón)(x) + <pM(x)+ ...+<pM(x)+ ... («1 = 0 , 1 , . . . , « - l ) 
e g y e n l e t e s k o n v e r g e n c i á j a , a z a z 
у с » ( * ) = 2 1 rp(m)(x) 
i = 0 
l é t e z é s e . T e k i n t e t t e l a r r a , h o g y 
M(RNx)k+1 M(RNA)k+l 
I / H I W I
 - ( 4 + 1 ) ! - ( 4 + 1 ) ! 
k ö v e t k e z t é b e n f k ( x ) e g y e n l e t e s e n k o n v e r g á l a z a z o n o s a n n u l l a f ü g g v é n y h e z , í g y ( 5 ) -
b ő l m á r k ö v e t k e z i k 2 (p"\x) e g y e n l e t e s k o n v e r g e n c i á j a . E z v i s z o n t u g y a n c s a k a z ( 5 ) 
i = 0 
a l a p j á n a z t j e l e n t i , h o g y ( 3 ) k i e l é g í t i a z ( l ) - e t . A ( 2 ) t e l j e s ü l é s e ( 4 ) a l a p j á n n y i l v á n v a l ó . 
MEGJEGYZÉSEK : 
1° . A z i t t k ö z ö l t e l j á r á s , a k k o r i s a l k a l m a z h a t ó , a m i k o r a k e z d e t i f e l t é t e l e k 
n e m m i n d n u l l á k . 
2°. Mivel RJ.K tetszés szerinti konstans értékek, ezért a számítás megkönnyítése 
végett gyakran célszerű azokat nulláknak választani. ( E z a s p e c i á l i s v á l a s z t á s p o n t o s a n 
a Picard-féle e l j á r á s h o z v e z e t . ) 
E z e s e t b e n : 
X 
v/H) = jpifiH)} = n m } =
 ( ~ 4 1 ) T j ( x - t r - \ m d t , 
0 
fo (x)=f(x), 
a h o l 
A(x) = -[ae.i4t~i1)+ -+а0(х)Ч>,_1]. 
T e r m é s z e t e s e n e l k é p z e l h e t ő k o l y a n e s e t e k , a m i k o r a z e g y ü t t h a t ó k a t n e m c é l s z e r ű 
n u l l á k n a k v á l a s z t a n i , m e r t í g y u g y a n e g y - e g y t a g m e g h a t á r o z á s a t ö b b m u n k á t 
i g é n y e l , e z z e l s z e m b e n v i s z o n t a z e l j á r á s s o k k a l g y o r s a b b k o n v e r g e n c i á t b i z t o s í t h a t . 
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É r d e k e s v o l n a m e g v i z s g á l n i , h o g y b i z o n y o s e s e t b e n , a s z á m o l á s i m u n k a c s ö k -
k e n t é s e é r d e k é b e n m i l y e n k o n s t a n s o k a t c é l s z e r ű v á l a s z t a n i . A j e l e n d o l g o z a t n a k 
i l y e n i r á n y ú v i z s g á l a t n e m v o l t c é l k i t ű z é s e . 
3 ° . A k ö z ö l t e l j á r á s a k k o r i s a l k a l m a z h a t ó , h a a k é r t é k e i t a k ö z e l í t é s s o r á n 
v é g e s s o k e s e t b e n v á l t o z t a t j u k . 
4 ° . A z i t t i s m e r t e t e t t m ó d s z e r t e r m é s z e t e s e n a k k o r i s a l k a l m a z h a t ó , h a a 
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e g y ü t t h a t ó i á l l a n d ó k . E s e t e n k é n t e l ő n y ö s s é i s v á l h a t e m ó d s z e r 
a l k a l m a z á s a , u g y a n i s e k k o r n e m k e l l g y ö k ö k e t s z á m o l n i , a m i e g y é b k é n t h o s s z a d a l -
m a s m u n k á t i g é n y e l n e . 
(Beérkezett: 1963. V. 20) 
/ 
TENZORIÁLISAN ÖSSZEFÜGGŐ TEREK 
EKVIVALENCIA ÉS GÖRBÜLET ELMÉLETÉHEZ 
írta: TAMÁSSY LAJOS 
Bevezetés 
A p á r h u z a m o s e l t o l á s , v a g y a v e l e i g e n s z o r o s k a p c s o l a t b a n l e v ő k o v a r i á n s 
v a g y a b s z o l ú t d e r i v á l á s v i z s g á l a t a a d i f f e r e n c i á l g e o m e t r i a e g y i k f o n t o s r é s z é t k é p e z i . 1 
A n n a k e l l e n é r e a z o n b a n , h o g y a v e k t o r o k d e r i v á l á s a a d i f f e r e n c i á l g e o m e t r i a i v i z s -
g á l a t o k e g y j e l e n t ő s r é s z é t t e s z i k i , a t e n z o r o k a b s z o l ú t d e r i v á l á s a e g é s z e n a l e g -
u t ó b b i i d ő k i g a l i g v o l t k ö z v e t l e n v i z s g á l a t t á r g y a . E n n e k o k a v a l ó s z í n ű l e g a z , h o g y 
a t e n z o r o k n a k e g y k o n t r a - , i l l e t v e h o z z á a d j u n g á l t k o v a r i á n s v e k t o r n é l s z e r i n t i 
f e l b o n t á s á n a k f e l h a s z n á l á s á v a l , t e h á t k ö z v e t e t t ú t o n , a v e k t o r o k a b s z o l ú t d e r i v á l á s a 
k ö n n y e n k i t e r j e s z t h e t ő a t e n z o r o k r a i s 2 . 
E z e n a z ú t o n a z o n b a n r é s z b e n n e m a d ó d i k a t e n z o r o k a b s z o l ú t d e r i v á l á s á n a k 
b i z o n y o s t e r m é s z e t e s k ö v e t e l m é n y e k e t k i e l é g í t ő l e g á l t a l á n o s a b b m ó d j a , r é s z b e n 
e l h a l v á n y u l a t e n z o r o k a b s z o l ú t d e r i v á l á s á n a k g e o m e t r i a i h á t t e r e . A j e l e n m u n k a 
b i z o n y o s v a l e n c i á j ú t e n z o r o k á l t a l k é p e z e t t v e k t o r t e r e k n e k k ö z v e t l e n a f f i n e g y m á s h o z -
r e n d e l é s e ú t j á n , a v e k t o r o k k ö z b e i k t a t á s a n é l k ü l v i z s g á l j a a t e n z o r o k a b s z o l ú t 
d e r i v á l á s á t . E z a z ú t a t e n z o r o k n a k a f e n t e m l í t e t t n é l á l t a l á n o s a b b d e r i v á l t j á h o z 
v e z e t . E r r e a z a b s z o l ú t d e r i v á l t r a p e d i g e g y a f f i n ö s s z e f ü g g ő g e o m e t r i a é p í t h e t ő , 
m e l y a k ö z ö n s é g e s a f f i n ö s s z e f ü g g é s t s p e c i á l e s e t k é n t t a r t a l m a z z a , é s m e l y b e n á l l a n -
d ó a n e l ő t é r b e n m a r a d a t e n z o r o k a b s z o l ú t d e r i v á l á s á n a k g e o m e t r i a i o l d a l a . 
A t e k i n t e t b e v e t t t e n z o r o k h a l m a z a i t t a p á r o s r e n d ű t e n z o r o k é s i n v a r i á n s o k 
h a l m a z a l e s z . A t o v á b b i a k b ó l v i l á g o s a n k i t ű n i k a z o n b a n , h o g y a p á r o s r e n d ű t e n -
z o r o k h a l m a z a m i n d e n n e h é z s é g n é l k ü l p ó t o l h a t ó a z n-k r e n d ű t e n z o r o k h a l m a z á v a l , 
a h o l к t e t s z ő l e g e s r ö g z í t e t t t e r m é s z e t e s s z á m ( k ^ 3 ) , n p e d i g v é g i g f u t a t e r m é s z e t e s 
s z á m o k o n . A z á l t a l á n o s e s e t b e n a z ö s s z e f ü g g é s e k f e l í r á s a é s a z e r e d m é n y e k m e g -
f o g a l m a z á s a n y i l v á n b o n y o l u l t a b b . í g y m e g e l é g s z ü n k e n n e k a t é n y n e k i t t e n v a l ó 
m e g e m l í t é s é v e l , é s e r e d m é n y e i n k b e n e z t n e m f o g j u k k i f e j e z é s r e j u t t a t n i . 
A t e n z o r o k k ö z ö t t a k ö z ö n s é g e s a f f i n ö s s z e f ü g g ő t é r ( a z L „ ) á l t a l i n d u k á l t n á l 
á l t a l á n o s a b b k o n n e x i ó l é t e s í t é s é n e k a g o n d o l a t a — h a n e m i s a z i t t v á z o l t f e l f o g á s -
b a n — e l ő s z ö r S . H o K A R i - n á l [13] ( 1 9 3 4 ) t a l á l h a t ó m e g . A h á b o r ú u t á n E . BOMPIANI 
[2] ( 1 9 4 6 ) v i z s g á l t a a k é r d é s t , m a j d A . C o s s u [ 5 — 7 ] f o g l a l k o z o t t t ö b b m u n k á j á b a n 
a p r o b l é m a k ö r r e l . 1 9 6 0 - b a n a s z e r z ő n e k j e l e n t m e g i l y e n i r á n y ú v i z s g á l a t o k a t t a r -
t a l m a z ó m u n k á j a [18] , m a j d M . KUCHARSEWSKI [14] f o g l a l t a ö s s z e a p r o b l é m a k ö r 
a d d i g i e r e d m é n y e i t . U g y a n a k k o r S . GOLAB [12] a z e m l í t e t t á l t a l á n o s a b b a f f i n ö s s z e -
1
 Az ezeken a fogalmakon nyugvó különböző affinösszefüggő geometriák megalapozásával 
több magyar matematikus is foglalkozott. így VARGA OTTÓ [21] a vonalelemterek affinösszefüggését 
alapozta meg. FARKAS MIKLÓS [11] a WEYL [22] által bevezetett affinösszefüggő pontterek fogalmá-
nak egy koordinátamentes felépítését adta, míg Soós G Y U L A [17] a vonalelemterek lineáris össze-
függését a fibrált terek fogalmán keresztül globális eszközökkel vezette be. 
2
 Lásd A. DUSCHEK—W. MAYER [8] I . fejezetet és II. fejezet 2. §. 
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függő tér összefüggési objektumának algebrai komitánsait vizsgálta meg, ami szin-
tén ehhez a tárgykörhöz sorolható. S. BocHNER-nél [3] (1951) is felmerül az alap-
probléma kissé általánosabb formában, amennyiben ő a tenzorokat az általánosabb, 
de kevésbé használatos tenzoroidokkal pótolja.3 
VARGA Оттопак, PAUL GÜNTHERnek és Soós GYULÁnak értékes megjegyzéseiért 
e helyen is köszönetemet fejezem ki. 
1 . A l a p t e r ü n k e g y t e t s z ő l e g e s p o n t j á b a n a k o n t r a v a r i á n s v e k t o r o k ö s s z e s s é g e 
e g y n d i m e n z i ó s E„ v e k t o r t e r e t a l k o t , m e l y e t a z a l a p t é r é r i n t ő t e r é n e k n e v e z ü n k . 
A k o v a r i á n s v e k t o r o k e h h e z d u á l i s é r i n t ő t e r é t £ * - a l j e l ö l j ü k . B á r e z a k é t t é r , m i n t 
k é t n d i m e n z i ó s v e k t o r t é r i z o m o r f , é s í g y t i s z t á n a l g e b r a i s z e m p o n t b ó l a z o n o s , 
m é g i s , h a a z a l a p t é r n e m m e t r i k u s , ú g y n i n c s s e m m i i n d o k a k ö z ö t t ü k l e h e t s é g e s 
v é g t e l e n s o k i z o m o r f l e k é p e z é s k ö z ü l b á r m e l y i k n e k a k i v á l a s z t á s á r a . H a a z o n b a n 
a z a l a p t e r ü n k p l . e g y Riemann t é r , a k k o r a m e t r i k a a z En é s E* k ö z ö t t e g y j ó l m e g -
h a t á r o z o t t i z o m o r f i á t t ü n t e t k i . ( M i a z E„ é s E*-ot m i n t l é n y e g e s e n k ü l ö n b ö z ő k e t 
f o g j u k f e l . ) 
A z E„ é r i n t ő t é r n e k a z a l a p t é r r e l v a l ó k a p c s o l a t a a b b a n n y i l v á n u l m e g , h o g y h a 
a z a l a p t é r b e n e g y x' =x'(x) k o o r d i n á t a t r a n s z f o r m á c i ó t h a j t u n k v é g r e , a k k o r a z 
(xQ) k o o r d i n á t á j ú P 0 p o n t é r i n t ő t e r é b e n a z e ; — b á z i s t r a n s z f o r m á c i ó t k e l l v é g r e -
_ dxJ 
h a j t a n u n k , a h o l e ; — T f e s , a z a z e , = 5 f e s ; A $ j = S j é s A'k = ~ -~ k (x 0 ) . 
A z E„, i l l . Ej, t e r e k n e k ö n m a g u k k a l v a g y e g y m á s s a l a l k o t o t t t e n z o r i s z o r z a t a i 
k é p e z i k a s z o r z a t t e r e k e t . P l . h a a z En b á z i s v e k t o r a i a z сг — к ( / = 1 , 2 , . . . , n), ú g y a z 
ö n m a g á v a l a l k o t o t t n2 d i m e n z i ó s £ [ , 2 ) s z o r z a t t é r d e f i n í c i ó s z e r i n t a z е
г
® е ; p á r o k 
á l t a l v a n f e l f e s z í t v e , é s a b b a n k ü l ö n b ö z i k e g y n2 d i m e n z i ó s v e k t o r t é r t ő l , h o g y i t t 
n i n c s e n e k a z ö s s z e s i , - ® ^ - = ® e s ) ( Й " 1 V O ) b á z i s t r a n s z f o r m á c i ó k m e g -
e n g e d v e , h a n e m c s a k a z o k , a h o l A " A ' A j f o r m á j ú ^ 0 ) , é s e g y i l y e n t r a n s z f o r -
m á c i ó t a k k o r k e l l a z E<2)-ben v é g r e h a j t a n i , h a a z Zf„ -ben a z e ; = Ajcr t r a n s z f o r -
m á c i ó k ö v e t k e z i k b e . 4 
2 . K e r e s s ü n k a z n d i m e n z i ó s t é r p á r o s r e n d s z á m b a n k o n t r a - , i l l . k o v a r i á n s 
t e n z o r a i n a k é s i n v a r i á n s a i n a k íj) h a l m a z a f e l e t t a t e n z o r k o m p o n e n s e i b e n , a k o m p o -
n e n s e k e l s ő p a r c i á l i s d e r i v á l t j a i b a n , é s a k o o r d i n á t a d i f f e r e n c i á l o k b a n k ü l ö n - k ü l ö n 
l i n e á r i s , v a l a m i n t a z u t ó b b i b a n h o m o g é n , á l t a l á b a n a h e l y t ő l f ü g g ő o l y a n a b s z o l ú t 
d i f f e r e n c i á l o p e r á t o r t , m e l y t e n z o r h o z v e l e e g y e n l ő r e n d ű t e n z o r t r e n d e l , m e l y f ü g g e t -
l e n a k o o r d i n á t a r e n d s z e r t ő l , ö s s z e g n é l é s s z o r z a t n á l m e g t a r t j a a k ö z ö n s é g e s d i f f e -
r e n c i á l r a i s m e r t s z a b á l y o k a t é s i n v a r i á n s h o z a k ö z ö n s é g e s d i f f e r e n c i á l t r e n d e l i . 
A z a z , h a e z a z o p e r á t o r a k k o r 
1. §. Az összefüggési koefficiensek 
(1) 
3
 S. BOCHNER [3] 463. oldal. 
4
 Ezekre A fogalmakra nézve lásd A. LICHNEROWITZ [15] 85., 86., 89. pont, vagy N. B O U R -
BAKI [4] munkáját. 
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(2) ' 
( 3 ) W = Ö T 
(4) &{T+U)= üT+iHJ 
(5) d(T-U) = ÖT-U+ T-ftV 
(6) 01= dl, 
ô T 
a h o l Tés U % e l e m e i , L , b i l i n e á r i s Tés - - b e n , / i n v a r i á n s t , d p e d i g a k ö z ö n s é g e s 
d i f f e r e n c i á l t j e l ö l i , x - a l a z ú j k o o r d i n á t á k a t , f e l ü l v o n á s s a l á l t a l á b a n a z ú j k o o r d i n á t a -
r e n d s z e r b e n v e t t é r t é k e k e t j e l ö l j ü k . 
E l s ő f e l a d a t u n k u l a l e g á l t a l á n o s a b b i l y e n t í p u s ú o p e r á t o r f o r m á j á n a k m e g h a -
t á r o z á s á t t ü z z ü k k i . E l ő s z ö r c s a k m á s o d r e n d ű t e n z o r o k r a s z o r í t k o z u n k . A z i t t 
n y e r t e r e d m é n y b ő l a z o n b a n m á r k ö n n y ű l e s z a z á l t a l á n o s f o r m á t m e g h a t á r o z n i . 
dTkl 
êT'J ( 1 ) é s ( 4 ) m i a t t Tkl é s - r b e n e g y ü t t e s e n c s a k l i n e á r i s l e h e t , é s ЬТ" 
ex* 
dTkl 
k i f e j e z é s é b e n n e m s z e r e p e l h e t Tkl é s . — - t ő i s z a b a d , c s a k x - t ő l f ü g g ő t a g . í g y 
8 T k l (7) DT'Hx) = ф"
к1\{х) - ^ r dx< + yklf(x) Tkl dx'. 
A h h o z , h o g y ß T i J a k o o r d i n á t a r e n d s z e r t ő l f ü g g e t l e n l e g y e n , é s h o g y m á s o d r e n d ű 
k o n t r a v a r i á n s t e n z o r t k é p e z z e n , а ф - к п е к é s a y - n a k 
- b dxa dxb dxk dx1 dxe dxu 
_
 b _ dx" dxb dxk dx1 dx' ( 9 ) Уы
"
 y k l
'
J
'
+ 
+ 
dx" dxb í д2хк dx1 dxk d2xl \dxm dx' „ 
Ihá Üíri ~d¥ + I f dxddxm) dxr d x ^ kl ' 
s z e r i n t k e l l t r a n s z f o r m á l ó d n i u k . 
T e k i n t s ü k m o s t a Tij(x)U^(x) = I(x) k i f e j e z é s t . I{x) a b s z o l ú t d i f f e r e n c i á l j a 
( 5 ) é s ( 6 ) s z e r i n t i s k i s z á m í t h a t ó . E z e k e g y b e v e t é s é b ő l 
(10) T'hWtj = T'J(dU,j - ytJkl, Ukl dx0 + 
( dTij dTkl\ 
E n n e k t e t s z ő l e g e s TiJ(x) t e n z o r r a t e t s z ő l e g e s dx' m e l l e t t f e n n k e l l á l l n i a . í g y p l . 
h a £ 1 1 = 1, m i n d e n m á s k o m p o n e n s p e d i g z é r o . E b b ő l l á t h a t ó , h o g y a h h o z , h o g y 
4 III. Osztály Közleményei XIII /4 
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д Т
ы 
——p:—tői f ü g g e t l e n , ( 5 ) é s ( 6 ) - n a k i s e l e g e t t e v ő F) U,J l é t e z z é k , s z ü k s é g e s a j o b b o l d a l i 
m á s o d i k z á r ó j e l é b e n l e v ő k i f e j e z é s e l t ű n é s e , a z a z 
I/Y,JKÍT = S'KŐIÓR,. 
А ф
1 \ { , i l y e n m e g v á l a s z t á s a f ü g g e t l e n a k o o r d i n á t a r e n d s z e r t ő l , m e r t ( 8 ) s z e r i n t 
ip i s t e n z o r . í g y ( 7 ) , ( 1 0 ) é s ( 9 ) - b ő l 
(11) ÖTU = dT'i + ykl'j, Tkl dx' 
(12) bUl} = dU,j — уцк1,ик1 dx' 
ab _ 8x" 82 *m X6 85é" 82 X"' 
( l i ) Уы
 ' - дх« WW dd+dcW WW + 
дх
а
 ôxb дхк дх1 дх' 
+
 W W W W W y k , , J ' ' 
K ö n n y e n e l l e n ő r i z h e t ő , h o g y ( 1 3 ) f i g y e l e m b e v é t e l é v e l ( 1 2 ) i s e l e g e t t e s z ( 1 ) — ( 4 ) - n e k , 
é s e z e k ( 5 ) - ö t i s k i e l é g í t i k . 
H a m o s t &A(j-vp -t a k a r j u k m e g h a t á r o z n i , a h o l A íj) e g y m a g a s a b b r e n d ű 
e l e m e , a k k o r A-t k o n t r a h á l j u k j ß m á s o d r e n d ű e l e m e i v e l , m í g i n v a r i á n s t n e m k a p u n k . 
E r r e a l k a l m a z z u k ( 5 ) - ö t é s ( 6 ) - o t , m a j d e z e k e r e d m é n y e i n e k e g y b e v e t é s é b ő l 
(14) = dA'L
 Dp +(Vk/JtAkl - vp..+ ...-у„рк1,АЧ-к1 - ...)dx'. 
Ú j b ó l k ö n n y e n e l l e n ő r i z h e t ő ( 1 ) — ( 6 ) t e l j e s e d é s e . E z e n p a r a g r a f u s m e g g o n d o l á s a i n a k 
m e n e t é t figyelembe v é v e i g a z a k ö v e t k e z ő t é t e l : 
1. TÉTEL : A kontra-, ill. kovariáns indexeikben párosrendű tenzorok körében az 
( 1 ) — ( 6 ) feltételeknek eleget tevő legáltalánosabb abszolút differenciáloperátor ( 1 4 ) 
formájú, ahol az operátort meghatározó mennyiségek transzformációs törvénye (13). 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y h a a h a l m a z t l e s z ű k í t e n é n k p l . a m á s o d r e n d ű k o n t r a -
v a r i á n s t e n z o r o k h a l m a z á r a , é s í g y a m á s o d r e n d ű k o v a r i á n s t e n z o r o k a t é s a z i n v a -
r i á n s o k a t i s k i z á r n á n k , e z m á r l é n y e g e s m e g s z o r í t á s t j e l e n t e n e . E k k o r u g y a n i s a 
f e l s o r o l t k ö v e t e l m é n y e k n e k — m e l y e k k ö z ü l e b b e n a z e s e t b e n ( 5 ) é s ( 6 ) t e r m é s z e t e -
s e n k i e s n e — e l e g e t t e v ő l e g á l t a l á n o s a b b d i f f e r e n c i á l o p e r á t o r n e m ( 1 1 ) , h a n e m ( 7 ) 
f o r m á j ú l e n n e . 
( l l ) - e t a k ö v e t k e z ő k é p p e n i s m e g k a p h a t t u k v o l n a : L e g y e n a z E f ß x ) e g y b á z i s a 
e,-(x) (g> e ; ( x ) é s a z I f 2 \ x + dx) e g y b á z i s a a z e í (x + dx) ® eí (x + dx). E z e k k ö z ö t t 
e g y l i n e á r i s l e k é p e z é s t e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z a z e g y i k b á z i s n a k a m á s i k t é r r e 
v a l ó l e k é p e z é s e . N y i l v á n v a l ó a n a z ö s s z e s i l y e n l e k é p e z é s l e í r h a t ó a z ( е
г
® е 2 ) - > 
-*-(eí <8>ej) — yijk'(x + dx) (eí®cí) f o r m á b a n . H a m é g a dx-ben v a l ó l i n e a r i t á s t i s 
m e g k ö v e t e l j ü k , ú g y e z a z (е;<8>е;) — ( e i <g> e j ) — у , / ' , ( х ) (eí<8>e!)dxl f o r m á t v e s z i f e l . 
T e k i n t s ü k m o s t a T = T i j ( e t ® e j ) i E G \ x ) t e n z o r t . E h h e z a z e l ő b b i l e k é p e z é s a z 
E^(x + dx) 
t = Г " ( х ) [ ( е / ® e j ) - у , / ' , ( х ) ( е ( <g> e / ) dx'] = 
= [Г'Цх + dx) - dT'J(x)](e! ® e j ) - y f , Г > ( х ) ( е ( <g> e j ) dx' = 
= T"J(x + dx)(ei ® ej) - [dTkl + у
и
к\(x) Tij(x) dx'](ej ® e,') = T ~ЬТ 
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e l e m é t r e n d e l i , a h o l ( 1 1 ) a T'—T = $T k ü l ö n b s é g k o m p o n e n s e i v e l a z o n o s . ( 1 2 ) é s 
( 1 3 ) - a t a t o v á b b i a k b a n a z ( 1 ) — ( 6 ) k ö v e t e l m é n y e k b ő l l e h e t n e l e v e z e t n i . — A z i t t 
t á r g y a l t é s a z 1. t é t e l b e n m e g o l d o t t p r o b l é m a a z o n b a n n e m a z o n o s , m i n t e z t a z 
1. t é t e l t k ö v e t ő m e g j e g y z é s i s m e g v i l á g í t j a . 
E z e k u t á n d e f i n i á l j u k e l e m e i n e k k é t s z o m s z é d o s P(x) é s P'(x + dx) p o n t b a n 
v a l ó p á r h u z a m o s s á g á t . 
DEFINÍCIÓ : A (P) p á r h u z a m o s a n v a n e l t o l v a P'-be, h a -l)A = 0 . 
A f e l e t t a y s e g í t s é g é v e l d e f i n i á l t t e r e t { s ß , y } - v a l j e l ö l j ü k , é s t e n z o r i á l i s a n 
ö s s z e f ü g g ő n e k n e v e z z ü k . 
M e g j e g y e z z ü k m é g , h o g y a ) \ A ( 1 3 ) t r a n s z f o r m á c i ó s t ö r v é n y e l e g e t t e s z a 
t r a n z i t í v t u l a j d o n s á g n a k . í g y a y - k e g y l i n e á r i s m á s o d o s z t á l y ú d i f f e r e n c i á l g e o m e t r i a i 
o b j e k t u m o t a l k o t n a k . 5 b ) : N i n c s é r t e l m e y k é t f e l s ő i n d e x é b e n , i l l . k é t g l s ő i n d e x é -
b e n v a l ó s z i m m e t r i á r ó l b e s z é l n i , m e r t e z e k a t u l a j d o n s á g o k e g y t r a n s z f o r m á c i ó n á l 
á l t a l á b a n e l v e s z n e k . A z o n b a n a y k l i j , = y i k J i t ö s s z e f ü g g é s i n v a r i á n s . A r r a n é z v e , 
h o g y e g y s z i m m e t r i k u s , i l l . a n t i s z i m m e t r i k u s TiJ-ve 1 e g y ü t t §T'J i s h a s o n l ó t u l a j -
d o n s á g ú l e g y e n , e z a z ö s s z e f ü g g é s s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő . 6 
2. §. A redukció esete 
1 . f e l e t t a z (1 . 1 ) - ( 1 . 6 ) - n a k a 
( 1 ) DA'J-
 vp„, = dA»~ep^ + ( Г Д ^ - v . . + ... -ГДЛУ-*,... - ...)dx' 
- dxf д2хт dxa dxj 8xk . 
{ ) b
"
c
 " Ъг дх»дх
с +
 dx' dx" dxc jk 
i s e l e g e t t e s z . í g y a DA e l t ű n é s é v e l is d e f i n i á l h a t u n k e g y a f f i n ö s s z e f ü g g é s t . E z t 
{ j ß , r } - v a l j e l ö l j ü k é s i n d u k á l t n a k n e v e z h e t j ü k , m i v e l а Г k ö z ö n s é g e s a f f i n ö s s z e -
f ü g g é s h o z t a l é t r e . M e g m u t a t j u k , h o g y { s ß , у} s p e c i á l e s e t k é n t t a r t a l m a z z a { s ß , E } - t . 
A z 1. t é t e l é r t e l m é b e n e l e g e n d ő l e n n e c s a k a r r a r á m u t a t n i , h o g y í) n e m e k v i v a l e n s 
D - v e l Iß f e l e t t . A z t is m e g a k a r j u k a z o n b a n m u t a t n i , h o g y /> h o g y a n é s m i k o r t a r -
t a l m a z z a D-t. 
E z t a k é r d é s t m á s o d r e n d ű k o n t r a v a r i á n s t e n z o r o k e s e t é b e n E . BOMPIANI, m í g 
v e g y e s m á s o d r e n d ű t e n z o r o k e s e t é n h o z z á h a s o n l ó ú t o n A . C o s s u v i z s g á l t a . 7 B o m -
p i a n i e r e d m é n y e s z e r i n t a r e d u k c i ó h o z s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő , h o g y e g y t e t s z ő l e g e s 
( 2 ) t r a n s z f o r m á c i ó j ú Г g e o m e t r i a i o b j e k t u m s e g í t s é g é v e l k é p e z e t t 
D ü d e f », ü X' Г j D Г ' 
Pki t = У ki t bkí i t Oi 1 k t 
t e n z o r f e l b o n t h a t ó l e g y e n a 
(3) PkiiJt = ŐÍTlJt + ÓÍTkit 
f o r m á b a n ( a h o l T v a l a m i l y e n t e n z o r ) . K ö n n y ű l á t n i , h o g y h a P , m e l y f ü g g Г - t ó l , 
v a l a m i l y e n Г m e l l e t t f e l b o n t h a t ó a ( 3 ) f o r m á b a n , a k k o r m i n d e n m á s Г* m e l l e t t i s 
5
 Lásd K. YANO [23] 18. oldal vagy J. ACZÉL -S . GOLAB [1] I. fejezet. 
6
 Lásd E. BOMPIANI [2] 481. oldal, vagy M. KUCHARZEWSKI [14] 68. oldal. 
7
 E. BOMPIANI [2] 481. oldal, és A. Cossu [6] 422. oldal. 
4* 
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f e l b o n t h a t ó . — E z a f e l t é t e l a z o n b a n r e l a t í v , m i v e l t o v á b b r a i s n y i t o t t k é r d é s , h o g y 
F - n e k m i k o r l é t e z i k a ( 3 ) f e l b o n t á s a , é s h o g y m e l y e k a f e l b o n t á s b a n f e l l é p ő T t e n z o r 
k o m p o n e n s e i . 
G y o r s a n h o z z á j u t h a t u n k e h h e z a z e r e d m é n y h e z a z e l ő z ő b e k e z d é s b e n e l m o n -
d o t t a k t ó l f ü g g e t l e n ü l é s s z á m u n k r a k i s s é a l k a l m a s a b b f o r m á b a n i s . L e g y e n e k a d v a 
a z x k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n a F - k , é s e z z e l 
( 4 ) DT'i = dT'J + ( F j Tkj + r j Г " ) dx'. 
( 1 . 1 1 ) é s ( 4 ) c s a k a m e g f e l e l ő Tkl k o e f f i c i e n s e i b e n k ü l ö n b ö z i k . D e f i n i á l j u k t e h á t 
ú g y a y - k a t , h o g y T k l k o e f f i c i e n s e i a k é t k i f e j e z é s b e n e g y e n l ő k l e g y e n e k . í g y l e g y e n 
( 5 ) ' y « \ = Ő / F Á + Ő Í F Á . 
K ö n n y ű l á t n i , h o g y e b b e n a z e s e t b e n ( 1 . 1 4 ) i s ö s s z e e s i k ( l ) - g y e l . ( 5 ) e g y z é r ó r a 
r e d u k á l t f o r m á b a n ( 2 ) é s ( 1 . 1 3 ) figyelembevételével t e n z o r r e l á c i ó . — T o v á b b á 
a d o t t y m e l l e t t ( 5 ) á l t a l á b a n n e m á l l h a t f e n n , h i s z e n ( 5 ) s z e r i n t p l . a yklij, k ö z ü l 
t ö b b n e k e l k e l l t ű n n i e . í g y i g a z a 
2 . TÉTEL. A í) segítségével definiált affinösszefüggés speciálesetként tartalmazza 
a felett a D segítségével definiált affinösszefüggést. Hogy az előbbi az utóbbira 
redukálódjon, annak szükséges és elegendő feltétele (5) teljesedése. 
2 . K é r d é s , m i k o r o l d h a t ó m e g ( 5 ) . 
M i v e l e z e n e g y e n l e t r e n d s z e r m e g o l d h a t ó s á g a c s a k a y - t ó l f ü g g , é s a m e g o l d h a -
t ó s á g f ü g g e t l e n a k o o r d i n á t a r e n d s z e r t ő l , í g y k e l l , h o g y a y - k k ö z ö t t a k o o r d m á t a -
r e n d s z e r t ő l f ü g g e t l e n ö s s z e f ü g g é s e k l é t e z z e n e k , m e l y e k ( 5 ) m e g o l d h a t ó s á g á n a k 
s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l e i t f e j e z i k k i . E z e k e t a k a r j u k m o s t m e g h a t á r o z n i . 8 
E k ö z b e n m e g k a p j u k ( 5 ) f ü g g e t l e n e g y e n l e t e i t , m e l y e k m i n d e g y e t l e n i s m e r e t l e n t 
t a r t a l m a z n a k é s í g y ( 5 ) m e g o l d á s á r a — a m e g o l d h a t ó s á g f e n n á l l t a e s e t é n — . e g y -
i d e j ű l e g e g y i g e n e g y s z e r ű e l j á r á s t i s k a p u n k . 
M i v e l ( 5 ) j o b b o í d a l a s z i m m e t r i k u s a z i é s j , v a l a m i n t к é s / - b e n , í g y a m e g o l d -
h a t ó s á g h o z s z ü k s é g e s , h o g y 
(6) У
к
1и,-У,Л = 0 
f e n n á l l j o n . T o v á b b á ( 5 ) - b ő l k ö v e t k e z ő e n s z ü k s é g e s a 
(7) уkfit = 0 ha i + k és j+l 
ö s s z e f ü g g é s i s . ( 6 ) é s ( 7 ) t e l j e s e d é s é t a t o v á b b i a k b a n f e l t e s s z ü k . 
M o s t a z ( 5 ) e g y e n l e t r e n d s z e r e g y e n l e t e i t h á r o m r é s z r e b o n t j u k : 
A ) a h o l i + k é s j + l. 
E z e k e l h a n y a g o l h a t ó k , m e r t ( 7 ) figyelembevételével m i n d e n Г
р
",-re t e l j e s e d n e k . 
B ) a h o l i = k , d e j X l. 
í g y e z e k 
( 8 ) y u 4 , = r j , . . . , y „ r t = r , \ ( j V I ) 
8
 A legközvetlenebb ilyen feltétel az (5) lineáris egyenletrendszer koefficienseiből alkotott 
eredeti és bővített mátrix rangjának megegyezését kifejező. Ez azonban egy viszonylag bonyolult 
összefüggés, melynél áttekinthetőbbet fogunk megadni. 
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f o r m á j ú a k . E z e n r é s z r e n d s z e r m e g o l d h a t ó s á g á n a k a s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l -
t é t e l e a z , h o g y 
( 9 ) У Д Ч - У Д Ч = 0 ( J V / ) 
l e g y e n . ( H a k é t i n d e x r e s z u m m á z n i k e l l e n e , d e a z o k a
 0 j e l l e l v a n n a k e l l á t v a , a k k o r 
a s z u m m á c i ó e l m a r a d . ) 
C ) a h o l i=k é s j — l. 
Az i d e t a r t o z ó e g y e n l e t e k 
a ) У п 1 1 « = 2 Г 1 1 ( , . . . . утлп, = 2Г„п, 
(10) 
b ) у 1 2 1 2 , = Г Д + Г Д , - , y » - i „ " - l B t = Г » - ! " " 1 , + Г И " , 
f o r m á j ú a k , a m e l y r é s z r e n d s z e r m e g o l d h a t ó s á g á n a k s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l e 
a z , h o g y 
(11) У
к01ок0,°, - \ (Ук0к0коко, + У,о1о,0,0г) = о 
l e g y e n . 
( 6 ) , ( 7 ) , ( 9 ) é s ( 1 1 ) e g y ü t t ( 5 ) m e g o l d h a t ó s á g á n a k s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l -
t é t e l e e g y t e t s z ő l e g e s k i i n d u l ó k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n . A z o n b a n a m e g o l d h a t ó s á g 
f ü g g e t l e n a k o o r d i n á t a r e n d s z e r t ő l , m i v e l ( 5 ) t e n z o r r e l á c i ó . í g y h a ( 6 ) , ( 7 ) , ( 9 ) é s 
( 1 1 ) e g y k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n f e n n á l l , ú g y e z e k n e k m i n d e n k o o r d i n á t a r e n d s z e r -
b e n f e n n k e l l á l l a n i . 9 E z z e l m e g m u t a t t u k , h o g y 
3. TÉTEL. ( 5 ) megoldhatóságának, azaz annak, hogy { iß , y } { s ß , Г)-га reduká-
lódjon a koordinátarendszertől független szükséges és elegendő feltétele (6), (7), (9) 
és (11) fennállása. Ebben az esetben а Г Д értékeit (8) és (10, a) szolgáltatják. 
( 8 ) é s ( 1 0 ) - b ő l l á t h a t ó , h o g y ( 5 ) m e g o l d á s a e g y é r t e l m ű : 
4. TÉTEL. A {iß, у} legfeljebb egyféleképpen redukálódik egy {iß, Г)-га. 
( 8 ) é s ( 1 0 , a ) s e g í t s é g é v e l a y - b ó í ( 2 ) t r a n s z f o r m á c i ó j ú Г - t v e z e t t ü n k l e . T e h á t 
a z í g y m e g h a t á r o z o t t F a y - n a k e g y a l g e b r a i k o m i t á n s a . 1 0 A y - b ó l a z o n b a n a l g e b r a i 
ú t o n t ö b b ( 2 ) t r a n s z f o r m á c i ó j ú g e o m e t r i a i o b j e k t u m o t l e h e t k é p e z n i , h a b á r e z e n 
o b j e k t u m o k k ö z ü l a 4 . t é t e l é r t é l m é b e n l e g f e l j e b b e g y e l é g í t i k i ( 5 ) - ö t . A z i l y e n a l g e b r a i 
k o m i t á n s o k m e g h a t á r o z á s a a t á r g y a S . GOLAB e g y ú j a b b d o l g o z a t á n a k . A k é r d é s s e l 
f o g l a l k o z o t t u g y a n a k k o r M . KUCHARZEWSKI i s . 1 1 I l y e n a l g e b r a i k o m i t á n s a k ö v e t k e z ő 
p a r a g r a f u s b a n é r t e l m e z e n d ő Gkh, ^ - — - s z e r e s e i s . GOLAB v i z s g á l a t a i b a n a 3 . t é t e l 
e r e d m é n y e i ú j r a k i a d ó d n a k 1 2 k i s s é m e g v á l t o z t a t o t t f o r m á b a n , a m i n e k a z o k a a z , 
h o g y b á r ( 5 ) m e g o l d á s a e g y é r t e l m ű , e z a m e g o l d á s a y k o m p o n e n s e i k ö z ö t t a m e g -
o l d h a t ó s á g e s e t é b e n f e n n á l l ó (6 ) , ( 7 ) , (9 ) é s ( 1 1 ) m i a t t t ö b b f é l e k é p p e n f e j e z h e t ő k i . 
9
 Ez még nem jellemzi azt, hogy a felsorolt egyenletek tenzorrelációk, csak azt, hogy a fel-
sorolt egyenletek transzformáltjai ekvivalensek az új koordinátarendszerben felírt (6), (7), (9), 
(11) egyenletek rendszerével. (6) és (7)-ről azonban közvetlenül, míg (9) és (1 l)-ről kisebb számolás-
sal látható, hogy valóban tenzorrelációk. 
10
 Lásd J. ACZÉL -S . GOLAB [1] 16. oldal, vagy J. A. SCHOUTEN [16] 164. oldal. 
1 1
 S . GOLAB [ 12 ] , é s M . KUCHARZEWSKI [ 1 4 ] 6 . §. 
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 S. GOLAB [12] 20. oldal. 
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3 . A y é s a F - k k ö z ö t t ( 5 ) - ö n k í v ü l m á s é r d e k l ő d é s r e s z á m o t t a r t ó k a p c s o l a t 
i s f e n n á l l h a t . í g y p l . a 
(12) yk,iJt = 0{Гк\ + 01кГТ\, 
( a h o l Г é s F * k é t k ü l ö n b ö z ő ( 2 ) t r a n s z f o r m á c i ó j ú o b j e k t u m ) . E z t a k e t t ő s r e d u k c i ó 
e s e t é n e k f o g j u k n e v e z n i . A k e t t ő s r e d u k c i ó f e l l é p t é n e k f e l t é t e l e i t u g y a n ú g y v i z s g á l -
h a t j u k , m i n t a h o g y a n a z e l ő z ő p o n t b a n a k ö z ö n s é g e s r e d u k c i ó e s e t é t v i z s g á l t u k . 
E b b e n a z e s e t b e n i s f e n n k e l l á l l n i ( 7 ) - n e k , ( 6 ) - n a k a z o n b a n n e m . A B ) e s e t b e n ( 6 ) 
h i á n y a m i a t t ( 9 ) m e l l e t t a m e g o l d h a t ó s á g n a k e g y m á s i k f e l t é t e l e i s j e l e n t k e z i k : 
( 1 3 ) W R O < - W S O T = 0 O' + K). 
V é g ü l a C ) e s e t b e n ( 1 0 ) h e l y e t t a 
(14) yi0j0i0j°t = Г Г Д + Г ? Л 
e g y e n l e t r e n d s z e r h e z j u t u n k . M i n t k ö n n y ű l á t n i , ( 1 4 ) m e g o l d h a t ó s á g á n a k s z ü k s é g e s 
é s e l e g e n d ő f e l t é t e l e 
(153 V. 'ORO V 'O'O Л1. . iojo _L M . rojo — F) 
U Я fioi-0 t Уг0г0 t У iojo t T У rojo t 
A z e m l í t e t t f e l t é t e l e k f e n n á l l t a e s e t é n a m e g o l d á s : 
Rkt — ykílit— •• •=Укп1", (ifik) 
rpt=vu1J,= •• • = y„inj, o v o 
rio — ioro _ 
* 10 1 rioro t _ V ГоГо IГ0Г0 t 
Г* Jo — V . rojo 1
 J0 t rrojo t C„ 
a h o l r t e t s z ő l e g e s i n d e x , ct p e d i g r r ö g z í t é s e u t á n v á l a s z t o t t k o n s t a n s . 
H a k ö z ö n s é g e s , a z a z ( 5 ) f o r m á j ú r e d u k c i ó l e h e t s é g e s , a k k o r n y i l v á n k e t t ő s 
r e d u k c i ó i s l e h e t s é g e s ( p l . a b b a n a s p e c i á l i s f o r m á b a n , h o g y Г * = Г ) . F o r d í t v a 
a z o n b a n n e m . — K é r d é s , m e n n y i b e n e r ő s e b b e k a k ö z ö n s é g e s r e d u k c i ó f e l t é t e l e i , 
m i n t a k e t t ő s r e d u k c i ó é ? 
A k ö z ö n s é g e s r e d u k c i ó f e l t é t e l e i : ( 6 ) , ( 7 ) , ( 9 ) , ( 1 1 ) . J e l ö l j ü k e z e k e t I - g y e l . A k e t -
t ő s r e d u k c i ó f e l t é t e l e i : ( 7 ) , ( 9 ) , ( 1 3 ) , ( 1 5 ) . J e l ö l j ü k e z e k e t I I - v e l . — E l ő s z ö r m e g -
m u t a t j u k , h o g y 1 - b ő l k ö v e t k e z i k I I . ( 6 ) f e n n á l l t a e s e t é n u g y a n i s ( 1 3 ) ö s s z e e s i k ( l l ) - e l ; 
t o v á b b á ( l l ) - b ő l k ö v e t k e z i k ( 1 5 ) . H a u g y a n i s ( 1 5 ) b a l o l d a l á n y i o r o í o r o , - t é s y r o J o r o J a , - t 
e z e k ( 1 l ) - b ő l v e t t é r t é k e i v e l p ó t o l j u k , a k k o r M y i o i o i o i o t + yj0j0JoJo,] — VÍ0JO'O J O '_ t k a p u n k 
e r e d m é n y ü l , a m i ( 1 1 ) s z e r i n t z é r ó . — K ö n n y ű l á t n i , h o g y I I - b ő l n e m k ö v e t k e z i k I . 
H a a z o n b a n I I - h ö z m é g ( 6 ) - o t i s h o z z á v e s s z ü k , a k k o r e z e k b ő l m á r k ö v e t k e z i k I . 
E h h e z e g y e d ü l ( 1 1 ) t e l j e s e d é s é t k e l l m e g m u t a t n i . K é p e z z ü k a 
( 1 7 1 V- i o r ° . — — fv- .• i o i ° . + V r° ro«l 
V 1 ' / rioro t 2 l ' ío ío Iroro <J 
k i f e j e z é s t , m e l y o l y a n t í p u s ú , m i n t ( 1 1 ) b a l o l d a l a . F e j e z z ü k k i ( 1 5 ) - b ő l y r 0 r o r 0 l " 0 t -1 , 
v a l a m i n t a z i0 é s r0 s z e r e p é n e k ( 1 5 ) - b e n v a l ó f e l c s e r é l é s e u t á n y i o ; o ' o i ° ( - t . H e l y e t t e -
s í t s ü k e z e k e t a ( 1 7 ) k i f e j e z é s b e . í g y a yioroior\— М У / о г о г ' ^ + УгоО 0 ' " ' ] k i f e j e z é s h e z 
j u t u n k , a m i ( 6 ) figyelembevételével z é r ó t a d . í g y ( 1 5 ) é s ( 6 ) - b ó l ( 1 1 ) k ö v e t k e z i k . 
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H a t e h á t a k e t t ő s r e d u k c i ó f e l t é t e l e i h e z m é g ( 6 ) - o t is h o z z á v e s s z ü k , a k k o r a 
k ö z ö n s é g e s r e d u k c i ó ( s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő ) f e l t é t e l e i v e l e k v i v a l e n s e g y e n l e t r e n d -
s z e r t k a p u n k . í g y a z t is l e h e t m o n d a n i , h o g y a k e t t ő s r e d u k c i ó f e l t é t e l e i ( 7 ) , (9 ) , 
( 1 3 ) , ( 1 5 ) ; m í g a k ö z ö n s é g e s r e d u k c i ó f e l t é t e l e i h e z e z e k e n k í v ü l m é g (6 ) is h o z z á t a r -
t o z i k . I l y e n f o r m á b a n a k ö z ö n s é g e s é s k e t t ő s r e d u k c i ó a s z e r i n t v á l i k s z é t , h o g y 
( 6 ) t e l j e s e d i k v a g y s e m . 
6 . TÉTEL: A közönséges redukció egy szükséges és elegendő feltétel rendszere 
(7), (9), (13), (15) (azaz a kettős redukció feltételei) és (6). 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y b á r a k ö z ö n s é g e s r e d u k c i ó e s e t é b e n ( 1 6 ) m i n d i g m e g o l d á s a 
a k e t t ő s r e d u k c i ó ( 1 2 ) a l a p e g y e n l e t é n e k , e b b e n a m e g o l d á s b a n a z o n b a n c s a k a k k o r 
l e s z Г = Г * , a z a z ( 1 6 ) c s a k a k k o r m e g o l d á s a e g y ú t t a l ( 5 ) - n e k i s , h a c f - t ú g y v á l a s z t -
j u k , h o g y 
1 
С — I ro — V r0r0 t 1 ro t 2 ' ' o ' o ' • 
3. §. Az ekvivalencia 
E g y , a z x k o o r d i n á t a r e n d s z e r r e v o n a t k o z t a t o t t {sj3, y} t é r , é s e g y , a z x k o o r -
d i n á t a r e n d s z e r r e v o n a t k o z t a t o t t t é r a k k o r e k v i v a l e n s e g y m á s s a l , h a v a n 
o l y a n e g y é r t e l m ű e n m e g f o r d í t h a t ó 
(1) х' = х'(х) 
f ü g g v é n y r e n d s z e r , m e l y a k é t t é r p o n t j a i t ú g y r e n d e l i e g y m á s h o z , h o g y a z e g y m á s n a k 
m e g f e l e l ő p o n t o k b a n а у é s у k ö z ö t t a z ( 1 . 1 3 ) ö s s z e f ü g g é s á l l f e n n . H a a z e m l í t e t t 
t u l a j d o n s á g o k k a l r e n d e l k e z ő (1 ) f ü g g v é n y r e n d s z e r l é t e z i k , a k k o r ( 1 . 1 3 ) e k v i v a l e n s 
( 2 ) V a " b f W P e a P c = P c e f P ü + P j ' f P g c + y k i 9 h M ) P k A P ' j 
( дх» д2х° \ 
ö s s z e f ü g g é s s e l , a m i a d o t t y é s y m e l l e t t a z ( 1 ) f ü g g v é n y r e n d s z e r r e k i r ó t t d i f f e r e n c i á l -
e g y e n l e t r e n d s z e r . ( 2 ) - t e g y ú g y n e v e z e t t v e g y e s r e n d s z e r r é 1 3 a l a k í t j u k á t , é s e n n e k 
s e g í t s é g é v e l a k í v á n t t u l a j d o n s á g ú m e g o l d á s l é t e z é s é r e f e l t é t e l e k e t f o g u n k l e v e z e t n i . 
T e g y ü k fe l , h o g y a f e n t i t u l a j d o n s á g o k k a l r e n d e l k e z ő ( 1 ) f ü g g v é n y r e n d s z e r 
l é t e z i k , é s j e l ö l j ü k (1 ) xj =xJ(x) i n v e r z é n e k xk s z e r i n t i p a r c i á l i s a i t ^ - v a l . ( 2 ) - b ő l 
p№scb\,+V« - yJ'hf) = Pc9dP"f+pd\pgf+(уЛ + y„hgk - yk,eht)phcP'dPf. 
E z t 9 g - v e 1 k o n t r a h á l v a . 
(3) Pchd = ^{GcbX-GkkiPkA)> 
n+ 1 
a h o l 
(4) Gkht = yrkk't + ytr\-ykt'hr. 
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 Lásd J. M. THOMAS—O. VEBLEN [20], vagy L. P. EISENHART [9] 16. oldal, vagy L. P. 
EISENHART [10] 1 .§ vagy L. TAMÁSSY [19]. 
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( 3 ) s e g í t s é g é v e l ( 2 ) - t o l y a n f o r m á r a h o z h a t j u k , a m i a t o v á b b i ö s s z e f ü g g é s e k á t t e k i n t -
h e t ő s é g é t n a g y m é r t é k b e n e l ő s e g í t i . pced ( 3 ) s z e r i n t i é r t é k é t ( 2 ) - b e v i s s z a h e l y e t t e -
s í t v e , 
( 5 ) - 4 9 \ M P ' R = ÄABCDFP9APL 
a h o l 
(6) A9\lt = (и+ W.-iôÎGk'. + ôlG,-,). 
Í g y a z e m l í t e t t v e g y e s r e n d s z e r a ( 3 ) - a t j e l e n t ő 
a ) W * ™ 
(8) 
dp»c i _ a k , 
b ) - д ф = у у у ( G c ' i ( x ) p 9 - G k i ( x ) p c p d ) 
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k b ő l é s a z ( 5 ) s k a l á r ö s s z e f ü g g é s b ő l á l l . N y i l v á n a ( 2 ) d i f f e r e n -
c i á l e g y e n l e t r e n d s z e r m i n d e n m e g f o r d í t h a t ó m e g o l d á s a k i e l é g í t i a ( 8 ) , ( 5 ) v e g y e s 
r e n d s z e r t é s f o r d í t v a . U g y a n i s h a a z ( 5 ) ö s s z e f ü g g é s t ( m e l y b e n a z A ( 6 ) á l t a l v a n 
m e g h a t á r o z v a ) m e g f e l e l ő e n r e n d e z z ü k , é s a ( 8 , b ) j o b b o l d a l á n á l l ó k i f e j e z é s e k e t 
( 8 , b ) b a l o l d a l á v a l , i l l . pc9d-xe 1 h e l y e t t e s í t j ü k , a k k o r ( 2 ) - t k a p j u k v i s s z a . í g y a {J5, y } 
é s {jjß, у } a k k o r é s c s a k a k k o r e k v i v a l e n s , h a ( 8 ) - é s ( 5 ) - n e k v a n o l y a n m e g o l d á s i 
r e n d s z e r e , m e l y b e n ( 1 ) m e g f o r d í t h a t ó . 
A ( 8 ) , ( 5 ) v e g y e s r e n d s z e r m e g o l d h a t ó s á g á r a a l k a l m a z h a t ó a Thomas— Veblen-
f é l e t é t e l . 1 3 E b b ő l a c é l b ó l k é p e z z ü k ( 8 ) i n t e g r a b i l i t á s i f e l t é t e l e i t ( 8 ) figyelembevételé-
v e l . ( 8 , a ) i n t e g r a b i l i t á s i f e l t é t e l e ( 8 , b ) figyelembevételével 
( 9 ) SCADPEA=SK9,PCP'D, 
a h o l 1 4 
( 1 0 ) 5 / , = у А _ ( С Л - С ? Л ) . 
( 8 , b ) i n t e g r a b i b t á s i f e l t é t e l e ( 8 ) figyelembevételével 
(U) R\aPl = RSkßPbPiPä, 
a h o l 1 4 
( 1 2 ) s
 ( 7 t 1 é + á t t ( ^ r - Ш ) -
( 5 ) x' s z e r i n t i d e r i v á l á s a e l ő t t m e g j e g y e z z ü k , h o g y a G 
Fis ú3csT d2xm dxv dx' 1 
t r a n s z f o r m á c i ó s t ö r v é n y e a l a p j á n —- - - Q f a l k a l m a s a r r a , h o g y s e g í t s é g é v e l a 
n + 1 
14
 Az l/n + l faktor beiktatásának a célszerűségét a 12. és 13. tétel világítja meg. 
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s z o k o t t m ó d o n k o v a r i á n s d e r i v á l t a t k é p e z z ü n k . 1 5 A z - G s e g í t s é g é v e l a z x s 
n +1 
s z e r i n t k é p e z e t t k o v a r i á n s d e r i v á l t a t e g y f ü g g ő l e g e s v o n a l m ö g é i r t s b e t ű v e l j e l ö l v e , 
( 5 ) x s s z e r i n t i p a r c i á l i s a ( 8 ) figyelembevételével 
K ö n n y e n l á t h a t ó , h o g y e g y t e t s z ő l e g e s m e n n y i s é g t e n z o r i á l i s t r a n s z f o r m á c i ó s t ö r -
v é n y é t l e í r ó k i f e j e z é s x " s z e r i n t i d e r i v á l t j a ( 8 ) figyelembevételével e g y o l y a n k i f e j e z é s t 
a d , m e l y e z e n m e n n y i s é g G s e g í t s é g é v e l k é p e z e t t k o v a r i á n s d e r i v á l t j á n a k 
n + 1 
t e n z o r i á l i s t r a n s z f o r m á c i ó s t ö r v é n y é t í r j a le . í g y a Thomas— Veblen-fé\e k r i t é r i u m 
s e g í t s é g é v e l a k ö v e t k e z ő f e l t é t e l t k a p j u k . 
7. TÉTEL: A {ß, Y} és {ß, Y} tér ekvivalenciájához szükséges, hogy létezzék 
olyan N szám, hogy az A, S, R-nek az — G segítségével képezett első N— 1 
n+ 1 
kovariáns deriváltja tenzoriális transzformációs törvényéi kifejező összefüggések 
kompatibilisek legyenek x minden értékére egy n dimenziós tartományban, és hogy 
az N-edik kovariáns deriváltak transzformációs törvényét kifejező összefüggések az 
előzők következményei legyenek. 
A z e l e g e n d ő s é g h e z a z t ke l l m é g b i z t o s í t a n i , h o g y a m e g o l d á s o k k ö z t s z e r e p l ő 
x ' ( x , с ) f ü g g v é n y r e n d s z e r ( a h o l с a m e g o l d á s b a n f e l l é p ő k o n s t a n s o k a t j e l ö l i ) m e g -
f o r d í t h a t ó l e g y e n , a z a z a \p'a(x, c ) j d e t e r m i n á n s v a l a m i l y e n с é r t é k r e n d s z e r r e n e 
t ű n j ö n e l . H a s o n l ó k é r d é s s e l f o g l a l k o z i k a s z e r z ő [19] d o l g o z a t á n a k 1. t é t e l e i s , 
a m i n e k b i z o n y í t á s á b a n a z v o l t a l é n y e g e s , h o g y a p'a e l e m e i k ö z ö t t t ö b b m i n t n2 —n 
„ s z a b a d o n v á l a s z t h a t ó " l e g y e n , a m i b i z t o s í t v a v a n , h a a m e g o l d á s b a n f e l l é p ő p a r a -
m é t e r e k s z á m a n a g y o b b , m i n t a z i s m e r e t l e n e k s z á m a m í n u s z n. Az e m l í t e t t t é t e l 
b i z o n y í t á s á n a k g o n d o l a t m e n e t e a l a p j á n i g a z a 
8. TÉTEL: A {ß , у} és ( ß , у} tér ekvivalenciájához elegendő, ha a (8), (5) vegyes 
rendszer megoldható, és a megoldásban fellépő konstansok száma minden x pontban 
nagyobb, mint az ismeretlenek számának és n-nek a különbsége. 
E z n y i l v á n t e l j e s ü l , h a m i n d e n i n t e g r a b i l i t á s i f e l t é t e l a z o n o s s á g . 
M e g e m l í t j ü k , h o g y [19] 3 . é s 4 . t é t e l e a l a p j á n é s a z o k h o z h a s o n l ó f o r m á b a n 
a z e k v i v a l e n c i a s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l e i t i s m e g f o g a l m a z h a t j u k . 
A z e k v i v a l e n c i a k é r d é s é v e l ú j a b b a n a f e n t i e k t ő l k ü l ö n b ö z ő m ó d o n M . KUCHAR-
ZEWSKI i s f o g l a l k o z o t t . 1 6 
A 7. é s 8 . t é t e l b ő l , i l l e t v e a h o z z á j u k v e z e t ő m e g g o n d o l á s o k b ó l m á r v i l á g o s a n 
k i t ű n i k a 
9. TÉTEL: Az A, R és S, valamint ezek ^ G segítségével képezett kovariáns 
deriváltjai a ( ß , y} egy teljes differenciálvariáns rendszerét képezik. 
15
 Lásd L. P. EISENHART [9] 3. oldal. 
1 6
 M . KUCHARZEWSKI [ 14 ] 5 . §. 
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4. §. Görbület és torzió 
1. DEFINÍCIÓ: A (23, y} t e r e t a k k o r n e v e z z ü k a f f i n n a k , h a v a n o l y a n k o o r d i n á t a -
r e n d s z e r , a h o l a y ö s s z e s k o m p o n e n s e a z o n o s a n e l t ű n i k . 
A z e l ő z ő p a r a g r a f u s é s a z i t t e n i d e f i n í c i ó é r t e l m é b e n a (23, y} a f f i n v o l t á n a k 
a f e l t é t e l e a z , h o g y a 
(1) PcefPd+Pd"fPgc + ykleh,(X)PcP'dPf = 0 
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t r e n d s z e r n e k l e g y e n a z 
(2) x' = x'(x) 
f ü g g v é n y e k r e m e g f o r d í t h a t ó m e g o l d á s a . 
10. TÉTEL: {23, y} affin voltának szükséges és elegendő feltétele az R és A gör-
bületi és az S torziótenzor eltűnése. 
R, A és S t e n z o r o k . H a u g y a n i s x ' = x ' ( x ) n e m i s m e r e t l e n f ü g g v é n y e k e t j e l e n -
t e n e k , m i n t a z e l ő z ő p a r a g r a f u s b a n , h a n e m e g y t r a n s z f o r m á c i ó t l e í r ó i s m e r t f ü g g -
v é n y r e n d s z e r t , a k k o r (3 . 11) , (3 . 5) é s ( 3 . 9 ) n e m f e l t é t e l e k , h a n e m t r a n s z f o r m á c i ó s 
t ö r v é n y e k . E z a z o n b a n a z t j e l e n t i , h o g y R, A é s S t e n z o r o k . 
A z e m l í t e t t t e n z o r o k e l t ű n é s e v a l ó b a n s z ü k s é g e s . A y k o m p o n e n s e i , i l l . e z e k 
p a r c i á l i s a i (3 . 12), ( 3 . 6 ) , (3 . 10) é s (3 . 4 ) s z e r i n t u g y a n i s a z R, A é s 5 k i f e j e z é s e i n e k 
m i n d e n t a g j á b a n e l ő f o r d u l n a k . H a {23, y} a f f i n , a k k o r d e f i n í c i ó n k s z e r i n t v a n o l y a n 
k o o r d i n á t a r e n d s z e r , m e l y b e n a y m i n d e n k o e f f i c i e n s e a z o n o s a n e l t ű n i k . E k k o r 
a z o n b a n e l t ű n n e k a y p a r c i á l i s a i , é s í g y a z R, A é s S is , é s e z t e n z o r v o l t u k m i a t t 
m i n d e n k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n i g a z . 
A z e l ő z ő p a r a g r a f u s e l s ő k é t t é t e l é r e t á m a s z k o d v a m e g m u t a t j u k , h o g y R, A é s 
S e l t ű n é s e e s e t é n {23, y} e k v i v a l e n s a z x k o o r d i n á t a r e n d s z e r r e v o n a t k o z t a t o t t a z o n 
{23, y } - v a l , m e l y n é l y a z o n o s a n e l t ű n i k . E z d e f i n í c i ó n k é r t e l m é b e n t é t e l ü n k n e k a z t 
a z á l l í t á s á t b i z o n y í t j a , h o g y a m o n d o t t f e l t é t e l e k e l é g s é g e s e k . 
M e g o l d a n d ó v e g y e s r e n d s z e r ü n k m o s t a 
dx' 
a ) x p r - = pl ( x ) dx" ' a 
( 3 ) 
b ) ^ = 
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t r e n d s z e r r e r e d u k á l ó d i k . A (3 . 8 b ) - b e n s z e r e p l ő <7 а у e l t ű n é s e 
m i a t t e s i k k i . A (3 . 5) b a l o l d a l a f e l t é t e l ü n k , j o b b o l d a l a p e d i g а у e l t ű n é s e m i a t t 
v á l i k z é r ó v á . E b b e n a z e s e t b e n R é s S f e l t é t e l ü n k b e n s z e r e p l ő e l t ű n é s e m i a t t l é t e z i k 
a 7 . t é t e l b e n m e g k í v á n t t u l a j d o n s á g o k k a l r e n d e l k e z ő N, m é g p e d i g N= 1. — A z 
i n t e g r a b i l i t á s i f e l t é t e l e k i t t a z o n o s s á g o k l é v é n , a m e g o l d á s b a n f e l l é p ő p a r a m é t e r e k 
s z á m a m e g e g y e z i k (3 ) i s m e r e t l e n e i n e k s z á m á v a l . í g y t e l j e s ü l a 8. t é t e l f e l t é t e l e is. 
E z z e l a z t is b e b i z o n y í t o t t u k , h o g y a 10. t é t e l b e n m o n d o t t f e l t é t e l e k e l e g e n d ő k . 
2 . A z A t e n z o r g e o m e t r i a i j e l e n t é s e . 
11. TÉTEL: Annak, hogy {23, y} egy szimmetrikus {23, Г}-гп redukálódjon, 
szükséges és elegendő feltétele az A görbületi tenzor eltűnése. 
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T e g y ü k f e l , h o g y { i ß , y } r e d u k á l ó d i k , a z a z ( 2 . 5 ) f e n n á l l . E z t a z A ( 3 . 6 ) k i f e -
j e z é s é b e h e l y e t t e s í t v e ( 3 . 4 ) figyelembevételével A-ra a k ö v e t k e z ő ' k i f e j e z é s t k a p j u k : 
( 4 ) Ae\lt = 2 { ( и - Г № ' „ + г ? « Г № ' г ] + ( | . - i ) « r P V « t f r B r „ } . 
E b b ó ' l l á t h a t ó , h o g y h a { iß , у } e g y s z i m m e t r i k u s { i ß , Г } - г а r e d u k á l ó d i k , a k k o r 
A = 0. 
T e g y ü k f e l m e g i n t , h o g y { i ß , у} r e d u k á l ó d i k é s h e l y e t t e s í t s ü k ( 2 . 5 ) - ö t ( 3 . 4 ) - b e . 
így 
( 5 ) Gkt = 2 Г Д + (n - 1 ) Г Л + 2 ü ? r [ r r M . 
H a m o s t / 4 = 0 , a k k o r ( 3 . 6 ) s z e r i n t { iß , у} r e d u k á l ó d i k e g y o l y a n { i ß , Г } - г а , a h o l 
Г-——-G, a z a z 
n +1 
( 6 ) Gk9, = (« + 1)T/,.  
E z t ( 5 ) - b e h e l y e t t e s í t v e 
( 7 ) ( й - 1 ) Г [ Д ] = < 5 ? Г [ Л ] . 
H a i t t g +1, a k k o r Г
к
д
, = ГД. Н а p e d i g g = t, a k k o r ( 7 ) - b ő l 
( 8 ) r
№
, 0
t o i * r - r ~ — Г г Л ] ( V r a n e m s z u m m á z u n k ! ) 
1 - й 
a z a z rík'°t0] f ü g g e t l e n t é r t é k é t ő l . í g y Г[k
r
r] = Г[кхл + . . . + / Д " П ] = пГ[к°,оГ E z t 
( 8 ) - b a v i s s z a h e l y e t t e s í t v e ( 1 — = 0 > a z a z a S = í _ r e i s Г
к
я
, = Г ,
в
к
, a m i 
a z t j e l e n t i , h o g y a z Л = 0 e s e t é b e n { iß , у } e g y s z i m m e t r i k u s { iß , Г } - г а r e d u k á l ó d i k . 
A l l . t é t e l b ő l , ( 6 ) - b ó l , v a l a m i n t a z R d e f i n í c i ó j á t j e l e n t ő ( 3 . 1 2 ) - b ő l k ö v e t k e z i k a 
12. TÉTEL: Az A tenzor eltűnése esetén R és S а Г által indukált (közönséges) 
affinösszefiiggő tér görbületére és torziójára redukálódik. 
H a { i ß , у} a f f i n , a k k o r а 10. t é t e l s z e r i n t e l t ű n i k a z A. E k k o r a 11 . t é t e l s z e r i n t 
{ s ß , у } e g y { i ß , Г } - г а r e d u k á l ó d i k , é s e z a r e d u k c i ó a 4 . t é t e l s z e r i n t e g y é r t e l m ű , 
{ i ß , Г } a z o n b a n e g y r é s z e a z ö s s z e s t e n z o r o k Ж h a l m a z a f e l e t t а Г á l t a l g e n e r á l t 
k ö z ö n s é g e s a f f i n ö s s z e f ü g g ő t é r n e k . A z R é s ő e l t ű n é s e ( 1 0 . t é t e l ) m i a t t ^ a z o n b a n 
a 12. t é t e l s z e r i n t e l t ű n i k a {St, Г } - п а к m i n d a g ö r b ü l e t e , m i n d a t o r z i ó j a . í g y i g a z a 
13. TÉTEL: Ha {iß, У} affin, (a jelen paragrafus elején adott definíció értelmében), 
akkor ez egy közönséges affin térnek a párosrendű tenzor ok at magában foglaló része. 
B á r a z 1 § ( 6 ) , ( 7 ) , ( 9 ) é s ( 1 1 ) ö s s z e f ü g g é s e i e l é g e g y s z e r ű t e n z o r i á l i s f o r m á b a n 
í r t s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l é t a d j á k a { i ß , у} r e d u k c i ó j á n a k , m e g m u t a t j u k , h o g y 
i l y e n f e l t é t e l a z A s e g í t s é g é v e l i s n y e r h e t ő . 
14. TÉTEL: A {iß, У} redukciójának szükséges és elegendő feltétele, hogy A az 
(9) A*„, = (n-l)ö1 Uk, + óf5? Ufr + (n- 1 )ől UÏ, + ólö'i U,rr 
formában legyen előállítható, ahol U valamilyen, az alsó indexeiben antiszimmetrikus 
tenzor. 
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Н а у } r e d u k á l ó d i k , a k k o r a z A ( 4 ) - b ő l i s n y e r h e t ő , a m i ( 9 ) f o r m á j ú , t e h á t 
a f e l t é t e l s z ü k s é g e s . * 
A f e l t é t e l e l e g e n d ő i s . V á l a s s z u n k e g y o l y a n Г - o t , h o g y e r r e 
( 1 0 ) 2 Г [ /
Ц
= U / k 
á l l j o n f e n n . L e g y e n 
(H) = 
így 
(12) y uJ, = yuiJt+TuJ„ 
a h o l T t e n z o r . 1 7 — K i f o g j u k m u t a t n i , h o g y T e l ő á l l í t h a t ó k é t r e d u k á l ó d ó у é s у 
k ü l ö n b s é g e k é n t , a m i b ő l £ f e l b o n t h a t ó s á g a k ö v e t k e z i k , a ( l l ) - h e z h a s o n l ó f o r m á b a n , 
a m i ( 1 2 ) - v e l e g y ü t t m á r а у r e d u k c i ó j á t f o g j a b i z t o s í t a n i . 
K é p e z v e а у s e g í t s é g é v e l a ( 3 . 6 ) s z e r i n t i A * t e n z o r t , a z t t a l á l j u k , h o g y A — A * , 
m i v e l А * а у r e d u k c i ó j a m i a t t ( 4 ) f o r m á j ú , e z p e d i g ( 1 0 ) a l a p j á n a f e l t é t e l s z e r i n t 
( 9 ) f o r m á j ú 4 - v a l e g y e n l ő . M á s r é s z r ő l , h a ( 3 . 6 ) - b a n а у h e l y é b e a ( 1 2 ) s z e r i n t i 
y + £ - t h e l y e t t e s í t j ü k , a k k o r A = A * + H , a h o l 
H9\lt = (n + 1) V \ - ÔÍW, + Т,Гк - Tk;\) - ól(Trlhrt + T,rhj - Turhr). 
A z 4 = 4 * a l a p j á n H = 0 . 
L e g y e n m o s t у k l i J t a s z i m m e t r i k u s Г/к-ból а ( 1 1 ) f o r m á b a n k é p e z e t t o b j e k -
t u m . í g y a 11 . t é t e l s z e r i n t 4 = 0 . L e g y e n t o v á b b á y á £ í y — £ . í g y ( 3 . 6 ) - b ó l 
4 = Ä — H, é s 4 = H = 0 m i a t t 4 = 0 . E k k o r v i s z o n t y r e d u k á l ó d i k v a l a m i l y e n 
bÍJ, = 01
к
Г,\ + 0{Г
к
\ f o r m á b a n . í g y а у = у - £ - b ő l 
Tki\ = ü l ( £ / ( - £ / , ) + < 5 / ( £ Л - £ Л ) = ô W t + Sih',, 
a h o l ? t e n z o r . £ - n e k e z t a z é r t é k é t ( 1 2 ) - b e h e l y e t t e s í t v e , ( 1 1 ) figyelembevételével, 
* — 
é s a E - f t — Г j e l ö l é s s e l 
у ki1, = sUii. + tij+ôUri. + tkj) = öirf+öiri,, 
t e h á t у r e d u k á l ó d i k . 
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A j e l e n d o l g o z a t m á s o d r e n d ű l i n e á r i s p a r c i á l i s d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k r e v o n a t -
k o z ó p e r e m é r t é k - p r o b l é m á k e l m é l e t é v e l f o g l a l k o z i k . L é n y e g e e g y ö t l e t , m e l y a 
m á s o d r e n d ű l i n e á r i s e l l i p t i k u s - p a r a b o l i k u s t í p u s ú e g y e n l e t e k — b e l e é r t v e a t e l j e s e n 
e l l i p t i k u s e g y e n l e t e k k l a s s z i k u s e s e t e i t , a h ő v e z e t é s e g y e n l e t é t é s a z e l s ő r e n d ű e g y e n -
l e t e k e t — p e r e m é r t é k - p r o b l é m á i n a k e g y e g y s é g e s e l m é l e t é r e v o n a t k o z i k . 
A z e l m é l e t a j e l e n p i l l a n a t b a n n e m l é p f e l a t e l j e s s é g i g é n y é v e l . M i n d a z o n -
á l t a l , v é l e m é n y e m s z e r i n t , a t o v á b b i k u t a t á s s z á m á r a s z á m o s v o n z ó t e r ü l e t e t t á r 
f e l é s e z é r t a m o s t a n á i g e l é r t e r e d m é n y e k é r d e m e s e k a r r a , h o g y i t t t á r g y a l j u k ő k e t . 
E z e n e l m é l e t e l s ő e r e d m é n y e i t 1 9 5 6 - b a n é r t e e l a s z e r z ő [4] . E g y t e l j e s e b b t á r -
g y a l á s a b b a n a s o k s z o r o s í t o t t j e g y z e t b e n t a l á l h a t ó , m e l y a s z e r z ő n e k 1 9 5 7 - b e n 
R ó m á b a n , a z O l a s z F e l s ő b b m a t e m a t i k a i I n t é z e t b e n ( I s t i t u t o I t a l i a n o d i A l t a 
M a t e m a t i c a ) t a r t o t t e l ő a d á s a i t t a r t a l m a z z a [5]. 
1 9 5 8 - b a n К . O . FRIEDRICHS k ö z ö l t e g y d o l g o z a t o t [7] l i n e á r i s d i f f e r e n c i á l -
e g y e n l e t e k r e v o n a t k o z ó , t í p u s t ó l f ü g g e t l e n p e r e m é r t é k - p r o b l é m á k r ó l . A Friedrichs-
f é l e e l m é l e t v o n a t k o z i k o l y a n e g y e n l e t e k r e i s , m e l y e k l e h e t n e k a p r o b l é m a v i z s g á -
l a t á n á l s z ó b a j ö v ő t a r t o m á n y v a l a m e l y r é s z t a r t o m á n y á b a n h i p e r b o l i k u s , m í g e g y 
m á s i k r é s z t a r t o m á n y á b a n e l l i p t i k u s t í p u s ú a k . A z o n b a n n e m l á t s z i k l e h e t s é g e s n e k 
b e v o n n i a FRIEDRICHS á l t a l v i z s g á l t e g y e n l e t e k o s z t á l y á b a m i n d e n e l l i p t i k u s - p a r a -
b o l i k u s t í p u s ú e g y e n l e t e t , m i n t h o g y FRIEDRICHS b i z o n y o s s z i m m e t r i a - f e l t é t e l l e l é l , 
m e l y r e a j e l e n t á r g y a l á s b a n n i n c s s z ü k s é g . 
A s z e r z ő v é l e m é n y e s z e r i n t n a g y o n é r d e k e s l e n n e ö s s z e h a s o n l í t a n i a Friedrichs-
f é l e é s a j e l e n e l m é l e t e t . 
1. §. Feltételek és a másodrendű lineáris elliptikus-parabolikus tipusú 
egyenletekre vonatkozó általános peremérték-probléma felállítása 
J e l ö l j e X(r> a z r - d i m e n z i ó s v a l ó s Descartes-féle t e r e t . L e g y e n x = ( x , , . . . , xr) a z 
X(r) e g y p o n t j a é s В e g y ö s s z e f ü g g ő n y í l t h a l m a z A ( r ) - b c n . 
A z t m o n d j u k , h o g y e g y f ü g g v é n y a C"'(B) (m n e m - n e g a t í v e g é s z ) o s z t á l y b a 
t a r t o z i k , h a / z - a d r e n d ű (h S m) p a r c i á l i s d e r i v á l t j a i v a l e g y ü t t f o l y t o n o s 5 - b e n . L e g y e -
n e k a'j(x) ( z , y = l , ..., r ) , b'(x) ( z ' = 1, . . . , r ) é s c(x) r e n d r e a C2(B), CX(B), C ° ( 5 ) 
o s z t á l y b a t a r t o z ó v a l ó s f ü g g v é n y e k . _ 
A k ö v e t k e z ő m á s o d r e n d ű l i n e á r i s d i f f e r e n c i á l o p e r á t o r t f o g j u k v i z s g á l n i : 
Ь(и) = а<;и
Х1Х. + ЫиХ1 + си
 1
 (eU = e"), 
* MRC Technical Summary Report No. 110, September, 1959. 97-120. old. 
1
 Az összegezési konvenciót az egész dolgozatban használni fogjuk. 
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és f e l t é t e l e z z ü k , h o g y a z a ' \ x ) k f j k v a d r a t i k u s a l a k p o z i t í v d é f i n i t v a g y s e m i - d e f i n i t 
m i n d e n x£B p o n t b a n , a m i t ú g y f o g u n k k i f e j e z n i , h o g y L p o z i t í v e l l i p t i k u s - p a r a b o -
l i k u s o p e r á t o r 5 - b e n . A z a z e s e t , m i d ő n e s e t l e g 5 b i z o n y o s p o n t j a i b a n aiJ(x)?.ikj=Q, 
n i n c s k i z á r v a . 
E z a z t j e l e n t i , h o g y a d i f f e r e n c i á l o p e r á t o r 5 v a l a m e l y r é s z h a l m a z á n — m e l y 
e s e t l e g 5 - v e l e g y b e e s i k — e l s ő r e n d ű o p e r á t o r r á f a j u l h a t e l . 
L e g y e n A o l y a n , 5 - b e n l e v ő k o r l á t o s n y í l t h a l m a z , m e l y n e k x h a t á r a e g y b e -
e s i k s a j á t Ä l e z á r t j á n a k h a t á r á v a l . 
A c é l b ó l , h o g y a X - r a t e e n d ő p o n t o s f e l t é t e l e k e t m e g a d h a s s u k , e l ő s z ö r d e f i n i á l n i 
f o g j u k a z A + ' - b e l i reguláris (r — l)-sejtet. 
L e g y e n x = x ( t ) a z (r — l ) - d i m e n z i ó s D e s c a r t e s - f é l e t é r v a l a m e l y z á r t D t a r t o -
m á n y á b a n é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y , m e l y n e k é r t é k k é s z l e t e A ^ - b e e s i k é s a m e l y a k ö v e t -
k e z ő f e l t é t e l e k n e k t e s z e l e g e t : 
a ) D h o m e o m o r f e g y (r — 1 / d i m e n z i ó s g ö m b b e l , 
b ) x ( t ) e g y - e g y é r t e l m ű e n k é p e z i le D-t X'r) v a l a m e l y r é s z h a l m a z á r a , 
c ) a Jacobi-fé\e m á t r i x r a n g j a r— 1 D v a l a m e n n y i p o n t j á b a n , 
d ) D h a t á r á n a k (r — l ) - d i m e n z i ó s Lebesgues-féle m é r t é k e n u l l a . 
x(t) X 0 é r t é k k é s z l e t e A ( r ) e g y reguláris (r — \)-sejtje. D h a t á r á n a k k é p é t X 0 
peremének n e v e z z ü k . 
F e l t é t e l e z z ü k , h o g y X v é g e s s z á m ú r e g u l á r i s (r — l ) - s e j t r e b o n t h a t ó f e l : X = 
= X 1 U . . . U X m , o l y m ó d o n , h o g y e z e n s e j t e k k ö z ü l b á r m e l y k e t t ő k ö z ö s p o n t j a i 
l e g f e l j e b b p e r e m p o n t j a i k l e h e t n e k . 
F e l t é t e l e z z ü k t o v á b b á , h o g y a Green—Gauss-féle a z o n o s s á g , a m e l y e g y A 
f e l e t t k é p e z e t t r-szeres i n t e g r á l t X f e l e t t k é p e z e t t (r — 1 ( - s z e r e s i n t e g r á l b a t r a n s z f o r -
m á l á t , a l k a l m a z h a t ó A U X - r a . 
J e l ö l j e Z!, a Ih (h = \,...,m) a z o n r é s z h a l m a z á t , m e l y n e k v a l a m e n n y i x£L( 
p o n t j á b a n Ih é r i n t ő h i p e r - s í k j a a z L o p e r á t o r r a v o n a t k o z ó a n k a r a k t e r i s z t i k u s . 
E z a z t j e l e n t i , h o g y I h x p o n t b e l i n o r m á l i s á n a k n t , ..., nr i r á n y c o s i n u s a i a z 
a
iJ(x)ninj= 0 e g y e n l e t n e k t e s z n e k e l e g e t . X,, v a l a m e n n y i x p o n t j á b a n , m e l y n e m 
e s i k X,, p e r e m é r e , d e f i n i á l v a v a n a 
b{x) = (bi-aiJ)ni 
f ü g g v é n y , a h o l nx, ..., nr a I h x p o n t b e l i , A b e l s e j e f e l é m u t a t ó n o r m á l i s á n a k i r á n y -
c o s i n u s a i . 
M i n d e n e g y e s r ö g z í t e t t h e s e t é n b(x) d e f i n í c i ó j á t f o l y t o n o s s á g r é v é n k i t e r j e s z t -
h e t j ü k a z e g é s z X A - r a . 2 
L e g y e n X í - n a k a b ( x ) S 0 f e l t é t e l á l t a l m e g h a t á r o z o t t r é s z h a l m a z a X{1 J . B e v e z e t -
j ü k a k ö v e t k e z ő j e l ö l é s e k e t : 
x ( 1 ) = x ( i 1 ) ux ( 2 1 ) u . . . u x i 1 ) , 
x ( 2 > = ( x í u x í u . . . u x ; ) - x < 1 ) , 
I ' 3 » = Í - ( X I > U X 2 ' ) . 
2
 A b(x) különböző h indexekre vonatkozó kiterjesztései általában nem egyeznek meg két 
különböző S и közös perempontjaiban. 
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I l y m ó d o n a E h a l m a z t h á r o m d i s z j u n k t 2 ( 1 ) , T ( 2 >, 2 ( 3 ) r é s z h a l m a z r a b o n t o t t u k 
s z é t . É s z r e k e l l v e n n i , h o g y e z e n h a l m a z o k n é m e l y i k e ü r e s l e h e t . 
L e g y e n 2 é s 2 ( J y ) k é t o l y a n d i s z j u n k t h a l m a z , h o g y 
L c 3 ) = 2 l , 3 ) U 2 : ( N 3 ) . 
F e l t é t e l e z h e t j ü k , h o g y a 2 j , 3 ) v a g y а h a l m a z ü r e s . T e r m é s z e t e s e n m i n d k é t h a l -
m a z ü r e s , h a 2Á3) ü r e s . 
L e g y e n e k f(x),g(x),h(x) r e n d r e a z T - n , 2 ( 2 ) и 2 Д - о п é s 2 ( Д - о п é r t e l m e z e t t , 
a d o t t f ü g g v é n y e k . 
A z á l t a l á n o s e l l i p t i k u s - p a r a b o l i k u s e g y e n l e t r e v o n a t k o z ó p e r e m é r t é k - p r o b l é m a , 
m e l y e t v i z s g á l n i f o g u n k , a k ö v e t k e z ő : 
L(u)=f 4 - b a n , 
u=g Ea) U 2Ü3)-on, 
( 1 . 1 ) aii(x)ux.nj = h 2 ( v 3 ) - o n . 
2. §. Speciális esetek és példák 
T e g y ü k f e l , h o g y p o z i t í v d é f i n i t В m i n d e n p o n t j á b a n , v a g y i s , h o g y 
L t e l j e s e n e l l i p t i k u s o p e r á t o r . E b b e n a s p e c i á l i s e s e t b e n m i n d E ( 1 ) , m i n d p e d i g 
2 f 2 ) ü r e s . H a 2 j y 3 ) - a t ü r e s n e k t é t e l e z z ü k f e l , a k k o r a z ( 1 . 1 ) p e r e m é r t é k - p r o b l é m a 
a k l a s s z i k u s D i r i c h l e t - p r o b l é m a . H a 2 ( D 3 ) ü r e s , a k k o r e g y á l t a l á n o s e l l i p t i k u s o p e -
r á t o r r a v o n a t k o z ó N e u m a n n - p r o b l é m á v a l á l l u n k s z e m b e n . A b b a n a z e s e t b e n , m i d ő n 
s e m Z t y s e m 2 ( w 3 ) n e m ü r e s , a z ( 1 . 1 ) p r o b l é m a e g y e l l i p t i k u s o p e r á t o r r a v o n a t k o z ó 
v e g y e s D i r i c h l e t — N e u m a n n p e r e m é r t é k - p r o b l é m á r a r e d u k á l ó d i k . 
M o s t t e g y ü k f e l a k ö v e t k e z ő t : 
L(u) = L0{u)-uXr, 
a h o l L0 a z r— 1 d a r a b xx, ...,xr-k v á l t o z ó b a n e l l i p t i k u s o p e r á t o r . E b b e n a z e s e t -
b e n L a j ó l i s m e r t p a r a b o l i k u s t í p u s ú h ő v e z e t é s i e g y e n l e t o p e r á t o r a . Г ( 1 ) a E a z o n 
r é s z e , a h o l a b e l s ő n n o r m á l i s p á r h u z a m o s 
a z xr t e n g e l l y e l é s a v v a l e l l e n k e z ő i r á n y ú 
( s z a g g a t o t t v o n a l a z 1. á b r á n ) , 2 ( 2 ) a 2 
a z o n r é s z e , a h o l n p á r h u z a m o s a z xr t e n -
g e l l y e l é s a v v a l m e g e g y e z ő i r á n y ú . 2 ( 3 ) a 
p e r e m a z o n r é s z e , a h o l n é s a z xr t e n g e l y 
0 - t ó l é s 7R-től k ü l ö n b ö z ő s z ö g e t z á r n a k b e . 
T e k i n t s ü k a k ö v e t k e z ő á l t a l á n o s a b b 
p a r a b o l i k u s o p e r á t o r t : 
L{u) = L0(u) — br(x) uXr, 
a h o l L 0 d e f i n í c i ó j a u g y a n a z , m i n t f e n t e b b 
( a z X j , . . . , x r _ i v á l t o z ó k b a n e l l i p t i k u s 
o p e r á t o r ) , é s br(x) e g y t e t s z é s s z e r i n t i , n e m 
s z ü k s é g s z e r ű e n á l l a n d ó e l ő j e l ű , A U 2 b a n 1. ábra 
5 III. Osztály Közleményei XIII/4 
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é r t e l m e z e t t f ü g g v é n y . N e m z á r j u k k i a z t a z e s e t e t , m i d ő n L0 a z xr v á l t o z ó t ó l 
is f ü g g . 
L e g y e n W+ [W~] a I a z o n ( e s e t l e g ü r e s ) r é s z e , a h o l a b e l s ő n n o r m á l i s p á r -
h u z a m o s a z xr t e n g e l l y e l , é s a v v a l m e g e g y e z ő [ e l l e n k e z ő ] i r á n y ú . W f [Wí] l e g y e n 
W+ [W~] a z o n r é s z h a l m a z a , a h o l br(x) sz0 [ ő r ( x ) s O ] , é s W j [W2] l e g y e n a f e n n -
m a r a d ó r é s z . T e l j e s ü l n e k a k ö v e t k e z ő r e ' á c i ó k : 
3 W f U W j ; Z<2> D W + U W 2 . 
K ö n n y ű l á t n i , h o g y a n o s z l a n a k e l Z a z o n p o n t j a i , a h o l a z é r i n t ő s í k n i n c s d e f i n i á l v a . 
P é l d a k é n t t e k i n t s ü k a 
d2u du 
ôxj Sm Xl öx2 =/(*i> x2) 
a r a b o p l i k u s e g y e n l e t e t a 2 . á b r á n m e g a d o t t t a r t o m á n y b a n . 
2. ábra 
A s z a g g a t o t t v o n a l j e l ö l i Z a z o n T ( 1 ) r é s z é t , a h o l s e m m i f é l e p e r e m f e l t é t e l t 
s e m s z a b a d e l ő í r n i . 
N a g y o n e g y s z e r ű é s e l e m i p é l d á k k é n t t e k i n t s ü k a k ö v e t k e z ő k é t e l s ő r e n d ű 
e g y e n l e t e t : 
uXl+c(x)u=f(x), 
xxuXl+x2uX2 + c(x)u =f(x). 
A 3 . , i l l e t v e a 4 . á b r á n Z T ( 1 ) é s I{2) r é s z e i v a n n a k f e l t ü n t e t v e a z e l s ő , i l l e t v e a m á s o -
d i k e g y e n l e t r e v o n a t k o z ó a n ( J É 1 ' = s z a g g a t o t t v o n a l , I { 2 ) = f o l y t o n o s v o n a l ) . 
É r d e k e s e b b p é l d a k é n t t e k i n t s ü k a z e l s ő r e n d ű 
bxuXl +b2uxi + cu =/ 
e g y e n l e t e t a —ai^xíSaí, — a2 Sx2 S a 2 (a1 > 0 ^ a 2 = - 0 ) i n t e r v a l l u m b a n , é s t e g y ü k 
MÁSODRENDŰ ELLIPTIKUS-PARABOLIKUS EGYENLETEK 3 7 9 
f e l , h o g y 
b2{x!, -a2) = Ь2{хх,а2)^0. 
E k k o r T ( 2 ) s 0 é s f = E z p é l d a p e r e m f e l t é t e l n é l k ü l i p r o b l é m á r a . E z t a s p e c i á -
l is e s e t e t PICONE v i z s g á l t a 1 9 2 8 - b a n ( l á s d [14]) , é s ő b i z o n y í t o t t a b e , h o g y a c < 0 
3. ábra 4. ábra 
e s e t b e n v a l a m e l y reguláris m e g o l d á s t m á r e g y e d ü l a z a t u l a j d o n s á g a e g y é r t e l m ű e n 
m e g h a t á r o z z a , h o g y e l e g e t t e s z a z e g y e n l e t n e k . 
M á s r é s z r ő l , h a t e k i n t j ü k a 
-b1uXl-b2uX2 + cu =f 
e g y e n l e t e t , a h o l bt é s b2 T - á n a f e n t i e g y e n l ő t l e n s é g e k n e k t e s z n e k e l e g e t s z i g o r ú 
é r t e l e m b e n * , a k k o r E = I(-2'> é s X ( 1 ) = 0. V a g y i s M é r t é k é t a z e g é s z p e r e m e n e l ő 
k e l l í r n i . 
L á s s u n k m o s t n é h á n y m á s , m á s o d -
r e n d ű p a r a b o l i k u s t í p u s ú e g y e n l e t r e 
v o n a t k o z ó p é l d á t . E l ő s z ö r t e k i n t s ü k a z 
{x\ + x22-\)uxixi + 
+ x2 (x\ + 2x\ — 2) uX2 + cu—f 
e g y e n l e t e t . L e g y e n A a k ö v e t k e z ő f e l -
t é t e l l e l m e g a d o t t t a r t o m á n y : 
x\ + x \ > \ , 0 < X ! < 2 , — 1 < x 2 < 1 . 
E b b e n a z e s e t b e n X ( 1 ) a ( 0 , 1 ) é s a 
( 0 , - 1 ) p o n t o k b ó l á l l ; X<3) a z ( x , = 2 , 
— 1 < x2 < 1) s z a k a s z , Z ( 2 ) a p e r e m f e n n -
m a r a d ó r é s z e . H a A g y a n á n t a z e l ő z ő 
t a r t o m á n y n a k a z x 2 > 0 f é l s í k b a n l e v ő 
r é s z é t v e s s z ü k , a k k o r a p e r e m n e k a z xt 
t e n g e l y e n f e k v ő r é s z e I ( 1 ) ( 5 . á b r a ) . 5. ábra 
* Az egyenlőség esete ki van zárva (A ford.) 
3 8 0 G. FICHERA 
A z 
X2uxixi - 2*1*2иХ1Хг + Х\иХ1Х2 - 2xxuXi - 2X2UX2 + eu =f 
e g y e n l e t e s e t é n , a z o r i g ó v a l m i n t k ö z é p p o n t t a l r e n d e l k e z ő ' k ö r a l a k ú t a r t o m á n y n á l 
a z e g é s z p e r e m E z z e l s z e m b e n a 6 . á b r á n m e g a d o t t c s i l l a g a l a k ú t a r t o m á n y n á l 
a z e g é s z p e r e m I ( 3 ) . A z elsó ' e s e t b e n ú j a b b p é l d á n k v a n p e r e m f e l t é t e l n é l k ü l i p r o b l é -
m á r a . m í g a m á s o d i k e s e t b e n и é r t é k é t a z e g é s z p e r e m e n e l ó ' í r h a t j u k . 
U t o l s ó p é l d a k é n t ' t e k i n t s ü k a k ö v e t k e z ő ' , v e g y e s e l l i p t i k u s — p a r a b o l i k u s t í p u s ú 
e g y e n l e t e t : 
k(x2)uXiXl+uX2X1 = /; 
k ( x 2 ) x2 = - 0 e s e t é n p o z i t í v , x2 = 0 e s e t é n e l t ű n ő f ü g g v é n y . L e g y e n A a k ö v e t k e z ő 
g ö r b é k k e l h a t á r o l t t a r t o m á n y ( l á s d 7 . á b r a ) : 
1. r e g u l á r i s C j í v , m e l y a z x k t e n g e l y 0 é s 1 p o n t j á t k ö t i ö s s z e , é s a m e l y t e l j e s e n 
a z x 2 > 0 f é l s í k b a n f e k s z i k ; 
2 . C 2 í v ( x 2 < 0 f e l t é t e l l e l ) , m e l y a z o r i g ó t a z ( 1 , — 1 ) p o n t t a l k ö t i ö s s z e , é s 
a m e l y n e k é r i n t ő j e s e h o l s e m p á r h u z a m o s a z x2 t e n g e l l y e l ; 
3 . a z ( 1 , 0 ) é s a z (1 . — 1 ) p o n t o k a t ö s s z e k ö t ő C3 s z a k a s z . 
E b b e n a z e s e t b e n 
I<3> = C j U C 2 , I r i ) = C 3 . 
V a l ó b a n , и é r t é k é t m i n d C j - c n , m i n d p e d i g C 2 - ö n e l ó ' í r h a t j u k . 
A k ö v e t k e z ő p a r a g r a f u s o k b a n m e g m u t a t j u k , m i l y e n é r t e l e m b e n é s m i l y e n 
t o v á b b i f e l t é t e l e k m e l l e t t l é t e z n e k a z ( 1 . 1 ) o l y a n e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z o t t m e g -
o l d á s a i ( s p e c i á l i s a n , a p é l d a k é n t e m l í t e t t p r o b l é m á k o l y a n m e g o l d á s a i ) , m e l y e k 
f o l y t o n o s a n f ü g g n e k a z a d a t o k t ó l . 
3 . § . A priori integrál-becslések és maximam-e lvek 
L e g y e n CL а k ö v e t k e z ő f e l t é t e l e k n e k e l e g e t t e v ő v a l ó s и f ü g g v é n y e k o s z t á l y a : 
a ) и e l s ő r e n d ű d e r i v á l t j a i v a l e g y ü t t f o l y t o n o s X U T - b a n [ u Ç C l ( A U X ) ] , 
b ) и m á s o d r e n d ű d e r i v á l t j a i f o l y t o n o s a k A - b a n [ m ú C 2 ( / í ) ] , 
c ) a z L(u) f ü g g v é n y k o r l á t o s Л - Ь а п . 
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L * j e l ö l j e a z L o p e r á t o r f o r m á l i s a d j u n g á l t j á t : 
L*(u) = (aiju)XiXj - (b'u)x. + cu = aijuXiXj + Ь*1их. + c*u, 
a h o l 
Ь*
1
 = 2а%1~Ъ\ с* = aJtXj — bXi + c. 
I. Legyen p valamely, az 1 = p < + °° feltételnek eleget tevő valós szám és létezzék 
egy C2(A U I ) osztályba tartozó és A U 1-ban a 
( 3 . 1 ) » S O , L*(w) +(p — l ) c w > 0 
feltételt kielégítő függvény. Minden uÇ_CL függvényre, mely 4 (2 ) U l(i)-on majdnem 
mindenütt eltűnik, a következő egyenlőtlenség érvényes: 
( r \7 m a x |и>| / у \ 7 
<ЗЛ)
 (ff'fi
 + mI /^H • 
а л и г л 
J e l ö l j ö n ö e g y t e t s z é s s z e r i n t i p o z i t í v s z á m o t . A Green-féle i n t e g r á l t é t e l f e l h a s z -
n á l á s á v a l i g a z o l h a t ó a k ö v e t k e z ő a z o n o s s á g : 
r A £ - 2 
J { ( и 2 + < 5 ) 2 L * ( w ) - w<p[( /> - 1) и 2 + <5] ( и 2 + <5)2 ahkuXhuXk + 
A 
( 3 . 3 ) J L _ 1 
+p(u2 + ô)2 uL(u) + c(u2 + ô)2 [ ( 1 - . р ) м 2 + <5]>}Лх = 
= j w(u2 + ôYbd(j V f [ p 2 (и2 + ' wuahkuXhnk - (u2 + ő)^(ahkwXhnk - bw)] da. 
K « ) U I 1 J ) 5(3) 
M i v e l P D - e n m a j d n e m m i n d e n ü t t é s 0 , é s Л U 4 - b a n ahkuxhuxks0, w ^ O , e z é r t 
a z M-ra t e t t f e l t é t e l é r t e l m é b e n k ö v e t k e z i k : 
f(u2+ö)2{L*(w)-cw(u2 + ó)-l[(l-p)u2 
л 
S p j(u2 +-<5)T~[uwL(u)dx + ö2\ Jwbda- f (a h k w X h n k -bw)da \ . 
A 5(2) 5(3) 
L á t h a t ó , h o g y A U 4 - b a n x - r e v o n a t k o z ó a n e g y e n l e t e s e n 
lim (и2 + ó)2{L*(w)- cw(ii2 + S)~ 2[(1 -p)u2 + <5]} = (u2)F{L*(w) - (1 -p)cw), 
<5-> О 
L - i P - i 
l i m (и2 +ô) 2 u= (и2) 2 и. 
ö-*0 
(3 . 3 ) - b ó l k ö v e t k e z i k 
m a x Iw| 
(3.4) [\u\Pdx^p . J U I — = [\u\P~2\Hu)\dx. 
/ r min \L*(w) + ( p - l)cw] / 
У Л U 5 У 
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E z p = 1 e s e t é n m e g e g y e z i k ( 3 . 2 ) - v e l . p > 1 e s e t é n ( 3 . 2 ) ( 3 . 4 ) - b ő l a Schwarz—Hölder 
e g y e n l ő t l e n s é g n e k a j o b b o l d a l o n á l l ó i n t e g r á l r a v a l ó a l k a l m a z á s á v a l a d ó d i k . 
I I . Ha c < O d U 1-ban, vagy c* < 0 A U 1-ban, akkor a ( 3 . 1) feltételnek eleget 
tevő p és ív léteznek. 
A z e l s ő e s e t b e n (с < 0 ) f e l t e h e t j ü k , h o g y w = — 1 é s p o l y a n n a g y , h o g y AU1-
b a n 
min [ - ahxkhxk + bHXh -pc] > 0. 
AUE 
A m á s o d i k e s e t b e n ( c * < 0 ) f e l t e h e t j ü k , h o g y ív = — 1, é s p o l y a n k i c s i n y , h o g y 
m i n [ ( 1 — p)c — c * ] > 0 
л и г ( s p e c i á l i s a n p = 1). 
N y i l v á n v a l ó a k ö v e t k e z ő t é t e l : 
III. Ha c<0 és c* <0 A U 1-ban, akkor a (3. 1) feltétel a w — ~ \ választással 
minden p = 1 esetén teljesül. 
IV. Legyen с negatív A U 1-ban. Jelöljön w egy tetszés szerinti, C2(A UI) osz-
tálybeli, A U 1-ban negatív függvényt és p0 olyan valós számot, melyre L*(w) + 
+ (Po — l ) c i v ^ 0 A U 1-ban. Minden p>p0, 5 = 1 számra és minden 1{2) U l(3)-on 
majdnem mindenütt eltűnő u£CL függvényre érvényes a következő egyenlőtlenség: 
( 3 . 5 ) 
A A 
M i n t h o g y ív p > p 0 e s e t é n e l e g e t t e s z a ( 3 . 1) f e l t é t e l n e k , / ; é s p = 1 e s e t é n 
( 3 . 3 ) - b ó l k ö v e t k e z i k ( á - » 0 h a t á r á t m e n e t t e l ) , h o g y 
/ ( n 2 ) ^ [ í . * ( i v ) - ( l -p)cw]dx^p f {u2)^~luwL(u)dx. 
A A 
M i v e l L * ( t v ) — ( 1 — p)cw^(p— Po)w, a z e l ő z ő e g y e n l ő t l e n s é g b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y 
(3.6) \\u\Pcwdx\\u\p-l\w\\Uu)\dx, J P~~PoJ 
A A 
a m i p = 1 e s e t é n m e g e g y e z i k ( 3 . 5 ) - t e l . A / i > l e s e t b e n a k ö v e t k e z ő á l l f e n n : 
f\u\r-l\L(u)\\w\dx^{f[\u\'-l\c\~]P~)wldx) " [f[\L(u)\\c\^~] \w\dx)" = 
A A A ( 3 . 7 ) 
P - í £ P - 1 
\u\p\c\\w\dxj " (^J\^P\c\\w\dxJ =(^j\u\Pcwdxj " (^j cwd^j . 
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( 3 . 6 ) - b ó l é s ( 3 . 7 ) - b ő l k ö v e t k e z i k a ( 3 . 5) e g y e n l ő t l e n s é g . 
( 3 . 5 ) - b ő l a k ö v e t k e z ő m a x i m u m - e l v e t v e z e t j ü k l e : 
V. Legyen с negatív A U 1-ban. Minden, 1<2) U l(3)-on majdnem mindenütt 
eltűnő и € CL függvényre érvényes a következő egyenlőtlenség: 
L(u) 
( 3 . 8 ) m a x | n | S s u p 
л и г A 
E z a p — + ° ° h a t á r á t m e n e t t e l k ö v e t k e z i k ( 3 . 5 ) - b ő l . 
VE Ha a Il i . vagy az V. tétel feltételei teljesülnek, akkor az (1. 1) problémára, 
a 1N=0 feltétel mellett, a CL osztályban érvényes az unicitási tétel. 
N y i l v á n v a l ó , h o g y a z I — V I . t é t e l e k a z e l l i p t i k u s L o p e r á t o r o k s p e c i á l i s o s z -
t á l y a i r a ( p é l d á u l e l s ő r e n d ű o p e r á t o r o k r a ) é r v é n y e s e k m a r a d n a k u g y a n a z o n b i z o -
n y í t á s s a l , h a a CL o s z t á l y t á l t a l á n o s a b b a n d e f i n i á l j u k ( h a n e m k í v á n j u k m e g s z ü k s é g -
s z e r ű e n и v a l a m e n n y i d e r i v á l t j á n a k l é t e z é s é t é s f o l y t o n o s s á g á t 4 - b a n ) . 
M o s t n é h á n y , a z ( 1 . 1 ) p r o b l é m á r a v o n a t k o z ó b e c s l é s t f o g u n k v i z s g á l n i a z 
á l t a l á n o s e s e t b e n ( a z a z IN-t n e m t é t e l e z z ü k f e l ü r e s n e k ) . 
VIE Legyen p ( 1 = p < + valós szám és w £ C2(A U 1) a következő feltételnek 
eleget tevő függvény: 
í w S O , L*(w) + {p-\)cw>0 Aöl-án 
^ \aHkwXhnk —bw^O 1(3) — Ij>3)-ow majdnem mindenüttA 
Minden и € С, függvényre, mely majdnem mindenütt eleget tesz a következő feltételek-
nek: 
u = 0 I ( 2 > U Ц р - о п , 
a
hk
uXhnk = 0 I(3>-Íp>-on, 
érvényes a (3. 2) egyenlőtlenség. 
A b i z o n y í t á s a n a l ó g a z I . t é t e l b i z o n y í t á s á v a l . 5 
V I I I . Legyen с negatív A U 1-ban és létezzék egy olyan, A U 1-ban negativ w 
függvény, melyre 
a
hkwXhnk — bw^O l^-on. 
Akkor létezik olyan p= \ szám, melyre (3. 1) teljesül. 
A b i z o n y í t á s n y i l v á n v a l ó . 
IX. Az előző tétel feltételei mellett, legyen p0 olyan valós szám, melyre L*(w) + 
+ {p0 — l)cw = 0 . p^po, Р = 1 esetén minden, а VII. tétel feltételeinek eleget tevő 
и függvényre érvényes a (3. 5) egyenlőtlenség. 
3
 C. Pucci [Rend. Acc. Naz. Lincei, (1957)] más módszerrel bizonyította be (3. 8)-t, azon 
feltétel mellett, hogy u=0 az egész Л'-án. Meg kell jegyezni, hogy а 27<2>и2)(3> halmaz, amelyen 
u-ról fel kell tenni — a célból, hogy (3. 8) fennálljon —, hogy majdnem mindenütt eltűnik, üres is 
lehet, amint azt a 2. §-ban közölt példák némelyike is mutatja. 
4
 L,'," a 2'n ' lezártját jelöli. 
5
 Részleteket illetően lásd [5]-öt. 
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E z a t é t e l u g y a n ú g y b i z o n y í t h a t ó b e , m i n t a I V . t é t e l . 
X . A V I I I . tétel feltételei mellett a (3 . 8) egyenlőtlenség érvényes minden, a V I I . 
tétel feltételeinek eleget tevő и függvényre. 
А V I I . é s а I X . t é t e l b ő l a z (1 . 1) p r o b l é m á r a v o n a t k o z ó u n i c i t á s i t é t e l e k k ö v e t -
k e z n e k a CL o s z t á l y b a n . 
XI. Rögzített p (1 + •=•=) mellett létezzék a következő feltételeknek eleget 
tevő vv £ C2(A U I ) függvény: 
wráO, L*(w) + ( p - l ) c w > 0 A U I-ban, 
w = 0 l'jf-on majdnem mindenütt, 
a
hkwXhnk — bw 0 2(3) 2д3)-о« majdnem mindenütt. 
Minden и <? Cj függvényre, melyre 
L(u) = 0 A-ban, 
a
hk
uXhnk = 0 — Zjy-on majdnem mindenütt, 
a következő egyenlőtlenség érvényes: 
V í s u p \bw\ у 
\u\pdx)p^{ .
 r T rr S • 
1
 / / m i n [ L * ( i v ) + ( p - l ) c w ] i 
( 3 . 9 ) A L u x ; 
± sup \ahkwXbnk\ у 
•í I \u\"da]P + 1 .
 r f f _ . / —-( •( f \u\vdo\>. 
\ J / ( m i n [ £* (и>) + (p-l)cw]) 1 - i L . 1 1 J 
Т(2) а их 2'{3> 
(3 . 3 ) - b ó l , t o v á b b á a z n - r a é s a w - r e k i r ó t t f e l t é t e l e k b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y 
P P 
J {(и2 + ôy L* ( ív) — c w (w2 + S f 2 ~ ' [( 1 — p ) и 2 -f <5]} dx S 
A 
P P 
== fbw(u2 + S)Tda- j (iи2 + S)2 ahkwXknkda. 
ú — 0 e s e t é n a k ö v e t k e z ő a d ó d i k : 
J (u2y[L*(w) + (p-l)cw]dxtÊ 
A 
S f w{u2ybda- f (и2)2 ahkwXhnkda; 
e z e n e g y e n l ő t l e n s é g b ő l k ö n n y e n k ö v e t k e z i k (3 . 9) . 
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XII. Legyen с negatív A U E-ban, és létezzék egy olyan w£C2(A U E) függ-
vény, mely eleget tesz a következő feltételeknek : 
w<0 AU E-ban 
a>'kwXhnk -bwSO X(3) - Щр-on. 
Akkor minden, a XI. tétel feltételeinek eleget tevő függvényre érvényes a következő 
maximum-elv: 
m a x |и | = m a x jwj . 
( 3 . 1 0 ) AXJZ Z ^ u Ë ^ 
H a p t e t s z é s s z e r i n t i p á r o s e g é s z s z á m , h a s z n á l h a t j u k ( 3 . 3 ) - t < 5 = 0 - v a l . E k k o r , 
a w - r e é s a z w-ra k i r ó t t f e l t é t e l e k m e l l e t t , a k ö v e t k e z ő t k a p j u k : 
( 3 . 1 1 ) m i n [L*(w) + (p-l)cw] / WdxS s u p \bw\ I up do + 
A /(2) 
+p max |и'| J \u\"~1\ahkuXhnk\do+ sup \ahkwXhnk — bw\ j updo. 
E l ő s z ö r t e g y ü k f e l , h o g y u = 0 2 { 3 ) - o n m a j d n e m m i n d e n ü t t . M i n t h o g y l é t e z i k k é t 
o l y a n p o z i t í v P { é s P 2 s z á m , m e l y e k r e e l é g n a g y p e s e t é n 
F, ä min [L*(w) + ( p - l)cw]P2p, 
A UX 
k ö v e t k e z i k , h o g y 
í 
l i m { m i n [L* ( и ) f (p - 1 ) си ' ]} p = 1. 
' X U I 
(3 . l l ) - b ő l k ö n n y e n k ö v e t k e z i k a ( 3 . 1 0 ) e g y e n l ő t l e n s é g . 
T e k i n t s ü k m o s t a z t a z e s e t e t , m i d ő n ti n e m t ű n i k el Z)>3) - o n m a j d n e m m i n d e n ü t t . 
A z p-1 1  J \u\p-k\aHkuXhnk\dcr^ ( J J \ahkuXhnk\i'da}" 
Y(3) r (3 ) ' v(3) D ^D ^D 
Schwarz—Holder e g y e n l ő t l e n s é g a l a p j á n ( 3 . l l ) - b ő l a k ö v e t k e z ő t k a p j u k : 
min [L* (w) + (p - 1 )cw] updxШ Kn I up do, 
, 11 v a r j ( 3 . 1 2 ) 
a h o l 
D 
1 
Kp = s u p \bw\+p m a x | w j í J up do} p-
Z™ Д З ) 
1 
• J \ahkuXhnk\p do )p + sup \ahkwxunk — bw\. 
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t 
Legyen M olyan pozitív szám, hogy minden páros egész p számra 
í 
( j u" do ) " [ J \aHkuXhnk\P da) " ^ M. 
4 3 > 
Ekkor a következőket kapjuk: 
1 J . _L 
Kpp ^ [sup |6tv| +p max |w| A / + s u p | ahkwXhnk — bw\p ^pp sup|iw| + 
x ) 3 ! £ ( 2 ) 
+ M max |н'| + sup \ahKwXhnk — bw\]p , és lim sup Kp 
4 3 ) Л , 3 ) 
L e g y e n p0 o l y a n , h o g y p>p0 e s e t é n m i n [L*(w)+(p — l ) c w ] ^ 0 . 
e s e t é n ( 3 . 1 2 ) - b ő l a z t k a p j u k , h o g y A U I 
( m i n [L* (w) + ( p - 1 ) o r ] ) ' ( f up dx)Y ë Kf ( J up do]* , 
AUI 
r ( 2 ) u 4 3 ) 
é s p — о» e s e t é n a d ó d i k ( 3 . 10) . 
X I I I . Legyen с negatív A U L-ban. L(u) — 0 valamennyi CL osztálybeli és A-ban 
azonosan el nem tűnő megoldására a következő maximum-elv érvényes: 
|M(X)| S m a x \u\, x i A. 
Ё Ш и г " ) 
T e g y ü k f e l , h o g y X{,3) = X ( 3 ) . A k k o r a z e l ő z ő t é t e l f e l t é t e l e i n e k e l e g e t t e v ő w 
f ü g g v é n y g y a n á n t a w = — 1 f ü g g v é n y t v á l a s z t h a t j u k . E b b e n a z e s e t b e n a ( 3 . 10 ) 
e g y e n l ő t l e n s é g a k ö v e t k e z ő l e s z : 
m a x |м| = m a x | и | . 
Л и ! J (2 ) ( J I» ) 
M i v e l m a x |и | = m a x и v a g y m a x |и | = — m i n w , k ö v e t k e z i k , h o g y м - п а к A U £ -
<*Ur ЁШиЁО) -«ui AUI 
b a n v a g y p o z i t í v m a x i m u m a , v a g y n e g a t í v m i n i m u m a v a n . 
A c < 0 f e l t é t e l b ő l j ó l i s m e r t o k o s k o d á s s a l k ö v e t k e z i k , h o g y i l y e n p o z i t í v m a x i -
m u m v a g y n e g a t í v m i n i m u m A s e m m i l y e n p o n t j á b a n s e m l é p h e t f e l . 6 
6
 Legyen x0 az и egy minimum-pontja Л-ban. Akkor 
[L (и) - cu]x=xo = ahk Uo) uXftXk Uo). 
Fennáll a következő: 
2 «x„xkUo)AhA f cfcO és 2 ( s " ' X h ) 2 -
h,k= 1 m = 1 
innen azt kapjuk, hogy 
r 
a h k u X h X k — 2 gn.gï„Uxhxk^0 x = xo-ra. 
m = 1 
c-eO-ból következik, hogy /<Uo)ëO. Hasonlóképpen bizonyítható be, hogy u(xo)s0, ha xü az и 
maximum-pontja 4-ban. 
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N y i l v á n v a l ó , h o g y u g y a n e z a z o k o s k o d á s e l v é g e z h e t ő a z á l t a l á n o s , Z f f i + 0 
e s e t b e n a ( X I I I . t é t e l l e l a n a l ó g ) m a x i m u m - e l v f e l á l l í t á s á r a . 
4. §. Egy absztrakt egzisztencia-elv 
A c é l b ó l , h o g y m e g a d h a s s u k a z ( 1 . 1) p r o b l é m a g y e n g e m e g o l d á s a l é t e z é s é n e k 
s z ü k s é g e s é s e l e g e n d ő f e l t é t e l é t , f e l f o g u n k h a s z n á l n i e g y Banach-terekre v o n a t k o z ó 
a b s z t r a k t e g z i s z t e n c i a - e l v e t . 
L e g y e n e g y , a v a l ó s s z á m t e s t r e v o n a t k o z ó a n l i n e á r i s a b s z t r a k t s o k a s á g , 
t o v á b b á 5 , é s B2 v a l ó s Banach-terek. L e g y e n Mt ( / = 1, 2 ) a f e g y l i n e á r i s h o m o -
m o r f i z m u s a Brbe; i p , i l l e t v e ф j e l ö l j é k a z a d j u n g á l t B*, i l l e t v e B2 t e r e k v e k t o r a i t . 
T e k i n t s ü k v a l a m e n n y i v £ ° f - K a k ö v e t k e z ő f u n k c i o n á l e g y e p l e t e t : 
( 4 . 1) (<p, M i ( t 0 > = (Ф, M2(v)), 
a h o l cp a d o t t v e k t o r é s ф i s m e r e t l e n . L e g y e n ° f 2 az M2 h o m o m o r f i z m u s m a g j a . 
A z a d o t t cp v e k t o r n a k a k ö v e t k e z ő s z ü k s é g e s f e l t é t e l t k e l l k i e l é g í t e n i e : 
( 4 . 2 ) (cp, M 1 ( u 2 ) ) = 0 m i n d e n o 2 € f 2 - r e . 
J e l ö l j e M v ( f 2 ) a f 2 В, - b e l i k é p é t a z Mx l e k é p e z é s n é l , é s M1(°f2) a n n a k l e z á r t -
j á t . T e k i n t s ü k a k ö v e t k e z ő Banach f a k t o r - t e r e t : Q = B í / M í ( f 2 ) . L e g y e n $ I t i a z a 
h o m o m o r f i z m u s , m e l y а °f о e l e m é t a Q [M f v ) ] e k v i v a l e n c i a - o s z t á l y á r a k é p e z i l e . 
É r v é n y e s a k ö v e t k e z ő e g z i s z t e n c i a - e l v : 
XIV. A (4. 1) funkcionál-egyenlet ф megoldása akkor és csak akkor létezik 
minden, (4. 2)-t kielégítő rögzített <p mellett, ha van olyan К állandó, hogy minden 
v£°f elemre teljesül az 
( 4 . 3 ) I I ^ O O I I q S F I I ^ O O I U , 7 
egyenlőtlenség. 
L e g y e n sd a - n a к a k ö v e t k e z ő „ h o m o g é n " p r o b l é m a ф m e g o l d á s - v e k t o r a i b ó l 
á l l ó ( z á r t ) a l t e r e : 
(ф, M2(v)) = 0 v a l a m e n n y i v 
& j e l ö l j e a z F = Bfsé Banach f a k t o r - t e r e t . M i n d e n o l y a n <p£B* e l e m h e z , m e l y 
e l e g e t t e s z a{(4 . 2 ) k o m p a t i b i l i t á s i f e l t é t e l n e k ( v a g y i s a z a d j u n g á l t Q* t é r v a l a m e n n y i 
e l e m é h e z ) e g y é r t e l m ű e n d e f i n i á l v a v a n a z e g y o l y a n F e l e m e , h o g y ha ф а Ч' 
e k v i v a l e n c i a - o s z t á l y e g y e l e m e , a k k o r ф a ( 4 . 1) e g y m e g o l d á s a . 
XV. A azon F eleme, mely a B\ ((4. 2) kompatibilitási feltételt kielégítő) y 
elemének felel meg, eleget tesz a 
( 4 . 4 ) \ \ П ^ К Ы в 1 8 
egyenlőtlenségnek. 
A ( 4 . 4 ) e g y e n l ő t l e n s é g e t a ( 4 . 3 ) duális egyenlőtlenségének n e v e z z ü k . 
7
 Ezen tétel bizonyítására vonatkozóan lásd [3]-at és [5]-öt. 
8
 Lásd [3]-at és [5]-öt. 
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5. §. Az (1. 1) probléma gyenge megoldásainak egzisztenciája 
L e g y e n ufCL é s v £ CL*. E k k o r é r v é n y e s a z 
(5.1) I [vL(u) — uL*{vj\ dx = J [uahkvXhnk — vaHkuXhnk]da — J uvbdo 
A r<3> IU)UÍ<2> 
Green-féle a z o n o s s á g . 
T e g y ü k f e l , h o g y и e l e g e t t e s z a k ö v e t k e z ő p e r e m f e l t é t e l e k n e k : 
(5 . 2 ) 
u = () I{1> U I D ' - o n m a j d n e m m i n d e n ü t t , 
a
'
 u
x h
n k ~ 0 - o n m a j d n e m m i n d e n ü t t . 
( 5 . l ) - b ő l k ö n n y e n k ö v e t k e z i k , h o g y 
I [uL* (v) — vL(u)] dx = J uvb da + 
к » 
+ J vahkuXhnkda — J u{aHkvXhnk —bv) da. 
T(3 )
 r ( 3 ) Á f í j z.D z. в 
L e g y e n f a C £ a z o n f ü g g v é n y e i n e k a l i n e á r i s s o k a s á g a , m e l y e k r e m i n d e n , a z 
(5 . 2 ) f e l t é t e l t k i e l é g í t ő и £ CL e s e t é n 
J uvb da + j vahk\uXhnk da — J u{ahkvXhnk — b)da = 0. 
S(1) TÄ3) . , (3) Z(3) 
Д-В
 д —
-4-B 
L e g y e n L(u)=f. E k k o r m i n d e n v(V~f f ü g g v é n y r e f e n n á l l a k ö v e t k e z ő : 
(5. 3) f vfdx = J'uL*(v)dx. 
A A 
Azt mondjuk, hogy az ( 1. 1) probléma [homogén peremfeltételekkel (g = 0 , h =0)] 
£(p) -gyenge megoldással rendelkezik, hogyha /££(p)(4) esetén létezik olyan w££(p)(4) 
függvény, mely minden függvényre eleget tesz (5. 3)-nak. 
A X I V . é s a X V . t é t e l b ő l , v a l a m i n t a z £ ( p ) - t é r b e l i l i n e á r i s k o r l á t o s f u n k c i o n á -
l o k e l ő á l l í t á s i t é t e l e i b ő l a z a l á b b i á l t a l á n o s f e l t é t e l k ö v e t k e z i k : 
XVI. Az (1. 1) probléma £.(p> -gyenge megoldása akkor és csak akkor létezik 
minden olyan f £ £<p)(4) függvényre, melyre 
f v0fdx = 0, (v0G°f, L* (Do) = 0), 
A 
ha létezik olyan К állandó, hogy 
( 5 . 4 ) i n f ( f \ v + v 0 \ ^ 4 x ) í í ~ ^ K ( f \ L * ( v ) f : z ~ 1 d x ) ~ , 
n o e f o a > A 
a 
hol az összes olyan -bell függvényből álló halmaz, melyek megoldás ai az L*(v) = 0 
adjungált egyenletnek. 
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Ha (5. 4) teljesül, akkor minden £<p>-gyenge megoldás eleget tesz az 
(5. 5) inf ( f \u + u0\pdx)'p^K{f \f\pdx)~p 
" O É l f o л A 
egyenlőtlenségnek, ahol ТС0 azon £<p) -heti függvények osztálya, melyek eleget tesznek 
az » 
J u0L*(v)dx = 0 
A 
feltételnek minden v£"f függvényre. 
A z ( 5 . 5 ) e g y e n l ő t l e n s é g m u t a t j a , h o g y a z ( 1 . 1) p r o b l é m a и m e g o l d á s a f o l y t o n o -
s a n f ü g g ( £ ( p ) - n o r m á b a n ) a z / a d a t t ó l , modulo a p r o b l é m a s a j á t m e g o l d á s a i . 
E n n é l f o g v a , h a a z ( 5 . 4 ) - e t m á r b e b i z o n y í t o t t u k , a z u t ó b b i m e g j e g y z é s a l a p j á n 
é s s z e r ű n e k l á t s z i k a z ( 1 . 1 ) p r o b l é m á t „ w e l l p o s e d " * p e r e m é r t é k - p r o b l é m á n a k 
t e k i n t e n i . 
A 3 . § - b a n b e b i z o n y í t o t t a p r i o r i b e c s l é s e k é s a X V . t é t e l ö s s z e v e t é s e a l a p j á n 
k i m o n d h a t j u k a z a l á b b i t é t e l t : 
X V I I . Az ( 5 . 4 ) egyenlőtlenség érvényes, ha a V I I . tétel feltételei teljesülnek. 
Az ( 5 . 4 ) e g y e n l ő t l e n s é g e t a ( 3 . 2 ) d u á l i s e g y e n l ő t l e n s é g é b ő l v e z e t t ü k l e . 
A z ( 5 . 4 ) é r v é n y e s s é g é r e t o v á b b i f e l t é t e l e k k a p h a t ó k a k k o r , h a a 3 . § L * o p e r á -
t o r r a l k a p c s o l a t o s e r e d m é n y e i a l k a l m a z h a t ó k a ° f o s z t á l y f ü g g v é n y e i r e . E g y s z e r ű s é g 
k e d v é é r t t e k i n t s ü k a X < 3 ) = l ' D 3 ) s p e c i á l i s e s e t e t , é s t e g y ü k f e l , h o g y ° f e g y b e e s i k 
Cl a z o n f ü g g v é n y e i n e k o s z t á l y á v a l , m e l y e k e l e g e t t e s z n e k а и = 0 p e r e m f e l t é t e l n e k 
£ * C 2 > U X j , 3 ) - o n m a j d n e m m i n d e n ü t t , a h o l X * ( i ) ( / = 1 , 2 ) u g y a n ú g y v a n d e f i n i á l v a 
a z L * - r a v o n a t k o z ó a n , a h o g y a n X ( 0 - t d e f i n i á l t u k L - r e v o n a t k o z ó a n . 
E z t a ~ + r e v o n a t k o z ó f e l t é t e l t a j f e l t é t e l n e k f o g j u k n e v e z n i . J e l ö l j e X(0'> a X ( 1 ) 
a z o n r é s z h a l m a z á t , a h o l b = 0 . A z a j f e l t é t e l t e l j e s ü l , h a a z 
J u X ( 1 > — X o ' - e n 
П
 \ahkuXhnk X ( 3 ) - o n 
( a h o l и v é g i g f u t a CL o s z t á l y ö s s z e s , ( 5 . 2 ) - n e k e l e g e t t e v ő e l e m é n ) f ü g g v é n y e k á l t a l 
k i f e s z í t e t t t é r s ű r ű f W f l X W - X(0'>] U X< 3 >) -ban . 
A z I . t é t e l b ő l a k ö v e t k e z ő t é t e l t v e z e t j ü k l e : 
X V I I I . Ha az ct) feltétel teljesül, és létezik egy, a 
w ( x ) = s 0 ~ , L(w(x)) + c* w(x) > 0 1) (x£A U X ) 
feltételnek eleget tevő iv függvény, akkor minden v függvényre érvényes a következő 
egyenlőtlenség: 
(/-NF71 dx)~ & K(f\L*(v)\~^dx)~, 
A A 
* A megfelelő magyar kifejezés még nem létezik. Az éltelem szerinti fordítás „helyesen meg-
fogalmazott" vagy „jól felállított" lenne. A megfelelő francia kifejezés: „bien posé". (A ford.) 
3 9 0 G. FICHERA 
ahol 
m a x |w | 
g _ P A UT 
in L(w)-1 —t-c*w 
JÎL P~1 J 
P
 ' m i (w) + 
л и I 
Ebben az esetben minden rögzített / f £ ( p ) ( Á ) függvényre létezik az ( 1. 1) probléma 
f.ip) -gyenge megoldása. 
T e g y ü k f e l , h o g y l é t e z i k a z (5 . 2 ) - n e k e l e g e t t e v ő é s Q - h e z t a r t o z ó un f ü g g v é n y e k 
e g y o l y a n s o r o z a t a , m e l y r e 
(5.6) lim J*\u—un\pdx — lim f\L(u)-f\'dx = 0. 
И —> oo Д n —> oo ^ 
E k k o r a z и f ü g g v é n y t (FRIEDRICHS n y o m á n ) a z ( 1 . 1) p r o b l é m a ( h o m o g é n p e r e m -
f e l t é t e l e k k e l ) t^-erős megoldásának n e v e z z ü k . N y i l v á n v a l ó , h o g y m i n d e n £ ( p ) -
e r ő s m e g o l d á s £ ( p ) - g y e n g e m e g o l d á s i s . 
A k ö v e t k e z ő p r o b l é m á t ( a h o l X ( 3 ) = X)>3)), (1 . 1)* p r o b l é m á n a k f o g j u k n e v e z n i : 
( 1 . 1 ) * 
(L*(v)=f A -ban 
j V = 0 X * ( 2 ) U X * ( 3 ) - o n . 
XIX. Teljesüljön az a) feltétel. Ha létezik az (5. 3) £ (p)-gyenge (p > 1) megoldása 
minden f € £(p) -re, és ez a megoldás az egyetlen, továbbá, ha az (1. 1)* probléma 
£Vp-i/-gyenge megoldása az egyetlen megoldás, akkor az (5. 3) minden £fp)-gyenge 
megoldása £(p) -erős megoldás is. 
A z (5 . 3 ) £ ( p ) - g y e n g e m e g o l d á s á n a k e g z i s z t e n c i á j a é s u n i c i t á s a f o l y t á n f e n n á l l a z 
( 5 . 7 ) f \u\p dx ^ К f \ f f i dx 
A A 
e g y e n l ő t l e n s é g . 
M i v e l £ ( р ~ т ) ( л ) e g y e t l e n f ü g g v é n y e s e m o r t o g o n á l i s m i n d e n L(u)-ra ( a h o l и 
a CL ( 5 . 2 ) - n e k e l e g e t t e v ő e l e m e ) , i l y e n u„ f ü g g v é n y s o r o z a t k i v á l a s z t h a t ó , o l y m ó d o n , 
h o g y L(un) f-hez k o n v e r g á l j o n ; e k k o r ( 5 . 6 ) ( 5 . 7 ) - b ő l k ö v e t k e z i k . 
6. §. A X-gyenge megoldások 
A k ö v e t k e z ő k b e n a z ( 1 . 1) p r o b l é m a e g y m á s i k m e g k ö z e l í t é s i m ó d j á t m u t a t j u k 
b e , a m e l y a z e l l i p t i k u s e g y e n l e t e k r e v o n a t k o z ó , a z e n e r g i a - i n t e g r á l o n a l a p u l ó 
j ó l i s m e r t m ó d s z e r e l l i p t i k u s - p a r a b o l i k u s p r o b l é m á i n k r a v a l ó t e r m é s z e t e s k i t e r j e s z -
t é s é n e k t ű n i k . 
A z e g y s z e r ű s é g k e d v é é r t c s a k a X(3> = Xj,31 e s e t e t v i z s g á l j u k , h o m o g é n p e r e m -
f e l t é t e l e k k e l : 
Г L(u) =f A - b a n 
( 1 Л ) о
 j n = 0 X ( 2 ) U X ( 3 ) - o n . 
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A z « € Ci é s a v € Cl(A U X ) f ü g g v é n y e k r e é r v é n y e s a k ö v e t k e z ő i n t e g r á l - a z o n o s -
s á g : 
J vL(u)dx = - J[a"kvXhuXk + u(b" - axk„)vxk + 
A A 
+ (bxh - aXhxk — С)uv] dx- J va'kuXhnk da - J'uvb da. 
I 
L e g y e n V а С1 (A U X ) o s z t á l y h o z t a r t o z ó é s X ( 3 , - o n e l t ű n ő f ü g g v é n y e k o s z -
t á l y a ( h a n e m ü r e s ) . H a n f C , , é s и X ( 2 ) Í J X < 3 , - o n m a j d n e m m i n d e n ü t t e l t ű n i k , 
a k k o r m i n d e n f ü g g v é n y r e é r v é n y e s a k ö v e t k e z ő a z o n o s s á g : 
J vL(u) dx - - J [a'1 '1 vXhuXk + и(bh -akh)vXk + (bXh -aXhXk - c )uv] dx- J uvb da. 
A A I<»> 
V e z e s s ü k b e V - b e n а k ö v e t k e z ő s k a l á r i s s z o r z a t o t : 
(iи, v) = J {ahkuXh vXk + uv) dx + J uv\b\da. 
A K D Ü K » 
A Ж t é r l e g y e n a V - b ő l a b e v e z e t e t t s k a l á r i s s z o r z a t s e g í t s é g é v e l e l ő á l l ó Hilbert-
t é r . 
T e k i n t s ü k a z u, v Ç V f ü g g v é n y e k k ö v e t k e z ő b i l i n e á r i s a l a k j á t : 
B(u, v) = - f [akvXhuXk + u(bh - aXk)vXh + (bXh - aXhXk - c)wt>] dx - Juvb da. 
A Id) 
K ö n n y ű b e l á t n i , h o g y 
i 
I B(u, » ) | S м { / ( I g r a d v\ + v2) dx + f \ v \ 2 da) M l , 
A JS(D 
ahol M az L együtthatóitól függő állandó. B(u, v) minden rögzített v 6 V függvényre 
az и függvény Ж-п definiált lineáris korlátos funkcionáljanak tekinthető. 
A d o t t fcfS2\A) m e l l e t t a z ( 1 . 1 ) 0 p r o b l é m a %-gyenge megoldásának f o g j u k 
n e v e z n i Ж e g y o l y a n и e l e m é t , m e l y e l e g e t t e s z a z 
/ vfdx= В (u, v) 
A 
e g y e n l e t n e k m i n d e n u é V f ü g g v é n y r e . 
N y i l v á n v a l ó , h o g y a z a ) f e l t é t e l t e l j e s ü l é s e e s e t é n m i n d e n "ЗС-gyenge m e g o l d á s 
£ ( 2 ) - g y e n g e m e g o l d á s i s . 
A # i 7 Z > e r í - t é r b e l i l i n e á r i s f u n k c i o n á l o k e l ő á l l í t á s i t é t e l e é r t e l m é b e n и € Ж-та é s 
u è V - r e f e n n á l l a k ö v e t k e z ő : 
B(u,v) = (u, T(v)). 
T(y) ' V - b e n é r t e l m e z e t t l i n e á r i s t r a n s z f o r m á c i ó X - b e l i é r t é k k é s z l e t t e l . 
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u C \ f é s v С e s e t é n 
(6. 1) B(u, v) = - J + j u(b" - afk)vx 
dx — 2 j uvb do + j uvb do. 
IO> T(2> 
1 hk\ / 1 ,h 1 M I 
- - i>(6 - axJwx„ +1 — bXh - - aXhXk с J uv 
T e g y ü k fe l , h o g y 
( 6 . 2 ) j bXh - j aXhXk - с > m0 > 0 T U I - b a n . 
E z a f e l t é t e l t e l j e s ü l , h a f e l t é t e l e z z ü k , h o g y с n e g a t í v é s | c | e l é g n a g y . H a (6 . 2) t e l -
j e s ü l , a k k o r e s e t é n k ö n n y e n a d ó d i k (6 . l ) - b ő l : 
5(r, v) = j ak vXh vXk + ^ bXh - j aXhXk - ej v2 dx + 
+ i j"v2bdo-l2 Jv2bdo ^ A 0 N 2 ( A o > 0 ) . 
Ï(D 1(2) 
K ö v e t k e z é s k é p p e n 
(6.3) и ^ ~ |ő(r, r)| s§ |(r, T(v))\ з= и \\m\\, 
á0 
v2dx) = - 7 - | |ЗГ(»)||. 
л 
А X I V . t é t e l b ő l k a p j u k a k ö v e t k e z ő t é t e l t : 
XX. Ha a (6. 2) feltétel teljesül, az (1. 1 )0 probléma %-gyenge megoldása minden 
/6£<2)(T) függvényre létezik. 
A - g y e n g e m e g o l d á s u n i c i t á s a n y í l t k é r d é s . E z a 5 ( w , v) b i l i n e á r i s a l a k n a k a z 
u, v p á r r a v o n a t k o z ó f o l y t o n o s s á g á v a l f ü g g ö s s z e . A m i k o r a f o l y t o n o s s á g f e n n á l l , 
a k k o r — m i n t h o g y B(u, v) a f o l y t o n o s s á g r é v é n k i t e r j e s z t h e t ő Ü X %-ra. — (6 . 3 ) -
b ó l k ö n n y e n a d ó d i k a ^ { - g y e n g e m e g o l d á s u n i c i t á s a . 
B(u, v) f o l y t o n o s a z u, v p á r r a v o n a t k o z ó a n a b b a n a z e s e t b e n , m i d ő n L ö n a d -
j u n g á l t , a z a z b''=ahkk. E z k ö n n y e n l á t h a t ó (6 . l ) - b ő l . E b b e n a z e s e t b e n , h a с n e g a t í v 
T U T - b a n , a 3 í ' - g y e n g e m e g o l d á s m i n d e n a d o t t / é . ? ( 2 \ T ) e s e t é n l é t e z i k é s e g y e t l e n . 
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